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1. Введение

В гильбертовом пространстве 𝐿2[0,+∞) рассматривается оператор Штурма–Лиувилля L𝑞,
порождаемый дифференциальным выражением:

𝑙𝑞(𝑦) = −𝑦′′(𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑦(𝑥),

и граничным условием в нуле:

𝑦(0) cos𝛼+ 𝑦′(0) sin𝛼 = 0,

где 𝑞(𝑥) — непрервная на [0,+∞) действительнозначная функция. Область определения опе-
ратора L𝑞: 𝐷(L𝑞) = {𝑦 ∈ 𝐿2[0,+∞) : 𝑦, 𝑦′ абсолютно непрерывны на любом [𝑎, 𝑏] ⊂ [0,+∞),
− 𝑦′′ + 𝑞(𝑥)𝑦 ∈ 𝐿2[0,+∞) и 𝑦(0) cos𝛼+ 𝑦′(0) sin𝛼 = 0}.

Если функция (потенциал) 𝑞(𝑥) // +∞, 𝑥 // +∞, то оператор L𝑞 полуограничен сни-
зу и имеет чисто дискретный спектр {𝜆𝑛}𝑛∈N, 𝜆𝑛 // +∞, 𝑛 // +∞ (Э.Ч. Титчмарш [1],
А.M. Молчанов [4]). Занумеруем собственные числа оператора L𝑞 в порядке возрастания:
𝜆1 < 𝜆2 < . . . < 𝜆𝑛 < . . ..

Хорошо изучено распределение спектра (Э.Ч. Титчмарш [1]) в случае степенного роста
потенциала 𝑞. Так, например, если 𝑞(𝑥) = 𝑥𝑘, 𝑘 > 0, то собственные значения 𝜆𝑛 оператора L𝑞
имеют асимптотику:

𝜆𝑛 ∼
{︂
𝜋𝑘Γ(32 + 1

𝑘 )

Γ(32)Γ(
1
𝑘 )

𝑛

}︂ 2𝑘
𝑘+2

, 𝑛 // +∞, (1)

где Γ(𝑧) — Гамма–функция Эйлера.
Асимптотика собственных значений оператора L𝑞 в случае 𝛼 = 0 для потенциалов ви-

да 𝑞(𝑥) = 𝑥𝑘 + 𝑉 (𝑥), 𝑘 > 0, получена в работах Х.Х. Муртазина и Т. Г. Амангильдина [5]
для 𝑉 (𝑥) ∈ 𝐶2

0 [0,+∞) и Х.К.Ишкина [6] для 𝑉 (𝑥) ∈ 𝐶1
0 [0,+∞), где функции из класса

𝐶𝑚0 [0,+∞) — финитные функции класса 𝐶𝑚[0,+∞).
Распределение спектра операторов Эйри и Вебера, возмущенных дельта–взаимодействием

(дельта–функцией Дирака) найдено А.С. Печенцовым [19], [20], [21].
Если потенциал 𝑞 растет на бесконечности быстрее любой степенной функции, то собствен-

ные значения оператора L𝑞 не имеют степенную асимптотику (1). А.И. Козко [3] установил,

что для потенциала 𝑞(𝑥) = 𝑒𝑥 выполнено соотношение 𝜆𝑛 ∼
(︂

𝜋𝑛

2 ln(𝜋𝑛)

)︂2

, 𝑛 // +∞.

В данной работе получены асимптотики собственных значений оператора L𝑞 для классов
потенциалов, быстро растущих на бесконечности.

2. Классы быстро растущих потенциалов.
Вспомогательные утверждения

Обозначим через Q класс функций 𝑞 ∈ 𝐶[0,+∞)∩𝐶2(0,+∞), удовлетворяющих условиям:

𝑞′′(𝑥) ≥ 0, 𝑥 ≥ 𝑥0, (2)

lim
𝑥 //+∞

𝑥𝑞′(𝑥)

𝑞(𝑥)
= +∞. (3)

Из последнего равенства, в частности, следует, что существует такое число ̃︀𝑥, что для всех
значений аргумента 𝑥 > ̃︀𝑥 значения 𝑞(𝑥) не обращаются в ноль, а также выполнено неравен-

ство
𝑞′(𝑥)

𝑞(𝑥)
> 0. Без ограничения общности всюду далее будем считать, что эти соотношения

выполнены при 𝑥 > 0 (т.е. ̃︀𝑥 = 0).
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Лемма 1. Рассмотрим произвольную функцию 𝑞 ∈ Q. Верны следующие утверждения.
1. Функции 𝑞′ и 𝑞 принимают только положительные значения на аргументах, больших

некоторого 𝑥1. Кроме того, эти функции растут на бесконечности быстрее любой степен-
ной функции, т. е. для любого 𝑘 ∈ N имеем 𝑥𝑘 = 𝑜(𝑞(𝑥)), 𝑥 // +∞.

2. Пусть функция 𝑝 — обратная к функции 𝑞, то есть 𝑞(𝑝(𝑥)) = 𝑥 для 𝑥 > 𝑥1. То-
гда функция 𝑝 растет медленнее любой степенной функции, т. е. для любого 𝛿 > 0 имеем
𝑝(𝑥) = 𝑜(𝑥𝛿), 𝑥 // +∞.

Доказательство. 1. Обозначим 𝜙(𝑥) = 𝑥(ln |𝑞(𝑥)|)′ для 𝑥 > 0. Тогда из равенства (3)
следует, что 𝜙(𝑥) // +∞ при 𝑥 // +∞. Для любых чисел 𝑥 > 𝑥1 > 0 и любого заданного 𝑘 ∈ N
верна следующая цепочка равенств:(︂

𝑥1
𝑥

)︂𝑘
|𝑞(𝑥)| =

(︂
𝑥1
𝑥

)︂𝑘
|𝑞(𝑥1)| exp

∫︁ 𝑥

𝑥1

𝜙(𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 = |𝑞(𝑥1)| exp

∫︁ 𝑥

𝑥1

𝜙(𝑡)− 𝑘

𝑡
𝑑𝑡.

Поскольку функция 𝜙 является бесконечно большой, можно выбрать 𝑥1 > 0 так, чтобы для
всех чисел 𝑥 > 𝑥1 выполнялись соотношения:∫︁ 𝑥

𝑥1

𝜙(𝑡)− 𝑘

𝑡
𝑑𝑡 >

∫︁ 𝑥

𝑥1

1

𝑡
𝑑𝑡 = ln

(︂
𝑥

𝑥1

)︂
.

Отсюда и из полученной ранее цепочки равенств следует, что |𝑞(𝑥)|𝑥−𝑘 // +∞ при 𝑥 // +∞
и при любом заданном натуральном 𝑘, то есть модуль функции 𝑞 растет быстрее любой сте-
пенной функции.

Так как для 𝑥 > 0 выполнено неравенство
𝑞′(𝑥)

𝑞(𝑥)
> 0, а значит, значения 𝑞′(𝑥) и 𝑞(𝑥) одного

знака, осталось показать, что они именно положительные. Предположим, что это не так.
Тогда в силу соотношения (2) функция |𝑞| выпукла вверх при значениях аргумента 𝑥 ≥ 𝑥0
и ее график лежит ниже касательной, проведенной в некоторой точке 𝑥2 ≥ 𝑥0, а значит,
|𝑞| не может расти быстрее любой степенной функции. Полученное противоречие завершает
доказательство пункта 1.

2. По доказанному ранее для любого 𝑘 ∈ N существует такое число κ𝑘, что для всех 𝑥 > κ𝑘
выполнено неравенство 𝑞(𝑥) > 𝑥𝑘+1. Тогда в силу строгого возрастания функции 𝑝 получаем,
что 𝑝(𝑞(𝑥)) > 𝑝(𝑥𝑘+1), а значит, 𝑥 > 𝑝(𝑥𝑘+1) для 𝑥 > κ𝑘. Таким образом, для 𝑡 > κ𝑘+1

𝑘

выполнено неравенство 𝑝(𝑡) < 𝑡
1
𝑘+1 . Отсюда получаем следующую цепочку соотношений

0 <
𝑝(𝑡)

𝑡
1
𝑘

<
𝑡

1
𝑘+1

𝑡
1
𝑘

= 𝑡
1
𝑘+1

− 1
𝑘 // 0, 𝑡 // +∞.

Полученное соотношение означает, что lim
𝑡 //+∞

𝑝(𝑡)

𝑡
1
𝑘

= 0, 𝑡 // +∞, следовательно, 𝑝(𝑡) = 𝑜(𝑡
1
𝑘 )

для любого 𝑘 ∈ N. Поскольку для любого числа 𝛿 > 0 найдется такой номер 𝑘𝛿 ∈ N, что
𝛿 >

1

𝑘𝛿
, получаем, что 𝑝(𝑥) = 𝑜(𝑥𝛿), 𝑥 // +∞.

Далее без ограничения общности будем считать, что 𝑞(𝑥) > 0, 𝑞′(𝑥) > 0 и 𝑞′′(𝑥) ≥ 0 для
любого 𝑥 > 0.

Пример 1. Все целые функции с неотрицательными тейлоровскими коэффициентами,
отличные от полинома, входят в класс Q.

Так как логарифм максимума модуля целой функции 𝑞(𝑧) в круге |𝑧| ≤ 𝑥 является выпук-
лой вниз функцией от ln𝑥 (см. [2]), то 𝜙(𝑥) не убывает. Функция 𝜙(𝑥) не ограничена сверху, в
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противном случае имело бы место равенство 𝑞(𝑥) = 𝑂(𝑥𝑚) при некотором 𝑚 ∈ N. По доказан-
ному ранее получаем, что lim

𝑥 //+∞
𝜙(𝑥) = +∞, то есть выполнено соотношение (3), а значит,

𝑞(𝑥) ∈ Q.

Обозначим через ̃︀Q подкласс функций 𝑞 ∈ Q, удовлетворяющих следующему условию хотя
бы при одном значении 1 < 𝛾 < 4/3

𝑞′′(𝑥) ≤ (𝑞′(𝑥))𝛾 , 𝑥 ≥ 𝑥0. (4)

Пример 2. Целые функции конечного порядка вида 𝑞(𝑧) =
+∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑧
𝑛, 𝑎𝑛 ≥ 0, 𝑛 ∈ N0,

отличные от полинома, лежат в классе ̃︀Q.
Пусть 𝑓(𝑧) =

∑︀+∞
𝑛=0 𝑏𝑛𝑧

𝑛 — целая функция конечного порядка 𝜌 > 0 с неотрицательными
коэффициентами ряда Тейлора. Производная 𝑓 ′(𝑧) имеет тот же порядок 𝜌, что и сама 𝑓(𝑧).
Поэтому для доказательства неравенства (4) достаточно показать, что для любого 𝜀 > 0:

𝑓 ′(𝑥) =

+∞∑︁
𝑛=0

𝑛𝑏𝑛𝑥
𝑛−1 = 𝑜(𝑓(𝑥))1+𝜀, 𝑥 // +∞.

Пусть 𝛽 > 𝜌. Тогда для некоторой постоянной 𝐶 > 0 выполняется неравенство:

max
|𝑧|≤𝑥

|𝑓(𝑧)| = 𝑓(𝑥) ≤ 𝐶 exp(𝑥𝛽).

Следовательно,

|𝑏𝑛| ≤ inf
𝑥>0

𝑥−𝑛𝑓(𝑥) ≤ 𝐶 inf
𝑥>0

exp(𝑥𝛽 − 𝑛 ln𝑥) = 𝐶 exp
(︁
− 𝑛

𝛽
ln

𝑛

𝑒𝛽

)︁
.

Из последнего неравенства при 𝑛 > 𝑒𝛽+1𝛽𝑥𝛽 находим

|𝑏𝑛|𝑥𝑛 ≤ 𝐶 exp
(︁
− 𝑛

𝛽
ln

𝑛

𝑒𝛽
+ 𝑛 ln𝑥

)︁
≤ 𝐶 exp

(︁
− 𝑛

𝛽
ln(𝑒𝛽𝑥𝛽) + 𝑛 ln𝑥

)︁
=

= 𝐶 exp(−𝑛 ln(𝑒𝑥) + 𝑛 ln𝑥) = 𝐶 exp(𝑛(ln𝑥− ln(𝑒𝑥)) = 𝐶𝑒−𝑛.

Отсюда
∑︁

𝑛>𝑒𝛽+1𝛽𝑥𝛽

𝑛𝑏𝑛𝑥
𝑛 ≤ 𝐶1, 𝐶1 > 0. Следовательно, при 𝑥 ≥ 1 имеем неравенство

𝑓 ′(𝑥) =
∑︁

𝑛≤𝑒𝛽+1𝛽𝑥𝛽

𝑛𝑏𝑛𝑥
𝑛−1 +

∑︁
𝑛>𝑒𝛽+1𝛽𝑥𝛽

𝑛𝑏𝑛𝑥
𝑛−1 ≤

≤ 𝐶1 + 𝑒𝛽+1𝛽𝑥𝛽
∑︁

𝑛≤𝑒𝛽+1𝛽𝑥𝛽

𝑏𝑛𝑥
𝑛−1 ≤ 𝐶1 + 𝐶2

𝑓(𝑥)

𝑥
𝑥𝛽.

Так как 𝑓 растет быстрее любой степенной функции, ∀𝜀 > 0 получаем 𝑓 ′(𝑥) = 𝑜(𝑓(𝑥))1+𝜀,
𝑥 // +∞.

Для 𝛽 > 1 и 𝜇 > 0 обозначим через Q𝛽,𝜇 класс функций 𝑞 ∈ ̃︀Q таких, что

ln 𝑞(𝑥) = 𝜇 ln𝛽 𝑥+ 𝑜(ln𝛽−1 𝑥), 𝑥 // +∞. (5)

Переписать данное условие на потенциал в терминах обратной функции позволяет следующее
утверждение.
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Лемма 2. Рассмотрим произвольный потенциал 𝑞 ∈ Q𝛽,𝜇. Пусть 𝑝 — обратная к 𝑞

функция, 𝛿 = 𝜇
− 1
𝛽 . Тогда выполнено соотношение

ln 𝑝(𝑥) = 𝛿 ln
1
𝛽 𝑥+ 𝑜(1), 𝑥 // +∞.

Доказательство. Перепишем выражение (5) в следующем виде: ln𝑥 = 𝜇 ln𝛽 𝑝(𝑥) +
+ 𝑜(ln𝛽−1 𝑝(𝑥)), 𝑥 // +∞. Для некоторой 𝜀(𝑥) = 𝑜(1), 𝑥 // +∞, получаем выражение:

ln𝑥 = 𝜇 ln𝛽 𝑝(𝑥)

(︂
1 +

𝜀(𝑥)

ln 𝑝(𝑥)

)︂
= 𝜇 ln𝛽 𝑝(𝑥) · 𝛼(𝑥),

где 𝛼(𝑥) // 1, 𝑥 // +∞. Отсюда, выразив ln 𝑝(𝑥), получаем равенство:

ln 𝑝(𝑥) =

(︂
1

𝜇

)︂ 1
𝛽

ln
1
𝛽 𝑥

(︂
1 +

𝜀(𝑥)

ln 𝑝(𝑥)

)︂− 1
𝛽

.

Тогда с учетом обозначения для 𝛿 и согласно биномиальному разложению получаем следую-
щее соотношение:

ln 𝑝(𝑥) = 𝛿 ln
1
𝛽 𝑥− 𝛿 ln

1
𝛽 𝑥 · 𝜀(𝑥)

𝛽 ln 𝑝(𝑥)
+ 𝑜

(︂
𝛿 ln

1
𝛽 𝑥 · 𝜀(𝑥)
ln 𝑝(𝑥)

)︂
, 𝑥 // +∞.

Поскольку 𝛿 ln
1
𝛽 𝑥 = ln 𝑝(𝑥) · 𝛼

1
𝛽 (𝑥), полученное выражение можно переписать в следующем

виде:

ln 𝑝(𝑥) = 𝛿 ln
1
𝛽 𝑥− ln 𝑝(𝑥) · 𝛼

1
𝛽 (𝑥) · 𝜀(𝑥)

𝛽 ln 𝑝(𝑥)
+ 𝑜

(︂
ln 𝑝(𝑥) · 𝛼

1
𝛽 (𝑥) · 𝜀(𝑥)

ln 𝑝(𝑥)

)︂
, 𝑥 // +∞.

А значит, ln 𝑝(𝑥) = 𝛿 ln
1
𝛽 𝑥+ 𝑜(1), 𝑥 // +∞, так как 𝛼(𝑥) // 1 и 𝜀(𝑥) // 0 при 𝑥 // +∞.

Выражение (5) при значении параметра 𝛽 = 1 означает степенной рост потенциала 𝑞, для
которого Э.Ч. Титчмаршом была получена асимптотика (1). При значениях параметра 𝛽 > 2
для потенциала 𝑞 ∈ Q𝛽,𝜇 выполняется условие:

ln 𝑞(𝑥)

ln2 𝑥
// +∞, 𝑥 // +∞.

При таких условиях спектр оператора L𝑞 имеет асимптотику (А.И. Козко [3])

𝜆𝑛 ∼ (𝜋𝑛)2𝑝−2((𝜋𝑛)2), 𝑛 // +∞,

где 𝑝 — обратная функция к 𝑞. Следующий результат А.И. Козко [3] устанавливает асимпто-
тику спектра оператора L𝑞 для потенциалов класса Q𝛽,𝜇 в случае значения параметра 𝛽 = 2:

𝜆𝑛 ∼ (𝜋𝑛)2𝑝−2((𝜋𝑛)2) exp

(︂
2

𝜇

)︂
, 𝑛 // +∞. (6)

Позже А.Ю. Киселевой (личное сообщение) были найдены асимптотические разложения
для собственных значений оператора Штурма–Лиувилля в рассматриваемой задаче для по-
тенциала класса Q𝛽,𝜇 и значений параметра 𝛽 ∈ (3/2, 2]:

𝜆𝑛 ∼ (𝜋𝑛)2𝑝−2((𝜋𝑛)2) exp

(︂
4

𝜇𝛽
ln2−𝛽 𝑝((𝜋𝑛)2)

)︂
, 𝑛 // +∞. (7)
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и 𝛽 ∈ (4/3, 3/2]:

𝜆𝑛 ∼ (𝜋𝑛)2𝑝−2((𝜋𝑛)2) exp

(︂
4

𝜇𝛽
ln2−𝛽 𝑝((𝜋𝑛)2)− 4

𝜇2𝛽

(︂
3

𝛽
− 1

)︂
ln3−2𝛽 𝑝((𝜋𝑛)2)

)︂
, 𝑛 // +∞.

(8)
Изучение асимптотики собственных значений оператора L𝑞 было продолжено И. Г. Насрт-

диновым [7] для более близких к единице значений параметра 𝛽. Так, для потенциала 𝑞 ∈ Q𝛽,𝜇,

значений параметра 𝛽 ∈ (5/4, 4/3] и 𝜈 = 𝛿
1
𝛽 справедливо:

𝜆𝑛 ∼ (𝜋𝑛)2 exp

(︂
−
(︂
2𝜈𝛽 ln

1
𝛽 ((𝜋𝑛)2)− 4

𝛽
𝜈2𝛽 ln

2
𝛽
−1

((𝜋𝑛)2)+

+
4(3− 𝛽)

𝛽2
𝜈3𝛽 ln

3
𝛽
−2

((𝜋𝑛)2)− 16(8− 6𝛽 + 𝛽2)

3𝛽3
𝜈4𝛽 ln

4
𝛽
−3

((𝜋𝑛)2)

)︂)︂
, 𝑛 // +∞. (9)

С помощью леммы 2 можно переписать данный результат в терминах обратной функции 𝑝.
Получаем следующий вид асимптотики:

𝜆𝑛 ∼ (𝜋𝑛)2𝑝−2((𝜋𝑛)2) exp

(︂
4

𝜇𝛽
ln2−𝛽 𝑝((𝜋𝑛)2)− 4

𝜇2𝛽

(︂
3

𝛽
− 1

)︂
ln3−2𝛽 𝑝((𝜋𝑛)2)+

+
16(8− 6𝛽 + 𝛽2)

3𝜇3𝛽3
ln4−3𝛽(𝑝(𝜋𝑛)2)

)︂
, 𝑛 // +∞.

3. Основной результат и его доказательство

Обозначим 𝑐𝑛 = (𝜋𝑛)2, 𝑛 ∈ N. В работе [3] доказано, что в случае 𝑞 ∈ ̃︀Q имеет место

асимптотика 𝑛 ∼ 1

𝜋
𝜆
1/2
𝑛 𝑝(𝜆𝑛), 𝑛 // +∞. Отсюда получаем, что 𝜆𝑛 ∼ 𝑐𝑛

𝑝2(𝜆𝑛)
, 𝑛 // +∞, то есть

для некоторой последовательности 𝛼𝑛 // 1, 𝑛 // +∞ выполнено равенство:

𝜆𝑛 = 𝛼𝑛
𝑐𝑛

𝑝2(𝜆𝑛)
, 𝑛 ∈ N.

Тогда lim
𝑛 //+∞

𝜆𝑛
𝑐𝑛

= lim
𝑛 //+∞

𝛼𝑛
𝑝2(𝜆𝑛)

= 0 в силу неограниченного монотонного роста функции 𝑝.

Значит, 𝜆𝑛 = 𝑜(𝑐𝑛), 𝑛 // +∞. Поэтому, начиная с некоторого номера, выполняется неравен-
ство 𝜆𝑛 < 𝑐𝑛.

В принятых ранее обозначениях положим по определению:

𝑌𝑛 =
𝑐𝑛

𝑝2(𝑐𝑛)
, 𝑍𝑛 =

𝑐𝑛
𝑝2(𝑌𝑛𝛼𝑛)

, 𝑊𝑛 =
𝑐𝑛

𝑝2(𝑍𝑛𝛼𝑛)
,

𝑉𝑛 =
𝑐𝑛

𝑝2(𝑊𝑛𝛼𝑛)
, 𝐹𝑛 =

𝑐𝑛
𝑝2(𝑉𝑛𝛼𝑛)

, 𝐺𝑛 =
𝑐𝑛

𝑝2(𝐹𝑛𝛼𝑛)
.

Лемма 3. Для 𝛽 > 1 и 𝜇 > 0 рассмотрим произвольную функцию 𝑞 ∈ Q𝛽,𝜇 и обратную
к ней функцию 𝑝. Зафиксируем для 𝑞 введенные выше обозначения для последовательностей.
Тогда в этих обозначениях, начиная с некоторого номера, выполнена цепочка неравенств

𝑌𝑛𝛼𝑛 < 𝑊𝑛𝛼𝑛 < 𝐹𝑛𝛼𝑛 < 𝜆𝑛 < 𝐺𝑛𝛼𝑛 < 𝑉𝑛𝛼𝑛 < 𝑍𝑛𝛼𝑛 < 𝑐𝑛.

Доказательство. По доказанному 𝜆𝑛 < 𝑐𝑛, начиная с некоторого номера 𝑁 . В силу стро-
гого возрастания функции 𝑝 для всех номеров 𝑛 > 𝑁 выполнено неравенство 𝑝2(𝜆𝑛) < 𝑝2(𝑐𝑛),
а значит, имеет место следующая цепочка соотношений:

𝑌𝑛𝛼𝑛 = 𝛼𝑛
𝑐𝑛

𝑝2(𝑐𝑛)
< 𝛼𝑛

𝑐𝑛
𝑝2(𝜆𝑛)

= 𝜆𝑛 < 𝑐𝑛, 𝑛 > 𝑁.
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Таким образом, для всех номеров 𝑛 > 𝑁 доказано двойное неравенство 𝑌𝑛𝛼𝑛 < 𝜆𝑛 < 𝑐𝑛. Из
неравенства 𝑝2(𝑌𝑛𝛼𝑛) < 𝑝2(𝜆𝑛) для 𝑛 > 𝑁 следует, что

𝜆𝑛 = 𝛼𝑛
𝑐𝑛

𝑝2(𝜆𝑛)
< 𝛼𝑛

𝑐𝑛
𝑝2(𝑌𝑛𝛼𝑛)

= 𝑍𝑛𝛼𝑛, 𝑛 > 𝑁.

Отсюда и из полученных ранее неравенств заключаем, что 𝑌𝑛𝛼𝑛 < 𝜆𝑛 < 𝑍𝑛𝛼𝑛 для 𝑛 > 𝑁 .
Установим, что 𝑍𝑛𝛼𝑛 < 𝑐𝑛, начиная с некоторого номера. Поскольку по лемме 1 функция 𝑝

растет медленнее любой степенной функции, в частности, 𝑝2(𝑐𝑛) = 𝑜(𝑐𝑛), 𝑛 // +∞, получаем,

что 𝑌𝑛𝛼𝑛 =
𝑐𝑛𝛼𝑛
𝑝2(𝑐𝑛)

// +∞, 𝑛 // +∞. Отсюда

𝑍𝑛𝛼𝑛
𝑐𝑛

=
𝛼𝑛

𝑝2(𝑌𝑛𝛼𝑛)
// 0, 𝑛 // +∞.

Таким образом, 𝑍𝑛𝛼𝑛 = 𝑜(𝑐𝑛), 𝑛 // +∞, что влечет за собой выполнение неравен-
ства 𝑍𝑛𝛼𝑛 < 𝑐𝑛 с некоторого номера. Без ограничения общности будем считать, что этот
номер равен 𝑁 . Таким образом, получена цепочка неравенств 𝑌𝑛𝛼𝑛 < 𝜆𝑛 < 𝑍𝑛𝛼𝑛 < 𝑐𝑛 для
𝑛 > 𝑁 .

Установленное для 𝑛 > 𝑁 неравенство 𝑍𝑛𝛼𝑛 < 𝑐𝑛 позволяет, снова воспользовавшись
строгим возрастанием функции 𝑝, получить требуемое неравенство

𝑌𝑛 =
𝑐𝑛

𝑝2(𝑐𝑛)
<

𝑐𝑛
𝑝2(𝑍𝑛𝛼𝑛)

=𝑊𝑛, 𝑛 > 𝑁.

Отсюда и из полученных ранее соотношений заключаем, что 𝑌𝑛𝛼𝑛 < 𝑊𝑛𝛼𝑛 < 𝜆𝑛 < 𝑍𝑛𝛼𝑛 < 𝑐𝑛
для 𝑛 > 𝑁 . Далее аналогично последовательно устанавливаются все необходимые неравенства
на 𝑉𝑛𝛼𝑛, 𝐹𝑛𝛼𝑛 и 𝐺𝑛𝛼𝑛.

Теорема 1. Пусть 𝑞 ∈ Q𝛽,𝜇, 𝛽 ∈ (6/5, 5/4]. Тогда для спектра оператора L𝑞 справедливо

𝜆𝑛 ∼ 𝑐𝑛 exp

(︂
−2𝛿

(︂
ln

1
𝛽 𝑐𝑛 −

2𝛿

𝛽
ln

2
𝛽
−1
𝑐𝑛 + (2𝛿)2

3− 𝛽

2𝛽2
ln

3
𝛽
−2
𝑐𝑛 − (2𝛿)3

8− 6𝛽 + 𝛽2

3𝛽3
ln

4
𝛽
−3
𝑐𝑛+

+ (2𝛿)4
125− 150𝛽 + 55𝛽2 − 6𝛽3

24𝛽4
ln

5
𝛽
−4
𝑐𝑛

)︂)︂
, 𝑛 // +∞.

С помощью формулы из леммы 2 можно переписать данный результат в терминах обратной
функции 𝑝. Получаем следующий вид асимптотики:

𝜆𝑛 ∼ (𝜋𝑛)2𝑝−2((𝜋𝑛)2) exp

(︂
4
1

𝜇𝛽
ln2−𝛽 𝑝((𝜋𝑛)2)− 4

𝜇2𝛽

(︂
3

𝛽
− 1

)︂
ln3−2𝛽 𝑝((𝜋𝑛)2)+

+
16(8− 6𝛽 + 𝛽2)

3𝜇3𝛽3
ln4−3𝛽(𝑝(𝜋𝑛)2)− 4(125− 150𝛽 + 55𝛽2 − 6𝛽3)

3𝜇4𝛽4
ln5−4𝛽 𝑝((𝜋𝑛)2)

)︂
,

𝑛 // +∞.

Доказательство. Зафиксируем для 𝑞 обозначения для последовательностей, введенные
перед формулировкой леммы 3. Для доказательства теоремы достаточно установить, что

𝐹𝑛 ∼ 𝐺𝑛 ∼ 𝑐𝑛 exp

(︂
−2𝛿

(︂
ln

1
𝛽 𝑐𝑛−

2𝛿

𝛽
ln

2
𝛽
−1
𝑐𝑛+(2𝛿)2

3− 𝛽

2𝛽2
ln

3
𝛽
−2
𝑐𝑛−(2𝛿)3

8− 6𝛽 + 𝛽2

3𝛽3
ln

4
𝛽
−3
𝑐𝑛+

+ (2𝛿)4
125− 150𝛽 + 55𝛽2 − 6𝛽3

24𝛽4
ln

5
𝛽
−4
𝑐𝑛

)︂)︂
, 𝑛 // +∞.

Тогда в силу леммы 3 получим, что 𝜆𝑛 ∼ 𝐹𝑛 ∼ 𝐺𝑛, 𝑛 // +∞. Найдем асимптотические
разложения для последовательностей 𝐹𝑛 и 𝐺𝑛.
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1. Запишем соотношение, используя выражение для обратной функции из леммы 2:

ln 𝑝(𝑌𝑛𝛼𝑛) = 𝛿 ln
1
𝛽 (𝑌𝑛𝛼𝑛) + 𝑜(1) = 𝛿(ln𝑌𝑛 + ln𝛼𝑛)

1
𝛽 + 𝑜(1), 𝑛 // +∞.

Поскольку ln𝛼𝑛 = 𝑜(1), 𝑛 // +∞, получаем

ln 𝑝(𝑌𝑛𝛼𝑛) = 𝛿 ln
1
𝛽 𝑌𝑛

(︂
1 +

𝑜(1)

ln𝑌𝑛

)︂ 1
𝛽

+ 𝑜(1), 𝑛 // +∞.

С учетом формулы Тейлора и неравенства
1

𝛽
− 1 < 0 слагаемое правой части равенства

может быть записано в виде

𝛿 ln
1
𝛽 𝑌𝑛

(︂
1 +

1

𝛽
𝑜(ln−1 𝑌𝑛)

)︂
= 𝛿 ln

1
𝛽 𝑌𝑛 + 𝑜(1), 𝑛 // +∞.

Таким образом, установлено соотношение ln 𝑝(𝑌𝑛𝛼𝑛) = 𝛿 ln
1
𝛽 𝑌𝑛 + 𝑜(1), 𝑛 // +∞. По

определению 𝑌𝑛 и ввиду леммы 2 имеем следующее соотношение

ln
1
𝛽 𝑌𝑛 = (ln 𝑐𝑛 − 2(𝛿 ln

1
𝛽 𝑐𝑛 + 𝑜(1)))

1
𝛽 , 𝑛 // +∞.

После вынесения за скобку ln
1
𝛽 𝑐𝑛 получаем выражение (ln

1
𝛽 𝑐𝑛) · (1− 2𝛿 ln

1
𝛽
−1
𝑐𝑛 +

+ 𝑜(ln−1 𝑐𝑛))
1
𝛽 , 𝑛 // +∞. Второй множитель с помощью формулы Тейлора и символа

Похгаммера (𝑥)𝑛 = 𝑥(𝑥− 1) . . . (𝑥− (𝑛− 1)) может быть записан следующим образом:

1 +
1

𝛽
(−2𝛿 ln

1
𝛽
−1
𝑐𝑛 + 𝑜(ln−1 𝑐𝑛)) +

1

2!

(︂
1

𝛽

)︂
2

((2𝛿)2 ln
2
𝛽
−2
𝑐𝑛 + 𝑜(ln

1
𝛽
−2
𝑐𝑛) + 𝑜(ln−2 𝑐𝑛))+

+
1

3!

(︂
1

𝛽

)︂
3

(−(2𝛿)3 ln
3
𝛽
−3
𝑐𝑛 + 𝑜(ln

2
𝛽
−3
𝑐𝑛) + 𝑜(ln

1
𝛽
−3
𝑐𝑛) + 𝑜(ln−3 𝑐𝑛))+

+
1

4!

(︂
1

𝛽

)︂
4

((2𝛿)4 ln
4
𝛽
−4
𝑐𝑛 + 𝑜(ln

3
𝛽
−4
𝑐𝑛) + 𝑜(ln

2
𝛽
−4
𝑐𝑛) + 𝑜(ln

1
𝛽
−4
𝑐𝑛) + 𝑜(ln−4 𝑐𝑛))+

+𝑂(ln
5
𝛽
−5
𝑐𝑛 + 𝑜(ln

4
𝛽
−5
𝑐𝑛) + 𝑜(ln

3
𝛽
−5
𝑐𝑛) + 𝑜(ln

2
𝛽
−5
𝑐𝑛) + 𝑜(ln

1
𝛽
−5
𝑐𝑛) + 𝑜(ln−5 𝑐𝑛)),

𝑛 // +∞.

После всех преобразований с учетом того, что значения параметра 𝛽 ∈
(︂
6

5
,
5

4

]︂
, а значит,

выполняется соотношение 𝑂(ln
6
𝛽
−5
𝑐𝑛) = 𝑜(1), 𝑛 // +∞, получаем, что

ln 𝑝(𝑌𝑛𝛼𝑛) = ln
1
𝛽 𝑐𝑛 −

2𝛿

𝛽
ln

2
𝛽
−1
𝑐𝑛 +

(2𝛿)2

2!

(︂
1

𝛽

)︂
2

ln
3
𝛽
−2
𝑐𝑛 −

(2𝛿)3

3!

(︂
1

𝛽

)︂
3

ln
4
𝛽
−3
𝑐𝑛+

+
(2𝛿)4

4!

(︂
1

𝛽

)︂
4

ln
5
𝛽
−4
𝑐𝑛 + 𝑜(1), 𝑛 // +∞.

2. Аналогично предыдущему шагу имеем

ln 𝑝(𝑍𝑛𝛼𝑛) = 𝛿 ln
1
𝛽 𝑍𝑛 + 𝑜(1) = 𝛿

(︀
ln 𝑐𝑛 − 2 ln 𝑝(𝑌𝑛𝛼𝑛) + 𝑜(1)

)︀ 1
𝛽 + 𝑜(1), 𝑛 // +∞.

После подстановки полученного выше выражения для ln 𝑝(𝑌𝑛𝛼𝑛) получаем, что

ln 𝑝(𝑍𝑛𝛼𝑛) = 𝛿

(︂
ln 𝑐𝑛 − 2𝛿

(︂
ln

1
𝛽 𝑐𝑛 −

2𝛿

𝛽
ln

2
𝛽
−1
𝑐𝑛 +

(2𝛿)2

2!

(︂
1

𝛽

)︂
2

ln
3
𝛽
−2
𝑐𝑛−

− (2𝛿)3

3!

(︂
1

𝛽

)︂
3

ln
4
𝛽
−3
𝑐𝑛 +

(2𝛿)4

4!

(︂
1

𝛽

)︂
4

ln
5
𝛽
−4
𝑐𝑛 + 𝑜(1)

)︂)︂ 1
𝛽

+ 𝑜(1), 𝑛 // +∞.
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Для упрощения выкладок положим 𝜉𝛽,𝑛 = 2𝛿 ln
1
𝛽
−1
𝑐𝑛, 𝑛 ∈ N. Тогда с использованием

введенного обозначения имеем

ln 𝑝(𝑍𝑛𝛼𝑛) =

= 𝛿 ln
1
𝛽 𝑐𝑛

(︂
1−
(︂
𝜉𝛽,𝑛−

1

𝛽
𝜉2𝛽,𝑛+

1

2!

(︂
1

𝛽

)︂
2

𝜉3𝛽,𝑛−
1

3!

(︂
1

𝛽

)︂
3

𝜉4𝛽,𝑛+
1

4!

(︂
1

𝛽

)︂
4

𝜉5𝛽,𝑛

)︂
+𝑜(1)

)︂ 1
𝛽

+𝑜(1),

𝑛 // +∞,

откуда с помощью формулы Тейлора получаем

ln 𝑝(𝑍𝑛𝛼𝑛) =

= 𝛿 ln
1
𝛽 𝑐𝑛

(︂
1− 1

𝛽

(︂
𝜉𝛽,𝑛 −

1

𝛽
𝜉2𝛽,𝑛 +

1

2!

(︂
1

𝛽

)︂
2

𝜉3𝛽,𝑛 −
1

3!

(︂
1

𝛽

)︂
3

𝜉4𝛽,𝑛 +
1

4!

(︂
1

𝛽

)︂
4

𝜉5𝛽,𝑛

)︂
+

+
1

2!

(︂
1

𝛽

)︂
2

(︂
𝜉2𝛽,𝑛 −

2

𝛽
𝜉3𝛽,𝑛 +

1

𝛽2
𝜉4𝛽,𝑛 + 2

1

2!

(︂
1

𝛽

)︂
2

𝜉4𝛽,𝑛

)︂
− 1

3!

(︂
1

𝛽

)︂
3

(︂
𝜉3𝛽,𝑛 −

3

𝛽
𝜉4𝛽,𝑛

)︂
+

+
1

4!

(︂
1

𝛽

)︂
4

𝜉4𝛽,𝑛 +𝑂(ln
5
𝛽
−5
𝑐𝑛)

)︂
+ 𝑜(1), 𝑛 // +∞.

Отсюда, раскрывая символы Похгаммера и вычисляя коэффициенты, а также ввиду

соотношения 𝑂(ln
6
𝛽
−5
𝑐𝑛) = 𝑜(1), 𝑛 // +∞, получаем, что

ln 𝑝(𝑍𝑛𝛼𝑛) =

= 𝛿 ln
1
𝛽 𝑐𝑛

(︂
1− 1

𝛽
𝜉𝛽,𝑛 +

3− 𝛽

2𝛽2
𝜉2𝛽,𝑛 −

5− 6𝛽 + 𝛽2

3𝛽3
𝜉3𝛽,𝑛 +

41− 90𝛽 + 55𝛽2 − 6𝛽3

24𝛽4
𝜉4𝛽,𝑛

)︂
+ 𝑜(1),

𝑛 // +∞.

3. Далее с помощью аналогичных выкладок получаем соотношение ln 𝑝(𝑊𝑛𝛼𝑛) =

= 𝛿
(︀
ln 𝑐𝑛 − 2 ln 𝑝(𝑍𝑛𝛼𝑛) + 𝑜(1)

)︀ 1
𝛽 + 𝑜(1), 𝑛 // +∞. Используя полученное в предыдущем

пункте выражение для ln 𝑝(𝑍𝑛𝛼𝑛), имеем

ln 𝑝(𝑊𝑛𝛼𝑛) = 𝛿

(︂
ln 𝑐𝑛 − 2𝛿 ln

1
𝛽 𝑐𝑛

(︂
1− 1

𝛽
𝜉𝛽,𝑛 +

3− 𝛽

2𝛽2
𝜉2𝛽,𝑛 −

5− 6𝛽 + 𝛽2

3𝛽3
𝜉3𝛽,𝑛+

+
41− 90𝛽 + 55𝛽2 − 6𝛽3

24𝛽4
𝜉4𝛽,𝑛

)︂
+ 𝑜(1)

)︂ 1
𝛽

+ 𝑜(1), 𝑛 // +∞.

Для удобства снова вынесем за скобку ln
1
𝛽 𝑐𝑛:

ln 𝑝(𝑊𝑛𝛼𝑛)) = 𝛿 ln
1
𝛽 𝑐𝑛

(︂
1−

(︂
𝜉𝛽,𝑛 −

1

𝛽
𝜉2𝛽,𝑛 +

3− 𝛽

2𝛽2
𝜉3𝛽,𝑛 −

5− 6𝛽 + 𝛽2

3𝛽3
𝜉4𝛽,𝑛+

+
41− 90𝛽 + 55𝛽2 − 6𝛽3

24𝛽4
𝜉5𝛽,𝑛 + 𝑜(ln−1 𝑐𝑛)

)︂)︂ 1
𝛽

+ 𝑜(1), 𝑛 // +∞.

Тогда с помощью формулы Тейлора:

ln 𝑝(𝑊𝑛𝛼𝑛)) = 𝛿 ln
1
𝛽 𝑐𝑛

(︂
1− 1

𝛽

(︂
𝜉𝛽,𝑛 −

1

𝛽
𝜉2𝛽,𝑛 +

3− 𝛽

2𝛽2
𝜉3𝛽,𝑛 −

5− 6𝛽 + 𝛽2

3𝛽3
𝜉4𝛽,𝑛+

+
41− 90𝛽 + 55𝛽2 − 6𝛽3

24𝛽4
𝜉5𝛽,𝑛

)︂
+

1

2!

(︂
1

𝛽

)︂
2

(︂
𝜉2𝛽,𝑛 +

1

𝛽2
𝜉4𝛽,𝑛 −

2

𝛽
𝜉3𝛽,𝑛 + 2

3− 𝛽

2𝛽2
𝜉4𝛽,𝑛

)︂
−

− 1

3!

(︂
1

𝛽

)︂
3

(︂
𝜉3𝛽,𝑛 −

3

𝛽
𝜉4𝛽,𝑛

)︂
+

1

4!

(︂
1

𝛽

)︂
4

𝜉4𝛽,𝑛 +𝑂(ln
5
𝛽
−5
𝑐𝑛)

)︂
+ 𝑜(1), 𝑛 // +∞.
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Отсюда с учетом соотношения 𝑂(ln
6
𝛽
−5
𝑐𝑛) = 𝑜(1), 𝑛 // +∞, раскрывая символы

Похгаммера и вычисляя коэффициенты, получаем, что

ln 𝑝(𝑊𝑛𝛼𝑛) =

= 𝛿 ln
1
𝛽 𝑐𝑛

(︂
1− 1

𝛽
𝜉𝛽,𝑛+

3− 𝛽

2𝛽2
𝜉2𝛽,𝑛−

8− 6𝛽 + 𝛽2

3𝛽3
𝜉3𝛽,𝑛+

101− 150𝛽 + 55𝛽2 − 6𝛽3

24𝛽4
𝜉4𝛽,𝑛

)︂
+𝑜(1),

𝑛 // +∞.

4. Аналогично предыдущему шагу имеем ln 𝑝(𝑉𝑛𝛼𝑛) = 𝛿
(︀
ln 𝑐𝑛−2 ln 𝑝(𝑊𝑛𝛼𝑛)+𝑜(1)

)︀ 1
𝛽 +𝑜(1),

𝑛 // +∞. Подставляя полученное выражение для ln 𝑝(𝑊𝑛𝛼𝑛), имеем

ln 𝑝(𝑉𝑛𝛼𝑛) = 𝛿

(︂
ln 𝑐𝑛 − 2𝛿 ln

1
𝛽 𝑐𝑛

(︂
1− 1

𝛽
𝜉𝛽,𝑛 +

3− 𝛽

2𝛽2
𝜉2𝛽,𝑛 −

8− 6𝛽 + 𝛽2

3𝛽3
𝜉3𝛽,𝑛+

+
101− 150𝛽 + 55𝛽2 − 6𝛽3

24𝛽4
𝜉4𝛽,𝑛

)︂
+ 𝑜(1)

)︂ 1
𝛽

+ 𝑜(1), 𝑛 // +∞.

После вынесения за скобки ln
1
𝛽 𝑐𝑛 и применения формулы Тейлора получаем следующее

соотношение:

ln 𝑝(𝑉𝑛𝛼𝑛) = 𝛿 ln
1
𝛽 𝑐𝑛

(︂
1− 1

𝛽

(︂
𝜉𝛽,𝑛 −

1

𝛽
𝜉2𝛽,𝑛 +

3− 𝛽

2𝛽2
𝜉3𝛽,𝑛 −

8− 6𝛽 + 𝛽2

3𝛽3
𝜉4𝛽,𝑛+

+
101− 150𝛽 + 55𝛽2 − 6𝛽3

24𝛽4
𝜉5𝛽,𝑛

)︂
+

1

2!

(︂
1

𝛽

)︂
2

(︂
𝜉2𝛽,𝑛 +

1

𝛽2
𝜉4𝛽,𝑛 −

2

𝛽
𝜉3𝛽,𝑛 + 2

3− 𝛽

2𝛽2
𝜉4𝛽,𝑛

)︂
−

− 1

3!

(︂
1

𝛽

)︂
3

(︂
𝜉3𝛽,𝑛 −

3

𝛽
𝜉4𝛽,𝑛

)︂
+

1

4!

(︂
1

𝛽

)︂
4

𝜉4𝛽,𝑛 +𝑂(ln
5
𝛽
−5
𝑐𝑛)

)︂
+ 𝑜(1), 𝑛 // +∞.

После вычисления всех коэффициентов и с учетом соотношения 𝑂(ln
6
𝛽
−5
𝑐𝑛) = 𝑜(1),

𝑛 // +∞, получаем, что

ln 𝑝(𝑉𝑛𝛼𝑛) =

= 𝛿 ln
1
𝛽 𝑐𝑛

(︂
1− 1

𝛽
𝜉𝛽,𝑛+

3− 𝛽

2𝛽2
𝜉2𝛽,𝑛−

8− 6𝛽 + 𝛽2

3𝛽3
𝜉3𝛽,𝑛+

125− 150𝛽 + 55𝛽2 − 6𝛽3

24𝛽4
𝜉4𝛽,𝑛

)︂
+𝑜(1),

𝑛 // +∞. (10)

5. Теми же рассуждениями получаем, что ln 𝑝(𝐹𝑛𝛼𝑛) = 𝛿
(︀
ln 𝑐𝑛−2 ln 𝑝(𝑉𝑛𝛼𝑛)+𝑜(1)

)︀ 1
𝛽 +𝑜(1),

𝑛 // +∞. Откуда с помощью найденного выражения (10) имеем

ln 𝑝(𝐹𝑛𝛼𝑛) = 𝛿

(︂
ln 𝑐𝑛 − 2𝛿 ln

1
𝛽 𝑐𝑛

(︂
1− 1

𝛽
𝜉𝛽,𝑛 +

3− 𝛽

2𝛽2
𝜉2𝛽,𝑛 −

8− 6𝛽 + 𝛽2

3𝛽3
𝜉3𝛽,𝑛+

+
125− 150𝛽 + 55𝛽2 − 6𝛽3

24𝛽4
𝜉4𝛽,𝑛

)︂
+ 𝑜(1)

)︂ 1
𝛽

+ 𝑜(1), 𝑛 // +∞.

Снова вынесем за скобки ln
1
𝛽 𝑐𝑛 для применения формулы Тейлора. Получаем следующее
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соотношение:

ln 𝑝(𝐹𝑛𝛼𝑛) = 𝛿 ln
1
𝛽 𝑐𝑛

(︂
1− 1

𝛽

(︂
𝜉𝛽,𝑛 −

1

𝛽
𝜉2𝛽,𝑛 +

3− 𝛽

2𝛽2
𝜉3𝛽,𝑛 −

8− 6𝛽 + 𝛽2

3𝛽3
𝜉4𝛽,𝑛+

+
125− 150𝛽 + 55𝛽2 − 6𝛽3

24𝛽4
𝜉5𝛽,𝑛

)︂
+

1

2!

(︂
1

𝛽

)︂
2

(︂
𝜉2𝛽,𝑛 +

1

𝛽2
𝜉4𝛽,𝑛 −

2

𝛽
𝜉3𝛽,𝑛 + 2

3− 𝛽

2𝛽2
𝜉4𝛽,𝑛

)︂
−

− 1

3!

(︂
1

𝛽

)︂
3

(︂
𝜉3𝛽,𝑛 −

3

𝛽
𝜉4𝛽,𝑛

)︂
+

1

4!

(︂
1

𝛽

)︂
4

𝜉4𝛽,𝑛 +𝑂(ln
5
𝛽
−5
𝑐𝑛)

)︂
+ 𝑜(1), 𝑛 // +∞.

Вычислив все коэффициенты с учетом соотношения 𝑂(ln
6
𝛽
−5
𝑐𝑛) = 𝑜(1), 𝑛 // +∞, полу-

чаем, что

ln 𝑝(𝐹𝑛𝛼𝑛) =

= 𝛿 ln
1
𝛽 𝑐𝑛

(︂
1− 1

𝛽
𝜉𝛽,𝑛+

3− 𝛽

2𝛽2
𝜉2𝛽,𝑛−

8− 6𝛽 + 𝛽2

3𝛽3
𝜉3𝛽,𝑛+

125− 150𝛽 + 55𝛽2 − 6𝛽3

24𝛽4
𝜉4𝛽,𝑛

)︂
+𝑜(1),

𝑛 // +∞. (11)

6. Используя формулу (10), с применением обратной подстановки 𝜉𝛽,𝑛 = 2𝛿 ln
1
𝛽
−1
𝑐𝑛, 𝑛 ∈ N,

имеем:

ln 𝑝(𝑉𝑛𝛼𝑛) = 𝛿

(︂
ln

1
𝛽 𝑐𝑛 −

2𝛿

𝛽
ln

2
𝛽
−1
𝑐𝑛 + (2𝛿)2

3− 𝛽

2𝛽2
ln

3
𝛽
−2
𝑐𝑛−

−(2𝛿)3
8− 6𝛽 + 𝛽2

3𝛽3
ln

4
𝛽
−3
𝑐𝑛+(2𝛿)4

125− 150𝛽 + 55𝛽2 − 6𝛽3

24𝛽4
ln

5
𝛽
−4
𝑐𝑛

)︂
+𝑜(1), 𝑛 // +∞.

По определению 𝐹𝑛 = 𝑐𝑛 exp
(︀
−2 ln 𝑝(𝑉𝑛𝛼𝑛)

)︀
, 𝑛 ∈ N, поэтому выполняется соотношение

𝐹𝑛 = 𝑐𝑛 exp

(︂
−2𝛿

(︂
ln

1
𝛽 𝑐𝑛−

2𝛿

𝛽
ln

2
𝛽
−1
𝑐𝑛+(2𝛿)2

3− 𝛽

2𝛽2
ln

3
𝛽
−2
𝑐𝑛−(2𝛿)3

8− 6𝛽 + 𝛽2

3𝛽3
ln

4
𝛽
−3
𝑐𝑛+

+ (2𝛿)4
125− 150𝛽 + 55𝛽2 − 6𝛽3

24𝛽4
ln

5
𝛽
−4
𝑐𝑛

)︂
+ 𝑜(1)

)︂
, 𝑛 // +∞.

Отсюда заключаем, что

𝐹𝑛 ∼ 𝑐𝑛 exp

(︂
−2𝛿

(︂
ln

1
𝛽 𝑐𝑛−

2𝛿

𝛽
ln

2
𝛽
−1
𝑐𝑛+(2𝛿)2

3− 𝛽

2𝛽2
ln

3
𝛽
−2
𝑐𝑛−(2𝛿)3

8− 6𝛽 + 𝛽2

3𝛽3
ln

4
𝛽
−3
𝑐𝑛+

+ (2𝛿)4
125− 150𝛽 + 55𝛽2 − 6𝛽3

24𝛽4
ln

5
𝛽
−4
𝑐𝑛

)︂)︂
, 𝑛 // +∞,

поскольку 𝑒𝑜(1) = 1 + 𝑜(1), 𝑛 // +∞.

Аналогично используя формулу (11) и ввиду определения 𝐺𝑛 = 𝑐𝑛 exp
(︀
−2 ln 𝑝(𝐹𝑛𝛼𝑛)

)︀
,

𝑛 ∈ N, имеем:

𝐺𝑛 = 𝑐𝑛 exp

(︂
−2𝛿

(︂
ln

1
𝛽 𝑐𝑛−

2𝛿

𝛽
ln

2
𝛽
−1
𝑐𝑛+(2𝛿)2

3− 𝛽

2𝛽2
ln

3
𝛽
−2
𝑐𝑛−(2𝛿)3

8− 6𝛽 + 𝛽2

3𝛽3
ln

4
𝛽
−3
𝑐𝑛+

+ (2𝛿)4
125− 150𝛽 + 55𝛽2 − 6𝛽3

24𝛽4
ln

5
𝛽
−4
𝑐𝑛

)︂
+ 𝑜(1)

)︂
, 𝑛 // +∞.
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Значит,

𝐹𝑛 ∼ 𝐺𝑛 ∼ 𝑐𝑛 exp

(︂
−2𝛿

(︂
ln

1
𝛽 𝑐𝑛 −

2𝛿

𝛽
ln

2
𝛽
−1
𝑐𝑛 + (2𝛿)2

3− 𝛽

2𝛽2
ln

3
𝛽
−2
𝑐𝑛−

− (2𝛿)3
8− 6𝛽 + 𝛽2

3𝛽3
ln

4
𝛽
−3
𝑐𝑛 + (2𝛿)4

125− 150𝛽 + 55𝛽2 − 6𝛽3

24𝛽4
ln

5
𝛽
−4
𝑐𝑛

)︂)︂
, 𝑛 // +∞,

что завершает доказательство теоремы.

Данная теорема обобщает полученные ранее результаты для значений параметра
𝛽∈ [5/4, 2].

Следствие 1. Если 𝛽 ∈ (5/4, 4/3], то ln
5
𝛽
−4
𝑐𝑛 = 𝑜(1), 𝑛 // +∞, что приводит нас к

формуле (9).

Если 𝛽 ∈ (4/3, 3/2], то ln
4
𝛽
−3
𝑐𝑛 = 𝑜(1), 𝑛 // +∞, что приводит нас к формуле (8).

Если 𝛽 ∈ (3/2, 2], то ln
3
𝛽
−2
𝑐𝑛 = 𝑜(1), 𝑛 // +∞, что приводит нас к формуле (7).

Если 𝛽 = 2, то получаем формулу (6).

Найденная асимптотика собственных значений оператора L𝑞 может использоваться при на-
хождении регуляризованных следов [11]–[14], при решении обратных задач и при нахождении
базисных свойств собственных функций [15]–[18].

В заключение выражаю благодарность А.И. Козко за постановку задачи, полезные советы
и замечания.
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