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Аннотация

Строение алгебры Шевалле над полем или кольцом 𝐾, ассоциированной с неразложи-
мой системой корней Φ, существенно зависит от ее нильтреугольной подалгебры 𝑁Φ(𝐾).
Для 𝑁Φ(𝐾) оказалось естественным использовать введенную в 2018 году точную обёрты-
вающую алгебру 𝑅, имеющую один с 𝑁Φ(𝐾) базис. Известно, что изоморфность колец
Ли 𝑁Φ(𝐾) не зависит от выбора знаков структурных констант 𝑁𝑟,𝑠. Однако, для точ-
ных обёртывающих колец 𝑅 это свойство нарушается. Поэтому вопрос описания их ав-
томорфизмов был расширен до нахождения всех неизоморфных точных обёртывающих
колец 𝑁Φ(𝐾) типа 𝐺2 над 𝐾, и только затем нахождения явного описания их автомор-
физмов. Для класcических типов найдено описание автоморфизмов колец 𝑅 над любым
ассоциативно-коммутативным кольцом 𝐾 с единицей [13]. В статье перечислены все неизо-
морфные точные обёртывающие кольца 𝑁Φ(𝐾) типа 𝐺2 над произвольным ассоциативно-
коммутативным кольцом𝐾 с единицей. Также найдено явное описание их автоморфизмов.
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Abstract

The structure of the Chevalley algebra over a field or ring 𝐾, associated with an
indecomposable root system Φ, essentially depends on its nil-triangular subalgebra 𝑁Φ(𝐾).
It turned out to be natural for 𝑁Φ(𝐾) to use the faithful enveloping algebra 𝑅, introduced in
2018, which has the same basis as 𝑁Φ(𝐾). It is known that the isomorphism of the Lie rings
𝑁Φ(𝐾) does not depend on the choice of signs of the structure constants 𝑁𝑟,𝑠. However, for
faithful enveloping rings 𝑅 this property is violated. Therefore, the question of describing their
automorphisms was extended to finding all non-isomorphic faithful enveloping rings 𝑁Φ(𝐾) of
type 𝐺2 over 𝐾, and only then finding an explicit description of their automorphisms.
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1. Введение

Ассоциативное кольцо 𝑅 всегда превращается в кольцо Ли 𝑅(−), если определим новое
умножение 𝑥*𝑦 = 𝑥𝑦−𝑦𝑥, сохраняя сложение. Кольцо 𝑅(−) будем сопоставлять произвольно-
му (не обязательно ассоциативному) кольцу 𝑅. Алгебра 𝑅 называется точной обёртывающей
алгебры Ли 𝐿, если 𝑅(−) и 𝐿 изоморфны, т.е. их можно построить на одном линейном про-
странстве. Близкое понятие Ли-допустимой алгебры связывал с алгебрами Ли А. Альберт [1],
см. также [2], [3]

Алгебру Шевалле над полем или ассоциативно-коммутативым кольцом 𝐾 характеризуют
системой корней Φ и базисом Шевалле, который составляют подходящий базис подалгебры
Картана и вектора 𝑒𝑟, 𝑟 ∈ Φ. Подалгебру с базизом {𝑒𝑟 | 𝑟 ∈ Φ+} для системы Φ+ положи-
тельных корней как и в [4] обозначим через 𝑁Φ(𝐾) и назовём нильтреугольной.

Автоморфизмы алгебры Ли 𝑁Φ(𝐾) при ограничениях𝐾 = 2𝐾 = 3𝐾 на кольцо𝐾 описаны
в 2007 году в [5]. Известно, что автоморфизмы алгебры 𝑁Φ(𝐾) являются и автоморфизма-
ми множества 𝑁Φ(𝐾), рассматриваемого как кольцо. При переходе от алгебр к кольцам Ли
группа автоморфизмов расширяется, поскольку в кольце не обязано сохраняться умножение
на скаляр. Добавляются кольцевые автоморфизмы, индуцированные автоморфизмами основ-
ного кольца.

Впервые вопрос описания автоморфизмов колец Ли 𝑁Φ(𝐾) был решён в В.М. Левчуком [4]
в 1983 году для типа 𝐴𝑛 взаимосвязано с описанием группы автоморфизмов унитреугольной
группы 𝑈 над любым ассоциативно-коммутативным кольцом 𝐾 с единицей. Автоморфизмы
кольца Ли 𝑁Φ(𝐾) выявлены в [6] также для типа 𝐷4 над коммутативным кольцом 𝐾 с еди-
ницей. В работах [7], [8] и [9] их описание редуцировано к исключительным типам 𝐺2 и 𝐹4.
Автоморфизмы кольца Ли 𝑁Φ(𝐾) типа 𝐺2, когда𝐾 есть область целостности и𝐾 = 2𝐾 = 3𝐾
или 3𝐾 = 0 были получены в [10] и, когда 𝐾 – поле и 2𝐾 = 0 – в [11]. Помимо стандартных
автоморфизмов появляются исключительные автоморфизмы. В [12] и [5] появляется только
один тип исключительных автоморфизмов. Оказывается, когда 𝐴𝑛𝑛2 ̸= 0 появляются разнооб-
разные исключительные автоморфизмы, что потребовало в [6] ввести для их систематизации
обобщение центральных автоморфизмов – гиперцентральные автоморфизмы.

Автоморфизм группы или кольца Ли 𝐿, единичный по модулю 𝑚-го гиперцентра и нееди-
ничный по модулю (𝑚− 1)-го гиперцентра, называют гиперцентральным высоты 𝑚 (кратко,
гиперцентральным, когда 𝐿 не совпадает с 𝑚-м гиперцентром).
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Основные операции кольца 𝑅(−) являются производными от операций в 𝑅. Поэтому из-
вестно [13, лемма 2], что автоморфизмы любого кольца 𝑅 образуют подгруппу в группе ав-
томорфизмов 𝐴𝑢𝑡 𝑅(−). Отсюда естесственно возник вопрос описания автоморфизмов точных
обёртывающих колец 𝑅. Известно, что изоморфность колец Ли 𝑁Φ(𝐾) не зависит от выбора
знаков структурных констант 𝑁𝑟,𝑠. Однако, для точных обёртывающих алгебр 𝑅 это свойство
нарушается. Поэтому вопрос описания их автоморфизмов расширяется до нахождения всех
неизоморфных точных обёртывающих колец 𝑁Φ(𝐾) типа 𝐺2 над 𝐾, и только затем нахож-
дения явного описания их автоморфизмов.

Для классических типов описаны автоморфизмы колец 𝑅 в [13] над любым ассоциативно-
коммутативным кольцом 𝐾 с единицей. Знаки структурных констант там зафиксированы в
соответствии с [14, предложение 4.2.2]. Неклассические типы остаются неисследованными. В
данной статье получено описание автоморфизмов всех неизоморфных точных обёртывающих
колец 𝑅 типа 𝐺2 над 𝐾.

2. Стандартные и гиперцентральные автоморфизмы.
Точные обёртывающие кольца

Для описания автоморфизмов колец нам потребуются определённые характеристические
идеалы. Аннулятором множества 𝑀 в произвольном кольце 𝑅 называем множество

𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑀) = {𝛼 ∈ 𝑅 |𝑀𝛼 = 𝛼𝑀 = 0}.

В произвольном кольце Ли 𝑅 = (𝑅,+, *), аналогично группам, вводят гиперцентральный или
верхний центральный ряд

0 = 𝑍0 ⊆ 𝑍1 ⊆ . . . ⊆ 𝑍𝑖 ⊆ 𝑍𝑖+1 ⊆ . . . ,

𝑍𝑖+1 := {𝑔 ∈ 𝑅 | 𝑔 *𝑅 ⊆ 𝑍𝑖} (𝑖 ≥ 0),

и нижний центральный ряд

𝑅 = Γ1 ⊇ Γ2 ⊇ . . . ⊇ Γ𝑛 ⊇ . . . , Γ𝑛+1 := Γ𝑛 *𝑅 (𝑛 ≥ 1).

Пусть Φ+ – множество положительных корней системы Φ, а Π = {𝑟1, ..., 𝑟𝑙} – её фундамен-
тальная система простых корней из Φ. Для любого 𝑟 ∈ Φ через ℎ𝑡(𝑟) обозначим высоту корня
𝑟. По определению при 𝑟 = 𝑎1𝑟1 + ...𝑎𝑙𝑟𝑙 полагаем ℎ𝑡(𝑟) = 𝑎1 + ...𝑎𝑙. Согласно теореме о базисе
алгебры Шевалле [14, теорема 4.2.1], для произвольных корней 𝑟, 𝑠 ∈ Φ+ имеем 𝑒𝑟 * 𝑒𝑠 = 0 при
𝑟 + 𝑠 /∈ Φ и

𝑒𝑟 * 𝑒𝑠 = 𝑁𝑟,𝑠𝑒𝑟+𝑠, 𝑁𝑠,𝑟 = −𝑁𝑟,𝑠 (𝑟 + 𝑠 ∈ Φ), (1)

где структурные константы 𝑁𝑟,𝑠 = ±1, ±2 или ±3, причём равенство 𝑁𝑟,𝑠 = ±3 возможно
только для для Φ типа 𝐺2.

В [14] выделяются специальные пары положительных корней (𝑟, 𝑠) с суммой 𝑟 + 𝑠 ∈ Φ+, а
среди них – экстраспециальные пары. Известно, что знаки структурных констант 𝑁𝑟,𝑠 можно
выбирать произвольно, только когда пара 𝑟, 𝑠 – экстраспециальная. Для специальных пар, не
являющихся экстраспециальными, знаки вычисляются по формулам из [14].

Лемма 1. [13] Точной обёртывающей алгебры Ли 𝑁Φ(𝐾) является 𝐾- алгебра 𝑅 с ба-
зисом {𝑒𝑟 | 𝑟 ∈ Φ+} и умножением: 𝑒𝑟𝑒𝑠 = 0 при 𝑟 + 𝑠 ̸∈ Φ, а если 𝑟, 𝑠, 𝑟 + 𝑠 ∈ Φ+ и 𝑁𝑟,𝑠 ≥ 1,
то 𝑒𝑟𝑒𝑠 = 𝑒𝑟+𝑠 и 𝑒𝑠𝑒𝑟 = (1−𝑁𝑟,𝑠)𝑒𝑟+𝑠.
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Известно, что изоморфность алгебр 𝑁Φ(𝐾) не зависит от выбора знаков структурных
констант 𝑁𝑟,𝑠. Однако, для точных обёртывающих алгебр 𝑅 это свойство нарушается.

В алгебре Шевалле типа Φ над 𝐾 подалгебра 𝑁Φ(𝐾) характеристична относительно каж-
дого корневого автоморфизма 𝑥𝑟(𝑡) (𝑟 ∈ Φ, 𝑡 ∈ 𝐾), [14, §4.3]. Его ограничение даёт автомор-
физм подалгебры 𝑁Φ(𝐾)

𝑥𝑟(𝑡) : 𝑒𝑟 // 𝑒𝑟, 𝑒𝑠 //
𝑞∑︁
𝑖=0

𝑀𝑟,𝑠,𝑖𝑡
𝑖𝑒𝑖𝑟+1 (𝑠 ∈ Φ+∖{𝑟}),

𝑀𝑟,𝑠,0 := 1, 𝑀𝑟,𝑠,𝑖 := (1/𝑖!)𝑁𝑟,𝑠𝑁𝑟,𝑟+𝑠 . . . 𝑁𝑟,(𝑖−1)𝑟+𝑠.

Все корневые автоморфизмы 𝑥𝑟(𝑡) порождают подгруппу 𝐽 внутренних автоморфизмов
алгебры Ли 𝑁Φ(𝐾). Известно, что она изоморфна фактор-группе унипотентной группы
𝑈 = 𝑈Φ(𝐾) по центру.

Диагональный автоморфизм ℎ(𝜒) : 𝑒𝑟 // 𝜒(𝑟)𝑒𝑟 (𝑟 ∈ Φ+) алгебры Ли 𝑁Φ(𝐾) сопоставля-
ют любому 𝐾-характеру 𝜒 решётки корней, то есть гомоморфизму подгруппы ⟨Φ⟩+ аддитив-
ной группы 𝑉 + в мультипликативную группу 𝐾* обратимых элементов кольца 𝐾 [14, §7.1].
Хорошо известно, что 𝜒 определяется однозначно значениями на простых корнях.

Кольцевые автоморфизмы кольца Ли 𝑁Φ(𝐾) выделяем по аналогии с [14]. Произведения
внутренних, диагональных, кольцевых и центральных автоморфизмов называют стандарт-
ными.

В [14] введен стандартный центральный ряд алгебры Ли 𝑁Φ(𝐾), где

𝐿1 ⊃ 𝐿2 ⊃ . . . ⊃ 𝐿ℎ−1 ⊃ 𝐿ℎ = 0,

𝐿𝑖 := ⟨𝐾𝑒𝑟 | 𝑟 ∈ Φ+, ℎ𝑡(𝑟) ≥ 𝑖⟩ (1 ≤ 𝑖 ≤ ℎ− 1).

По определению, степень 𝑅𝑚 аддитивно порождают все произведения элементов из 𝑅
конечной длины ≥ 𝑚 с любыми расстановками скобок.

Известно, что характеристичность 𝐿𝑚 в кольце Ли 𝑁Φ(𝐾) может нарушаться, когда в
кольце 𝐾 элемент 2 или (тип 𝐺2) 3 необратим [13]. Однако, для точных обёртывающих колец
𝑅 типа 𝐺2 верна [13]

Лемма 2. Идеалы 𝐿𝑚 в кольце 𝑅 характеристичны и 𝐿𝑚 = 𝑅𝑚.

Описание верхних и нижних центральных рядов для колец 𝑁Φ(𝐾) над произвольным
ассоциативно-коммутативным кольцом 𝐾 с единицей завершено в [8], [9] для классических
типов, в [10] для типа 𝐺2 и для 𝐹4 cм. [15].

В статье перечислены автоморфизмы неизоморфных точных обёртывающих колец 𝑅 типа
𝐺2. Пусть 𝑎, 𝑏 простые корни для Φ типа 𝐺2, корень 𝑎 — короткий и |𝑎| < |𝑏|. Тогда

Φ+ = {𝑎, 𝑏, 𝑎+ 𝑏, 2𝑎+ 𝑏, 3𝑎+ 𝑏, 3𝑎+ 2𝑏}.

3. Изоморфизм точных обёртывающих колец 𝑅

Далее установим критерии изоморфизма точных обёртывающих колец 𝑅 колец Ли 𝑁Φ(𝐾)
над произвольным ассоциативно-коммутативным кольцом 𝐾 с единицей. Далее нам потребу-
ются следующие две леммы, первая из которых очевидна.

Лемма 3. В кольце с 1 для любого 𝑥 ∈ 𝐾 из равенства 𝑥𝐾 = 𝐾 следует обратимость
в 𝐾 элемента 𝑥.
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Лемма 4. Пусть 𝑅1, 𝑅2 – произвольные изоморфные кольца, 𝜑 – изоморфизм из 𝑅1 в 𝑅2:
𝜑(𝑅1) = 𝑅2, 𝑁𝑖 ⊆ 𝑅𝑖, 𝑀𝑖 ⊆ 𝑅𝑖 (𝑖 = 1 или 2), 𝜑(𝑁1) = 𝑁2, 𝜑(𝑀1) =𝑀2. Тогда под действием
𝜑 сохраняются идеалы:

𝐶𝑟mod𝑁 (𝑀) := {𝛾 ∈ 𝑅 | 𝛼𝛾 = 0mod𝑁,𝛼 ∈𝑀},
𝐶 𝑙mod𝑁 (𝑀) := {𝛾 ∈ 𝑅 | 𝛾𝛼 = 0mod𝑁,𝛼 ∈𝑀},
𝐴𝑛𝑛𝑟(𝑀), 𝐴𝑛𝑛𝑙(𝑀).

Доказательство. Пусть 𝑥 ∈ 𝐶𝑟mod𝑁1
(𝑀1) – правому централизатору множества 𝑀1 по

модулю множества 𝑁1. Тогда 𝜑(0mod𝑁1) = 𝜑(𝑀1 · 𝑥) = 𝑀2 · 𝜑(𝑥) ⊆ 𝑁2, следовательно,
𝜑(𝑥) ∈ 𝐶𝑟mod𝑁2

(𝑀2), откуда 𝜑(𝐶𝑟mod𝑁1
(𝑀1)) ⊆ 𝐶𝑟mod𝑁2

(𝑀2). Так как 𝜑 – изоморфизм, то
𝜑(𝐶𝑟mod𝑁1

(𝑀1)) = 𝐶𝑟mod𝑁2
(𝑀2). Аналогичное доказательство для левого централизатора коль-

ца 𝑅1.
Пусть 𝑥 ∈ 𝐴𝑛𝑛𝑟𝑁1

(𝑀1), тогда 0 = 𝜑(0) = 𝜑(𝑀1 · 𝑥) = 𝑀2 · 𝜑(𝑥), откуда 𝜑(𝑥) ∈ 𝐴𝑛𝑛𝑟𝑁2
(𝑀2).

Так как 𝜑 – изоморфизм, то 𝜑(𝐴𝑛𝑛𝑟𝑁1
(𝑀1)) = 𝐴𝑛𝑛𝑟𝑁2

(𝑀2). Аналогичное доказательство для
левого аннулятора кольца 𝑅1. 2

Теорема 1. Если char 𝐾 ̸= 3, то два точных обёртывающих кольца 𝑅1 и 𝑅2 изо-
морфны тогда и только тогда, когда 𝑁𝑎,𝑏(𝑅1) = 𝑁𝑎,𝑏(𝑅2), 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅1) = 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅2),
𝑁𝑏,3𝑎+𝑏(𝑅1) = 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏(𝑅2). А при char 𝐾 = 3 необходимо и достаточно выполнения условий:
𝑁𝑎,𝑏(𝑅1) = 𝑁𝑎,𝑏(𝑅2), 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏(𝑅1) = 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏(𝑅2).

Доказательство. Пусть 𝜑 – произвольный изоморфизм точных обёртывающих колец 𝑅1 и
𝑅2. Рассмотрим действие 𝜑 при различном выборе знаков структурных констант 𝑁𝑟,𝑠.
I. 𝑁𝑎,𝑏(𝑅1) = 1, 𝑁𝑎,𝑏(𝑅2) = −1.

1) 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏(𝑅1) = 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏(𝑅2) = −1, но 𝑁𝑎,𝑎+𝑏(𝑅𝑖), 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅𝑖) выбираются произвольно для
любых 𝑖 = 1, 2. Найдём левые аннуляторы колец 𝑅1 и 𝑅2:

𝐴𝑛𝑛𝑙𝑅1 = 𝐾𝑒𝑏 +𝐾𝑒3𝑎+2𝑏, 𝐴𝑛𝑛
𝑙𝑅2 = 𝐾𝑒3𝑎+2𝑏.

Из того, что идеалы 𝐴𝑛𝑛𝑙𝑅𝑖 (𝑖 = 1, 2) и 𝐴𝑛𝑛𝑅 = 𝐾𝑒3𝑎+2𝑏 сохраняются под действием произ-
вольного изоморфизма 𝜑 и выполняются равенства

𝜑(𝐾𝑒𝑏 +𝐾𝑒3𝑎+2𝑏) = 𝜑(𝐴𝑛𝑛𝑙𝑅1) = 𝐴𝑛𝑛𝑙𝑅2 = 𝐾𝑒3𝑎+2𝑏 = 𝜑(𝐴𝑛𝑛𝑅) = 𝜑(𝐾𝑒3𝑎+2𝑏),

следует, что 𝜑 – не изоморфизм.
2) 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏(𝑅1) = 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏(𝑅2) = 1, но 𝑁𝑎,𝑎+𝑏(𝑅𝑖), 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅𝑖) выбираются произвольно для

любых 𝑖 = 1, 2. Найдём правые аннуляторы колец 𝑅1 и 𝑅2:

𝐴𝑛𝑛𝑟𝑅1 = Δ2𝑡𝐾𝑒2𝑎+𝑏 +𝐾𝑒3𝑎+2𝑏, 𝐴𝑛𝑛
𝑟𝑅2 = 𝐾𝑒𝑏 +𝐾𝑒3𝑎+2𝑏,

где 𝑡 = 1 при 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅𝑖) = −3 и 𝑖 = 1, 2, в остальных случаях 𝑡 = 0. Из того, что идеалы 𝐿3,
𝐴𝑛𝑛𝑟𝑅𝑖 (𝑖 = 1, 2) сохраняются под действием произвольного изоморфизма 𝜑 и выполняются
равенства

𝐾𝑒𝑏 +𝐾𝑒3𝑎+2𝑏 = 𝐴𝑛𝑛𝑟𝑅2 = 𝜑(𝐴𝑛𝑛𝑟𝑅1) = 𝜑(Δ2𝑡𝐾𝑒2𝑎+𝑏 +𝐾𝑒3𝑎+2𝑏) ⊆ 𝜑(𝐿3) = 𝐿3,

но 𝐾𝑒𝑏 +𝐾𝑒3𝑎+2𝑏 ⊈ 𝐿3. Отсюда следует, что 𝜑 – не изоморфизм.
3) 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏(𝑅1) = 1, 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏(𝑅2) = −1, но 𝑁𝑎,𝑎+𝑏(𝑅𝑖), 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅𝑖) выбираются произвольно

для любых 𝑖 = 1, 2. Определим правые степени колец 𝑅𝑘 := {(𝑅𝑘−1 * 𝑅)}(𝑘 ≥ 1). Очевидно,
что 𝜑 сохраняет степени колец 𝑅1 и 𝑅2. Найдём 𝑅5

1 и 𝑅
5
2:

𝑅5
1 = 0, 𝑅5

2 = 𝑚𝐾𝑒3𝑎+2𝑏,
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где 𝑚 = −2 при 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅2) = 3 и в остальных случаях 𝑚 = 1. При 𝑚 = 1, очевидно, что
𝜑 – не изоморфизм. Рассмотрим случай, когда 𝑚 = −2. Из равенства 2𝐾 = 0 следует, что
𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾 = 2. Вычислим правые аннуляторы идеала 𝐿2 для каждого из 𝑅𝑖

𝐴𝑛𝑛𝑅1(𝐿2) = 𝐾𝑒𝑏mod𝐿2, 𝐴𝑛𝑛𝑅2(𝐿2) = Δ2𝐾𝑒𝑎+𝑏 +𝐾𝑒3𝑎+2𝑏.

Учитывая, что идеалы 𝐿2, 𝐴𝑛𝑛𝑅𝑖(𝐿2) сохраняются под действием 𝜑, и выполняются равенства

𝜑(𝐴𝑛𝑛𝑅1(𝐿2)) = 𝜑(𝐾𝑒𝑏mod𝐿2) = 𝐴𝑛𝑛𝑅2(𝐿2) ⊆ 𝐿2 = 𝜑(𝐿2),

но 𝐾𝑒𝑏 ⊈ 𝐿2, следовательно, 𝜑 – не изоморфизм.
4) 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏(𝑅1) = −1, 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏(𝑅2) = 1, но 𝑁𝑎,𝑎+𝑏(𝑅𝑖), 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅𝑖) выбираются произвольно

для любых 𝑖 = 1, 2. Найдём левые аннуляторы колец 𝑅1 и 𝑅2:

𝐴𝑛𝑛𝑙𝑅1 = 𝐾𝑒𝑏 +𝐾𝑒3𝑎+2𝑏, 𝐴𝑛𝑛
𝑙𝑅2 = 𝐿4,

Из того, что идеалы 𝐿4, 𝐴𝑛𝑛
𝑙𝑅𝑖 сохраняются под действием произвольного изоморфизма 𝜑 и

выполняются равенства

𝜑(𝐿4) = 𝐿4 = 𝐴𝑛𝑛𝑙𝑅2 = 𝜑(𝐴𝑛𝑛𝑙𝑅1) = 𝜑(𝐾𝑒𝑏 +𝐾𝑒3𝑎+2𝑏),

следует, что 𝜑 – не изоморфизм.
II. 𝑁𝑎,𝑏(𝑅1) = 𝑁𝑎,𝑏(𝑅2) = 1.
1) 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏(𝑅1) = 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏(𝑅2) = −1, но 𝑁𝑎,𝑎+𝑏(𝑅𝑖), 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅𝑖) выбираются произвольно для

любых 𝑖 = 1, 2.
Проверим действие изоморфизма 𝜑, используя идеалы 𝐶𝑟mod𝐿3

(𝑅1)=𝐾𝑒𝑎+𝐿2 = 𝐶𝑟mod𝐿3
(𝑅2)

и 𝐴𝑛𝑛𝑙(𝑅1) = 𝐾𝑒𝑏 +𝐾𝑒3𝑎+𝑏 = 𝐴𝑛𝑛𝑙(𝑅2). В силу того, что 𝜑 сохраняет множества 𝐿2 и 𝐿3, то
𝜑 действует

𝜑(𝑥𝑒𝑎) = 𝑥𝜎𝑒𝑎mod𝐿2, 𝜑(𝑦𝑒𝑏) = 𝑦𝜆𝑒𝑏mod𝐿4,

где 𝜎, 𝜆 ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+. Сюръективность 𝜎, 𝜆, то есть выполнение равенств 𝐾𝜎 = 𝐾 = 𝐾𝜆, следует
из того, что 𝜑 сохраняет идеалы 𝐶𝑟mod𝐿3

(𝑅1), 𝐴𝑛𝑛
𝑙(𝑅1), 𝐿5 и двух серий равенств

𝐾𝑒𝑎 + 𝐿2 = 𝐶𝑟mod𝐿3
(𝑅2) = 𝜑(𝐶𝑟mod𝐿3

(𝑅1)) = 𝜑(𝐾𝑒𝑎) + 𝐿2 = 𝐾𝜎𝑒𝑎mod𝐿2,

𝐾𝑒𝑏 + 𝐿5 = 𝐴𝑛𝑛𝑙(𝑅2) = 𝜑(𝐴𝑛𝑛𝑙(𝑅1)) = 𝜑(𝐾𝑒𝑏) + 𝐿5 = 𝐾𝜆𝑒𝑏mod𝐿5.

Обратимость в 𝐾 элементов 1𝜎, 1𝜆 следует из леммы 3 и равенств

𝐿2 = 𝜑(𝐿2) = 𝜑(𝐾𝑒𝑎+𝑏 + 𝐿3) = 𝜑(𝐾𝑒𝑎+𝑏) + 𝐿3 = 𝜑(𝐾𝑒𝑎 · 1𝑒𝑏) + 𝐿3 =

𝜑(1𝑒𝑎 ·𝐾𝑒𝑏) + 𝐿3 = 𝐾𝜎1𝜆𝑒𝑎+𝑏mod𝐿3 = 1𝜎𝐾𝜆𝑒𝑎+𝑏mod𝐿3.

Исследуем действие эндоморфизмов 𝜎, 𝜆, проверив все соотношения изоморфизма 𝜑. Пусть

𝜑(𝑒𝑎𝑒𝑏) = 𝜑(𝑒𝑎+𝑏) = 1𝜎1𝜆𝑒𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅,

𝜑(𝑒𝑎𝑒𝑎+𝑏) = 𝜑(𝑘1𝑒2𝑎+𝑏) = 𝑘21
𝜎1𝜎1𝜆𝑒2𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅,

при 𝑘𝑖 = 1 при 𝑁𝑎,𝑎+𝑏(𝑅𝑖) = 2, 𝑘𝑖 = −1 при 𝑁𝑎,𝑎+𝑏(𝑅𝑖) = −2, где 𝑖 = 1 или 2. В любом из
случаев

𝜑(𝑒𝑎𝑘1𝑒2𝑎+𝑏) = 𝜑(𝑘1𝑙1𝑒3𝑎+𝑏) = 𝑘2𝑙21
𝜎1𝜎1𝜎1𝜆𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅, (2)

𝜑(𝑘1𝑒2𝑎+𝑏𝑒𝑎) = 𝜑(𝑘1𝑙2𝑒3𝑎+𝑏) = 𝑘2𝑙11
𝜎1𝜎1𝜎1𝜆𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅, (3)
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где 𝑙𝑖 = 1 при 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅𝑖) = 3, 𝑙𝑖 = −2 при 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅𝑖) = −3, где 𝑖 = 1 или 2. При одинаковых
𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅𝑖) для каждой из 𝑅𝑖 изоморфизм получается тривиально. Проверим действие 𝜑 для
разных 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅𝑖), то есть 𝑙1 ̸= 𝑙2. Пусть 𝑙1 = 1, тогда 𝑙2 = −2. Домножив на −2 в (2), получим

𝜑(−2𝑘1𝑒𝑎𝑒2𝑎+𝑏) = 𝜑(−2𝑘1𝑒3𝑎+𝑏) = 4𝑘21
𝜎1𝜎1𝜎1𝜆𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅. (4)

Из равенства (3) и (4), обратимости элементов 1𝜎 и 1𝜆 получим, что 3 = 0, то есть 𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾 = 3.
Аналогичные вычисления проводятся для случая 𝑙1 = −2 и 𝑙2 = 1 и произвольных 𝑁2𝑎+𝑏(𝑅𝑖).
Остальные соотношения проверяются тривиально. Откуда 𝜑 – изоморфизм тогда и только
тогда, когда 𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾 = 3.

2) 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏(𝑅1) = 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏(𝑅2) = 1, но 𝑁𝑎,𝑎+𝑏(𝑅𝑖), 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅𝑖) выбираются произвольно для
любых 𝑖 = 1, 2. При равных 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅𝑖) изоморфизм получается тривиально. Проверим дей-
ствие 𝜑 при 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅1) = 3, 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅2) = −3.

Проверим действие изоморфизма 𝜑, используя идеалы 𝐶𝑟mod𝐿3
(𝑅1)=𝐾𝑒𝑎+𝐿2=𝐶

𝑟
mod𝐿3

(𝑅2),

𝐶 𝑙mod𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅1) = 𝐾𝑒𝑏+Δ2𝐾𝑒2𝑎+𝑏+𝐿4 и 𝐶 𝑙mod𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅2) = 𝐾𝑒𝑏+𝐿4. В силу того, что 𝜑 сохраняет
множества 𝐿2 и 𝐿3, то 𝜑 действует

𝜑(𝑥𝑒𝑎) = 𝑥𝜎𝑒𝑎mod𝐿2, 𝜑(𝑦𝑒𝑏) = 𝑦𝜆𝑒𝑏mod𝐿3,

где 𝜎, 𝜆 ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+. Сюръективность 𝜎, 𝜆, то есть выполнение равенств 𝐾𝜎 = 𝐾 = 𝐾𝜆, следует
из двух серий равенств

𝐾𝑒𝑎 + 𝐿2 = 𝐶 𝑙mod𝐿3
(𝑅2) = 𝜑(𝐶 𝑙mod𝐿3

(𝑅1)) =

𝜑(𝐾𝑒𝑎 + 𝐿2) = 𝜑(𝐾𝑒𝑎) + 𝐿2 = 𝐾𝜎𝑒𝑎mod𝐿2,

𝐾𝑒𝑏mod𝐿3 = 𝐶 𝑙mod𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅2) = 𝜑(𝐶 𝑙mod𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅1)) = 𝐾𝜆𝑒𝑏mod𝐿3.

Обратимость в 𝐾 элементов 1𝜎, 1𝜆 следует из леммы 3 и равенств

𝐿2 = 𝜑(𝐿2) = 𝜑(𝐾𝑒𝑎+𝑏 + 𝐿3) = 𝜑(𝐾𝑒𝑎+𝑏) + 𝐿3 = 𝜑(𝐾𝑒𝑎 · 1𝑒𝑏) + 𝐿3 =

𝜑(1𝑒𝑏 ·𝐾𝑒𝑎) + 𝐿3 = 𝐾𝜎1𝜆𝑒𝑎+𝑏mod𝐿3 = 1𝜎𝐾𝜆𝑒𝑎+𝑏mod𝐿3.

Исследуем действие эндоморфизмов 𝜎, 𝜆, проверив все соотношения изоморфизма 𝜑. Пусть

𝜑(𝑒𝑎𝑒𝑏) = 𝜑(𝑒𝑎+𝑏) = 1𝜎1𝜆𝑒𝑎+𝑏mod𝐿4,

𝜑(𝑒𝑎𝑒𝑎+𝑏) = 𝜑(𝑘1𝑒2𝑎+𝑏) = 𝑘21
𝜎1𝜎1𝜆𝑒2𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅,

при 𝑘𝑖 = 1 при 𝑁𝑎,𝑎+𝑏(𝑅𝑖) = 2, 𝑘𝑖 = −1 при 𝑁𝑎,𝑎+𝑏(𝑅𝑖) = −2, где 𝑖 = 1 или 2. В любом из
случаев

𝜑(𝑒𝑎𝑘1𝑒2𝑎+𝑏) = 𝜑(𝑘1𝑙1𝑒3𝑎+𝑏) = 𝑘2𝑙21
𝜎1𝜎1𝜎1𝜆𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅, (5)

𝜑(𝑘1𝑒2𝑎+𝑏𝑒𝑎) = 𝜑(𝑘1𝑙2𝑒3𝑎+𝑏) = 𝑘2𝑙11
𝜎1𝜎1𝜎1𝜆𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅, (6)

где 𝑙𝑖 = 1 при 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅𝑖) = 3, 𝑙𝑖 = −2 при 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅𝑖) = −3, где 𝑖 = 1 или 2. Домножим на −2
в (5), получим

𝜑(−2𝑘1𝑒𝑎𝑒2𝑎+𝑏) = 𝜑(−2𝑘1𝑒3𝑎+𝑏) = 4𝑘21
𝜎1𝜎1𝜎1𝜆𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅. (7)

Из равенства (6) и (7), обратимости элементов 1𝜎 и 1𝜆 получим, что 3 = 0, то есть 𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾 = 3.
Остальные соотношения проверяются тривиально. Откуда 𝜑 – изоморфизм тогда и только
тогда, когда 𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾 = 3.
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3) 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏(𝑅1) = −1, 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏(𝑅2) = 1, но 𝑁𝑎,𝑎+𝑏(𝑅𝑖), 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅𝑖) выбираются произвольно
для любых 𝑖 = 1, 2. Найдём левые аннуляторы колец 𝑅1 и 𝑅2:

𝐴𝑛𝑛𝑙𝑅1 = 𝐾𝑒𝑏 +𝐾𝑒3𝑎+2𝑏, 𝐴𝑛𝑛
𝑙𝑅2 = Δ2𝑡𝐾𝑒2𝑎+𝑏 +𝐾𝑒3𝑎+𝑏 +𝐾𝑒3𝑎+2𝑏,

где 𝑡 = 1 при 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅1) = −3 и 𝑡 = 0 в остальных случаях. Из того, что идеалы 𝐴𝑛𝑛𝑅, 𝑅𝑖, и
𝐴𝑛𝑛𝑙𝑅𝑖 при 𝑖 = 1, 2 сохраняются под действием произвольного изоморфизма 𝜑 и выполяются
равенства

𝜑(𝐾𝑒𝑎+𝑏 +𝐾𝑒3𝑎+2𝑏) = 𝜑(𝑅1 · (𝐾𝑒𝑏 +𝐾𝑒3𝑎+2𝑏)) = 𝜑(𝑅1 ·𝐴𝑛𝑛𝑙𝑅1) =

𝑅2 ·𝐴𝑛𝑛𝑙𝑅2 = 𝐾𝑒3𝑎+2𝑏 = 𝐴𝑛𝑛𝑅 = 𝜑(𝐴𝑛𝑛𝑅) = 𝜑(𝐾𝑒3𝑎+2𝑏),

следует, что 𝜑 – не изоморфизм.
III. 𝑁𝑎,𝑏(𝑅1) = 𝑁𝑎,𝑏(𝑅2) = −1.
1) 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏(𝑅1) = 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏(𝑅2) = −1, но 𝑁𝑎,𝑎+𝑏(𝑅𝑖), 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅𝑖) выбираются произвольно для

любых 𝑖 = 1, 2. При одинаковых 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅𝑖) для каждой из 𝑅𝑖 изоморфизм получается триви-
ально. Проверим действие 𝜑 для разных 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅𝑖). Пусть 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅1) = 3, 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅2) = −3.

Учитывая, что 𝜑 сохраняет идеалы 𝐿2, 𝐿3 и 𝐿4 проверим действие изоморфизма 𝜑, ис-
пользуя идеалы 𝐶𝑟mod𝐿4

(𝑅1) := {𝛾 ∈ 𝑅 | 𝛼𝛾 = 0mod𝐿4 ∀𝛼 ∈ 𝑅1} = 𝐾𝑒𝑏 + 𝐿3 = 𝐶𝑟mod𝐿4
(𝑅2)

и 𝐶 𝑙mod𝐿3
(𝑅1) = 𝐾𝑒𝑎 + 𝐿2 = 𝐶 𝑙mod𝐿3

(𝑅2). Кольца 𝑅𝑖 порождаются аддитивными подгруппами
𝐾𝑒𝑎 и 𝐾𝑒𝑏, поэтому действие на них характеризует 𝜑

𝜑(𝑥𝑒𝑎) = 𝑥𝜎𝑒𝑎mod𝐿2, 𝜑(𝑦𝑒𝑏) = 𝑦𝜆𝑒𝑏mod𝐿3,

где 𝜎, 𝜆 ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+. Сюръективность 𝜎, 𝜆, то есть выполнение равенств 𝐾𝜎 = 𝐾 = 𝐾𝜆, следует
из того, что 𝜑 сохраняет идеалы 𝐶𝑟mod𝐿4

(𝑅1), 𝐶
𝑙
mod𝐿3

(𝑅1) и двух серий равенств

𝐾𝑒𝑎 + 𝐿2 = 𝐶 𝑙mod𝐿3
(𝑅2) = 𝜑(𝐶 𝑙mod𝐿3

(𝑅1)) = 𝜑(𝐾𝑒𝑎) + 𝐿2 = 𝐾𝜎𝑒𝑎mod𝐿2,

𝐾𝑒𝑏 + 𝐿3 = 𝐶𝑟mod𝐿4
(𝑅2) = 𝜑(𝐶𝑟mod𝐿4

(𝑅1)) = 𝜑(𝐾𝑒𝑏) + 𝐿3 = 𝐾𝜆𝑒𝑏mod𝐿3.

В силу того, что 𝜑 сохраняет множества 𝐿2 и 𝐿3, то имеем

𝐿2 = 𝜑(𝐿2) = 𝜑(𝐾𝑒𝑎+𝑏 + 𝐿3) = 𝜑(𝐾𝑒𝑎+𝑏) + 𝐿3 = 𝜑(𝐾𝑒𝑏 · 1𝑒𝑎) + 𝐿3 =

𝜑(1𝑒𝑏 ·𝐾𝑒𝑎) + 𝐿3 = 𝐾𝜆1𝜎𝑒𝑎+𝑏mod𝐿3 = 1𝜆𝐾𝜎𝑒𝑎+𝑏mod𝐿3.

Откуда и из леммы 3 следует обратимость в 𝐾 элементов 1𝜎, 1𝜆. Исследуем действие эндо-
морфизмов 𝜎, 𝜆, проверив все соотношения изоморфизма 𝜑. Пусть

𝜑(𝑒𝑏𝑒𝑎) = 𝜑(𝑒𝑎+𝑏) = 1𝜆1𝜎𝑒𝑎+𝑏mod𝐿3,

𝜑(𝑒𝑎𝑒𝑎+𝑏) = 𝜑(𝑘1𝑒2𝑎+𝑏) = 𝑘21
𝜎1𝜆1𝜎𝑒2𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅,

при 𝑘𝑖 = 1 при 𝑁𝑎,𝑎+𝑏(𝑅𝑖) = 2, 𝑘𝑖 = −1 при 𝑁𝑎,𝑎+𝑏(𝑅𝑖) = −2, где 𝑖 = 1 или 2. В любом из
случаев

𝜑(𝑒𝑎𝑘1𝑒2𝑎+𝑏) = 𝜑(𝑘1𝑒3𝑎+𝑏) = (−2)𝑘21
𝜎1𝜎1𝜆1𝜎𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅, (8)

𝜑(𝑘1𝑒2𝑎+𝑏𝑒𝑎) = 𝜑(−2𝑘1𝑒3𝑎+𝑏) = 𝑘21
𝜎1𝜎1𝜆1𝜎𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅. (9)

Домножив на −2 в (8), получим

𝜑(−2𝑘1𝑒𝑎𝑒2𝑎+𝑏) = 𝜑(−2𝑘1𝑒3𝑎+𝑏) = 4𝑘21
𝜎1𝜎1𝜎1𝜆𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅. (10)
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Из равенства (9) и (10), обратимости элементов 1𝜎 и 1𝜆 получим, что 3 = 0, то есть 𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾 = 3.
Остальные соотношения проверяются тривиально. Откуда 𝜑 – изоморфизм тогда и только
тогда, когда 𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾 = 3.

2) 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏(𝑅1) = 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏(𝑅2) = 1, но 𝑁𝑎,𝑎+𝑏(𝑅𝑖), 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅𝑖) выбираются произвольно для
любых 𝑖 = 1, 2. При одинаковых 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅𝑖) для каждой из 𝑅𝑖 изоморфизм получается триви-
ально. Проверим действие 𝜑 для разных 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅𝑖). Пусть 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅1) = 3, 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅2) = −3.

Проверим действие изоморфизма 𝜑, используя идеалы 𝐶 𝑙mod𝐿3
(𝑅1)=𝐾𝑒𝑎+𝐿2 = 𝐶 𝑙mod𝐿3

(𝑅2)

и 𝐴𝑛𝑛𝑟(𝑅1) = 𝐾𝑒𝑏 +𝐴𝑛𝑛𝑅 = 𝐴𝑛𝑛𝑟(𝑅2). В силу того, что 𝜑 сохраняет идеалы 𝐶 𝑙mod𝐿3
(𝑅1),

𝐴𝑛𝑛𝑟(𝑅1), 𝐿2 и 𝐴𝑛𝑛𝑅, то 𝜑 действует

𝜑(𝑥𝑒𝑎) = 𝑥𝜎𝑒𝑎mod𝐿2, 𝜑(𝑦𝑒𝑏) = 𝑦𝜆𝑒𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅,

где 𝜎, 𝜆 ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+. Сюръективность 𝜎, 𝜆, то есть выполнение равенств 𝐾𝜎 = 𝐾 = 𝐾𝜆, следует
из следующих двух серий равенств

𝐾𝑒𝑎 + 𝐿2 = 𝐶 𝑙mod𝐿3
(𝑅2) = 𝜑(𝐶 𝑙mod𝐿3

(𝑅1)) = 𝜑(𝐾𝑒𝑎) + 𝐿2 = 𝐾𝜎𝑒𝑎mod𝐿2,

𝐾𝑒𝑏 +𝐴𝑛𝑛𝑅 = 𝐴𝑛𝑛𝑟(𝑅2) = 𝜑(𝐴𝑛𝑛𝑟(𝑅1)) = 𝜑(𝐾𝑒𝑏) +𝐴𝑛𝑛𝑅 = 𝐾𝜆𝑒𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅.

Обратимость в 𝐾 элементов 1𝜎, 1𝜆 следует из леммы 3 и равенств

𝐿2 = 𝜑(𝐿2) = 𝜑(𝐾𝑒𝑎+𝑏 + 𝐿3) = 𝜑(𝐾𝑒𝑎+𝑏) + 𝐿3 = 𝜑(𝐾𝑒𝑏 · 1𝑒𝑎) + 𝐿3 =

𝜑(1𝑒𝑏 ·𝐾𝑒𝑎) + 𝐿3 = 𝐾𝜆1𝜎𝑒𝑎+𝑏mod𝐿3 = 1𝜆𝐾𝜎𝑒𝑎+𝑏mod𝐿3.

Исследуем действие эндоморфизмов 𝜎, 𝜆, проверив все соотношения изоморфизма 𝜑. Пусть

𝜑(𝑒𝑏𝑒𝑎) = 𝜑(𝑒𝑎+𝑏) = 1𝜆1𝜎𝑒𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅,

𝜑(𝑒𝑎𝑒𝑎+𝑏) = 𝜑(𝑘1𝑒2𝑎+𝑏) = 𝑘21
𝜎1𝜆1𝜎𝑒2𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅,

при 𝑘𝑖 = 1 при 𝑁𝑎,𝑎+𝑏(𝑅𝑖) = 2, 𝑘𝑖 = −1 при 𝑁𝑎,𝑎+𝑏(𝑅𝑖) = −2, где 𝑖 = 1 или 2. В любом из
случаев

𝜑(𝑒𝑎𝑘1𝑒2𝑎+𝑏) = 𝜑(𝑘1𝑙1𝑒3𝑎+𝑏) = 𝑘2𝑙21
𝜎1𝜎1𝜆1𝜎𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅, (11)

𝜑(𝑘1𝑒2𝑎+𝑏𝑒𝑎) = 𝜑(𝑘1𝑙2𝑒3𝑎+𝑏) = 𝑘2𝑙11
𝜎1𝜎1𝜆1𝜎𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅, (12)

Домножив на −2 в (11), получим

𝜑(−2𝑘1𝑒𝑎𝑒2𝑎+𝑏) = 𝜑(−2𝑘1𝑒3𝑎+𝑏) = 4𝑘21
𝜎1𝜎1𝜆1𝜎𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅. (13)

Из равенства (12) и (13), обратимости элементов 1𝜎 и 1𝜆 получим, что 3 = 0, то есть 𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾 = 3.
Остальные соотношения проверяются тривиально. Откуда 𝜑 – изоморфизм тогда и только
тогда, когда 𝑐ℎ𝑎𝑟𝐾 = 3.

3) 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏(𝑅1) = −1, 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏(𝑅2) = 1, но 𝑁𝑎,𝑎+𝑏(𝑅𝑖), 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏(𝑅𝑖) выбираются произвольно
для любых 𝑖 = 1, 2. Найдём правые аннуляторы колец 𝑅1 и 𝑅2:

𝐴𝑛𝑛𝑟𝑅1 = Δ2𝑡𝐾𝑒2𝑎+𝑏 +𝐾𝑒3𝑎+𝑏 +𝐾𝑒3𝑎+2𝑏, 𝐴𝑛𝑛
𝑟𝑅2 = 𝐾𝑒𝑏 +𝐾𝑒3𝑎+2𝑏,

где 𝑡 = 1 при 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏 = −2, 𝑡 = 0 при 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏 = 2. Из того, что идеалы 𝐴𝑛𝑛𝑟𝑅𝑖 (𝑖 = 1, 2),
𝐴𝑛𝑛𝑅 сохраняются под действием произвольного изоморфизма 𝜑 и выполняются равенства

𝐾𝑒𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅 = 𝐴𝑛𝑛𝑟𝑅2 ·𝑅2 = 𝜑(𝐴𝑛𝑛𝑟𝑅1 ·𝑅1) ⊆ 𝐿3 = 𝜑(𝐿3),

следует, что 𝜑 – не изоморфизм. 2

Следствие 1. Число неизоморфных точных обёртывающих колец при char 𝐾 ̸= 3 равно
8, при char 𝐾 = 3 равно 4.
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4. Автоморфизмы точных обёртывающих колец 𝑅 типа 𝐺2

Выделим нестандартные автоморфизмы точного обёртывающего кольца 𝑅 алгебры Ли
𝑁Φ(𝐾) типа 𝐺2 при 𝑡 ∈ 𝐾 следующих трёх типов.

𝜉1(𝑡) : 𝑒𝑎 // 𝑒𝑎 + 𝑡𝑒𝑎+𝑏, 𝑒3𝑎+𝑏 // 𝑒3𝑎+𝑏 + 𝑡𝑒3𝑎+2𝑏, (14)

𝑒𝑟 // 𝑒𝑟 для остальных 𝑟 ∈ Φ+.

𝜉2(𝑡) : 𝑒𝑎 //𝑒𝑎 + 𝑡𝑒3𝑎+𝑏, 𝑒𝑎+𝑏 // 𝑒𝑎+𝑏 + 𝑡𝑒3𝑎+2𝑏, (15)

𝑒𝑟 //𝑒𝑟 для остальных 𝑟 ∈ Φ+.

𝜉3(𝑡) : 𝑒𝑎 // 𝑒𝑎 + 𝑡𝑒𝑎+𝑏, 𝑒3𝑎+𝑏 // 𝑒3𝑎+𝑏 − 2𝑡𝑒3𝑎+2𝑏, (16)

𝑒𝑟 // 𝑒𝑟 для остальных 𝑟 ∈ Φ+.

Автоморфизм (14) является внутренним автоморфизмом кольца Ли 𝑁𝐺2(𝐾). Автоморфизмы
(15) и (16) являются гиперцентральными автоморфизмами кольца Ли 𝑁𝐺2(𝐾) высоты 2 и 4
соответственно.

Исследуем автоморфизмы точных обёртывающих колец 𝑅 кольца Ли 𝑁Φ(𝐾) типа 𝐺2.

Теорема 2. Произвольный автоморфизм точного обёртывающего кольца 𝑅 – есть про-
изведение стандартного автоморфизма и одного из наборов автоморфизмов соответствен-
но:

1. вида (14), если 𝐾𝑒𝑏 ⊆ 𝐴𝑛𝑛𝑙𝑅 или 𝐴𝑛𝑛𝑟𝑅;

2. вида (15) и вида (16) в остальных случаях.

Доказательство. Пусть 𝑅 – точное обёртывающее кольцо кольца Ли 𝑁𝐺2(𝐾) и 𝜑 ∈ 𝐴𝑢𝑡𝑅.
Kольцо 𝑅 порождается аддитивными подгруппами 𝐾𝑒𝑎, 𝐾𝑒𝑏. Поэтому действие 𝜑 на них
определяет автоморфизм 𝜑 однозначно. Используя определение (1) и лемму 1, находим, что
𝐴𝑛𝑛 𝑅 = 𝐾𝑒3𝑎+2𝑏 для любого точного обёртывающего кольца.

1. Случай 𝑁𝑎,𝑏 = 1, 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏 = 3, 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏 = 1.

Ясно, что централизаторы идеалов 𝐿𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, 5 характеристичны, в частности, центра-
лизатор 𝐶(𝐿4) = 𝐾𝑒𝑎 + 𝐿2. По лемме 4 идеал 𝐾𝑒𝑏 + 𝐿3 = 𝐶 𝑙mod𝐿4

(𝑅) тоже является характе-
ристичным. Учитывая характеристичность этих идеалов и 𝐿𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, 5, получаем

(𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑥𝜎𝑒𝑎mod𝐿2,

(𝑦𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑦𝜆𝑒𝑏mod𝐿3,

для подходящих эндоморфизмов 𝜎, 𝜆 аддитивной группы 𝐾+ кольца 𝐾 (пользуемся тем, что
𝜑 сохраняет сложение в 𝑅).
Сюръективность 𝜎, 𝜆, то есть выполнение равенств 𝐾𝜎 = 𝐾 = 𝐾𝜆, следует из характеристич-
ности идеалов 𝐶(𝑅4), 𝐶 𝑙mod𝐿4

(𝑅), 𝐿2, 𝐿3 и двух серий равенств

𝐾𝑒𝑎 + 𝐿2 = 𝐶(𝐿4) = (𝐶(𝐿4))
𝜑 = (𝐾𝑒𝑎)

𝜑 + (𝐿2)
𝜑 = 𝐾𝜎𝑒𝑎mod𝐿2,

𝐾𝑒𝑏 + 𝐿3 = 𝐶 𝑙mod𝐿4
(𝑅) = (𝐶 𝑙mod𝐿4

(𝑅))𝜑 = (𝐾𝑒𝑏)
𝜑 + (𝐿3)

𝜑 = 𝐾𝜆𝑒𝑏mod𝐿3.



128 А. В. Казакова

Докажем инъективность 𝜎. Пусть 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 и 𝑥 ̸= 𝑦, тогда

(𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑥𝜎𝑒𝑎mod𝐿2,

(𝑦𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑦𝜎𝑒𝑎mod𝐿2.

Предположим, что 𝑥𝜎 = 𝑦𝜎 = 𝑐, тогда

(𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑐𝑒𝑎 + 𝑌1, 𝑌1 ∈ 𝐿2,

(𝑦𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑐𝑒𝑎 + 𝑌2, 𝑌2 ∈ 𝐿2.

Пусть 𝑌1 − 𝑌2 = 𝑌 ∈ 𝐿2 и 𝐴 = 𝑐𝑒𝑎 + 𝑌1, 𝐵 = 𝑐𝑒𝑎 + 𝑌2, откуда

1) (𝐴−𝐵)𝜑
−1

= 𝐴𝜑
−1 −𝐵𝜑−1

= (𝑥− 𝑦)𝑒𝑎.

2) (𝐴−𝐵)𝜑
−1

= 𝑌 𝜑−1 ∈ 𝐿2.

Учитывая характеристичность 𝐿2 и 1), из 2) получаем, что 𝑌 𝜑−1
= 0, откуда 𝑥 = 𝑦. Инъектив-

ность 𝜎 доказана. Аналогичное доказательство для 𝜆 ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+. Отсюда вытекает включение
𝜎, 𝜆 ∈ 𝐴𝑢𝑡 𝐾+.

По модулю 𝐿3 справедливы две серии равенств

𝐾𝑒𝑎+𝑏 = (𝐾𝑒𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝐾𝑒𝑎)

𝜑 * 𝑒𝜑𝑏 = 𝐾𝜎 · 1𝜆𝑒𝑎+𝑏,

𝐾𝑒𝑎+𝑏 = (𝐾𝑒𝑎+𝑏)
𝜑 = 𝑒𝜑𝑎 * (𝐾𝑒𝑏)𝜑 = 1𝜎 ·𝐾𝜆𝑒𝑎+𝑏,

откуда 𝐾𝜎 · 1𝜆 = 𝐾 и 1𝜎 ·𝐾𝜆 = 𝐾. Обратимость в 𝐾 элементов 1𝜎 и 1𝜆 следует из того, что
𝐾𝜎 = 𝐾, 𝐾𝜆 = 𝐾, соотношений, указанных выше, а также леммы 3.

Умножая 𝜑 на диагональный автоморфизм, мы получим 1𝜎 = 1𝜆 = 1. Далее, 𝜑-
инвариантность основных соотношений кольца 𝑅 даёт

(𝑥𝑒𝑎 * 𝑒𝑏)𝜑 = (𝑥𝑒𝑎)
𝜑 * 𝑒𝜑𝑏 = 𝑥𝜎 · 1𝜆𝑒𝑎+𝑏mod𝐿3,

(𝑥𝑒𝑎 * 𝑒𝑏)𝜑 = 𝑒𝜑𝑎 * (𝑥𝑒𝑏)𝜑 = 1𝜎 · 𝑥𝜆𝑒𝑎+𝑏mod𝐿3, (𝑥 ∈ 𝐾).

Поэтому 𝑥𝜆 = 𝑥𝜎 для любого 𝑥 ∈ 𝐾, то есть 𝜆 = 𝜎. Кроме того, для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾,
𝜎 ∈ 𝐴𝑢𝑡 𝑅, в силу равенств (по модулю 𝐿3)

𝑥𝜎 · 𝑦𝜎𝑒𝑎+𝑏 = (𝑥𝜎𝑒𝑎) * (𝑦𝜎𝑒𝑏) = (𝑥𝑒𝑎)
𝜑 * (𝑦𝑒𝑏)𝜑 = (𝑥𝑦𝑒𝑎 * 𝑒𝑏)𝜑 = (𝑥𝑦)𝜎𝑒𝑎+𝑏.

Умножая 𝜑, если необходимо, на кольцевой автоморфизм 𝜎̂−1, получим 𝜎 = 1, откуда

(𝑥𝑒𝑟)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑟mod𝑄(𝑟) (𝑟 ∈ Φ+),

где 𝑄(𝑟) :=
∑︀
𝑠>𝑟

𝐾𝑒𝑠. Считаем, что 𝑠 > 𝑟, если коэффициенты разложения 𝑠− 𝑟 по базе Π(Φ+)

положительны. Кроме того,

(𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑎 + 𝑥𝜎

′
𝑒𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′
𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′′
𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅,

(𝑥𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑏 + 𝑥𝜆

′
𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥𝜆

′′
𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅,
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для некоторых 𝜎′, 𝜎′′, 𝜎′′′, 𝜆′, 𝜆′′ ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+. Проверим действие этих эндоморфизмов

0 = 0𝜑 = (𝑥𝑒𝑎 * 𝑒𝑎)𝜑 = (𝑙1𝑥1
𝜎′
+ 𝑙2𝑥

𝜎′
)𝑒2𝑎+𝑏 + (𝑥1𝜎

′′ − 2𝑥𝜎
′′
)𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅, (17)

где 𝑙1 = −𝑙2 и 𝑙1 = 1 при 𝑁𝑎,𝑎+𝑏 = 2 или 𝑙1 = −1 при 𝑁𝑎+𝑏,𝑎 = −2. Отсюда 𝑥𝜎
′
= 𝑥1𝜎

′
.

(𝑥𝑒𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝑥𝑒𝑎 * 𝑒𝑏)𝜑 = 𝑥𝑒𝑎+𝑏 + 𝑥1𝜆

′
𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅,

(𝑥𝑒𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝑒𝑎 * 𝑥𝑒𝑏)𝜑 = 𝑥𝑒𝑎+𝑏 + 𝑥𝜆

′
𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅, (18)

откуда 𝑥1𝜆
′
= 𝑥𝜆

′
.

(𝑙2𝑥𝑒2𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝑥𝑒𝑎+𝑏 * 𝑒𝑎)𝜑 = 𝑙2𝑥𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥1𝜎

′′
𝑒3𝑎+2𝑏,

(𝑙2𝑥𝑒2𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝑒𝑎+𝑏 * 𝑥𝑒𝑎)𝜑 = 𝑙2𝑥𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′
𝑒3𝑎+2𝑏, (19)

аналогично предыдущим случаям 𝑥1𝜎
′′
= 𝑥𝜎

′′
.

0 = 0𝜑 = (𝑒𝑏 * 𝑥𝑒𝑏)𝜑 = 𝑥𝜆
′′
𝑒3𝑎+2𝑏, (20)

откуда 𝑥𝜆
′′
= 0, то есть 𝜆′′ = 0 для всех 𝑥 ∈ 𝐾. Из (17)-(20) следует, что 𝜎′, 𝜎′′, 𝜆′ ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+

действуют как умножения на скаляр.
Умножением 𝜑 на автоморфизм вида (14) при 𝑡 = −1𝜎

′
получим

(𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑎 + 𝑥𝜎

′′
𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′′
𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅,

(𝑥𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑏 + 𝑥𝜆

′
𝑒2𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅.

Откуда
0 = 0𝜑 = (𝑒𝑏 * 𝑥𝑒𝑎)𝜑 = (−2) · 1𝜆′𝑥𝑒3𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′′
𝑒3𝑎+2𝑏,

из чего следует, что 𝑥𝜎
′′′
= 0, то есть 𝜎′′′ = 0 для всех 𝑥 ∈ 𝐾.

0 = 0𝜑 = (𝑥𝑒𝑎 * 𝑒𝑎)𝜑 = (𝑥1𝜎
′′ − 2 · 𝑥𝜎′′

)𝑒3𝑎+𝑏,

откуда 𝑥𝜎
′′
= 0, то есть 𝜎′′ = 0 для всех 𝑥 ∈ 𝐾. Далее, из равенств 0 = 0𝜑 = (𝑒𝑎+𝑏 * 𝑥𝑒𝑏)𝜑 =

= 𝑥𝜆
′
𝑒3𝑎+2𝑏, получаем равенство 𝜆′ = 0.

Умножаем на центральный автоморфизм из леммы [16, лемма 1.1.] вида (1 + 𝜁)(𝑒𝑎) =
= 𝑒𝑎 + 𝑠𝑒3𝑎+2𝑏, (1 + 𝜁)(𝑒𝑏) = 𝑒𝑏 + 𝑡𝑒3𝑎+2𝑏(𝑠, 𝑡 ∈ 𝐾), (1 + 𝜁)(𝑒𝑟) // 𝑒𝑟 для остальных 𝑟 ∈ Φ+,
получаем (𝑥𝑒𝑎)

𝜑 = 𝑥𝑒𝑎, (𝑥𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑏.

2. Случай 𝑁𝑎,𝑏 = 1, 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏 = 3, 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏 = −1.
По лемме 4 идеалы 𝐶(𝐿4) = 𝐾𝑒𝑎+𝐿2 и 𝐴𝑛𝑛𝑙𝑅 = 𝐾𝑒𝑏+𝐴𝑛𝑛𝑅 являются характеристичными.
Учитывая характеристичность этих идеалов и 𝐿2, 𝐴𝑛𝑛𝑅, получаем

(𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑥𝜎𝑒𝑎mod𝐿2,

(𝑦𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑦𝜆𝑒𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅,

для подходящих эндоморфизмов 𝜎, 𝜆 аддитивной группы 𝐾+ кольца 𝐾 (пользуемся тем, что
𝜑 сохраняет сложение в 𝑅).
Сюръективность 𝜎, 𝜆, то есть выполнение равенств 𝐾𝜎 = 𝐾 = 𝐾𝜆, следует из характеристич-
ности идеалов 𝐶(𝐿4), 𝐴𝑛𝑛𝑙𝑅,𝐿2, 𝐴𝑛𝑛𝑅 и двух серий равенств

𝐾𝑒𝑎 + 𝐿2 = 𝐶(𝐿4) = (𝐶(𝐿4))
𝜑 = (𝐾𝑒𝑎)

𝜑 + (𝐿2)
𝜑 = 𝐾𝜎𝑒𝑎mod𝐿2,
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𝐾𝑒𝑏 +𝐴𝑛𝑛𝑅 = 𝐴𝑛𝑛𝑙𝑅 = (𝐴𝑛𝑛𝑙𝑅)𝜑 = (𝐾𝑒𝑏)
𝜑 + (𝐴𝑛𝑛𝑅)𝜑 = 𝐾𝜆𝑒𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅.

Инъективность 𝜎, 𝜆 ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+ доказывается аналогично случаю 1. Отсюда вытекает вклю-
чение 𝜎, 𝜆 ∈ 𝐴𝑢𝑡 𝐾+.

По модулю 𝐿3 справедливы две серии равенств

𝐾𝑒𝑎+𝑏 = (𝐾𝑒𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝐾𝑒𝑎)

𝜑 * 𝑒𝜑𝑏 = 𝐾𝜎 · 1𝜆𝑒𝑎+𝑏,

𝐾𝑒𝑎+𝑏 = (𝐾𝑒𝑎+𝑏)
𝜑 = 𝑒𝜑𝑎 * (𝐾𝑒𝑏)𝜑 = 1𝜎 ·𝐾𝜆𝑒𝑎+𝑏,

откуда 𝐾𝜎 · 1𝜆 = 𝐾 и 1𝜎 ·𝐾𝜆 = 𝐾. Обратимость в 𝐾 элементов 1𝜎 и 1𝜆 следует из того, что
𝐾𝜎 = 𝐾, 𝐾𝜆 = 𝐾, соотношений, указанных выше, а также леммы 3.

Умножая 𝜑 на диагональный автоморфизм, мы получим 1𝜎 = 1𝜆 = 1. Далее, 𝜑-
инвариантность основных соотношений кольца 𝑅 даёт

(𝑥𝑒𝑎 * 𝑒𝑏)𝜑 = (𝑥𝑒𝑎)
𝜑 * 𝑒𝜑𝑏 = 𝑥𝜎 · 1𝜆𝑒𝑎+𝑏mod𝐿3,

(𝑥𝑒𝑎 * 𝑒𝑏)𝜑 = 𝑒𝜑𝑎 * (𝑥𝑒𝑏)𝜑 = 1𝜎 · 𝑥𝜆𝑒𝑎+𝑏mod𝐿3, (𝑥 ∈ 𝐾).

Поэтому 𝑥𝜆 = 𝑥𝜎 для любого 𝑥 ∈ 𝐾, то есть 𝜆 = 𝜎. Кроме того, для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾,
𝜎 ∈ 𝐴𝑢𝑡 𝑅, в силу равенств (по модулю 𝐿3)

𝑥𝜎 · 𝑦𝜎𝑒𝑎+𝑏 = (𝑥𝜎𝑒𝑎) * (𝑦𝜎𝑒𝑏) = (𝑥𝑒𝑎)
𝜑 * (𝑦𝑒𝑏)𝜑 = (𝑥𝑦𝑒𝑎 * 𝑒𝑏)𝜑 = (𝑥𝑦)𝜎𝑒𝑎+𝑏.

Умножая 𝜑, если необходимо, на кольцевой автоморфизм 𝜎̂−1, получим 𝜎 = 1, откуда

(𝑥𝑒𝑟)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑟mod𝑄(𝑟) (𝑟 ∈ Φ+),

где 𝑄(𝑟) :=
∑︀
𝑠>𝑟

𝐾𝑒𝑠. Кроме того,

(𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑎 + 𝑥𝜎

′
𝑒𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′
𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′′
𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅,

(𝑥𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅,

для некоторых 𝜎′, 𝜎′′, 𝜎′′′ ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+. Проверим действие этих эндоморфизмов

0 = 0𝜑 = (𝑥𝑒𝑎 * 𝑒𝑎)𝜑 = (𝑙1𝑥1
𝜎′
+ 𝑙2𝑥

𝜎′
)𝑒2𝑎+𝑏 + (𝑥1𝜎

′′ − 2𝑥𝜎
′′
)𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅, (21)

где 𝑙1 = −𝑙2 и 𝑙1 = 1 при 𝑁𝑎,𝑎+𝑏 = 2 или 𝑙1 = −1 при 𝑁𝑎+𝑏,𝑎 = −2. Отсюда 𝑥𝜎
′
= 𝑥1𝜎

′
.

(𝑙1𝑥𝑒2𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝑒𝑎 * 𝑥𝑒𝑎+𝑏)𝜑 = 𝑙1𝑥𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥1𝜎

′′
𝑒3𝑎+2𝑏,

(𝑙1𝑥𝑒2𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝑥𝑒𝑎 * 𝑒𝑎+𝑏)𝜑 = 𝑙1𝑥𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′
𝑒3𝑎+2𝑏, (22)

аналогично предыдущим случаям 𝑥1𝜎
′′

= 𝑥𝜎
′′
. Из (21),(22) следует, что 𝜎′, 𝜎′′ ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+

действуют как умножения на скаляр. Умножением 𝜑 последовательно на автоморфизмы вида
(15) при 𝑡 = −1𝜎

′′′
и (16) при 𝑡 = −1𝜎

′
получим

(𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑎 + 𝑥𝜎

′′
𝑒2𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅,

(𝑥𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅.
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Откуда
0 = 0𝜑 = (𝑥𝑒𝑎 * 𝑒𝑎)𝜑 = (𝑥1𝜎

′′ − 2 · 𝑥𝜎′′
)𝑒3𝑎+𝑏,

откуда 𝑥𝜎
′′
= 0, то есть 𝜎′′ = 0 для всех 𝑥 ∈ 𝐾.

Умножаем на центральный автоморфизм из леммы [16, лемма 1.1.] вида (1 + 𝜁)(𝑒𝑎) =
= 𝑒𝑎 + 𝑠𝑒3𝑎+2𝑏, (1 + 𝜁)(𝑒𝑏) = 𝑒𝑏 + 𝑡𝑒3𝑎+2𝑏(𝑠, 𝑡 ∈ 𝐾), (1 + 𝜁)(𝑒𝑟) // 𝑒𝑟 для остальных 𝑟 ∈ Φ+,
получаем (𝑥𝑒𝑎)

𝜑 = 𝑥𝑒𝑎, (𝑥𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑏.

3. Случай 𝑁𝑎,𝑏 = 1, 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏 = −3, 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏 = 1. Ясно, что централизаторы идеалов
𝐿𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, 5 характеристичны, в частности, централизатор 𝐶(𝐿4) = 𝐾𝑒𝑎+𝐿2. По лемме 4
идеал 𝐶 𝑙mod𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅) = 𝐾𝑒𝑏 + 𝐿4 тоже является характеристичным. Учитывая характеристич-
ность этих идеалов и 𝐿2, 𝐿4, получаем

(𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑥𝜎𝑒𝑎mod𝐿2,

(𝑦𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑦𝜆𝑒𝑏mod𝐿4,

для подходящих эндоморфизмов 𝜎, 𝜆 аддитивной группы 𝐾+ кольца 𝐾 (пользуемся тем, что
𝜑 сохраняет сложение в 𝑅).
Сюръективность 𝜎, 𝜆, то есть выполнение равенств 𝐾𝜎 = 𝐾 = 𝐾𝜆, следует из характеристич-
ности идеалов 𝐶(𝑅4), 𝐶 𝑙mod𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅), 𝐿2, 𝐿4 и двух серий равенств

𝐾𝑒𝑎 + 𝐿2 = 𝐶(𝐿4) = (𝐶(𝐿4))
𝜑 = (𝐾𝑒𝑎)

𝜑 + (𝐿2)
𝜑 = 𝐾𝜎𝑒𝑎mod𝐿2,

𝐾𝑒𝑏 + 𝐿4 = 𝐶 𝑙mod𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅) = (𝐶 𝑙mod𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅))
𝜑 = (𝐾𝑒𝑏)

𝜑 + (𝐿4)
𝜑 = 𝐾𝜆𝑒𝑏mod𝐿4.

Инъективность 𝜎, 𝜆 ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+ доказывается аналогично случаю 1. Отсюда вытекает вклю-
чение 𝜎, 𝜆 ∈ 𝐴𝑢𝑡 𝐾+.

По модулю 𝐿3 справедливы две серии равенств

𝐾𝑒𝑎+𝑏 = (𝐾𝑒𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝐾𝑒𝑎)

𝜑 * 𝑒𝜑𝑏 = 𝐾𝜎 · 1𝜆𝑒𝑎+𝑏,

𝐾𝑒𝑎+𝑏 = (𝐾𝑒𝑎+𝑏)
𝜑 = 𝑒𝜑𝑎 * (𝐾𝑒𝑏)𝜑 = 1𝜎 ·𝐾𝜆𝑒𝑎+𝑏,

откуда 𝐾𝜎 · 1𝜆 = 𝐾 и 1𝜎 ·𝐾𝜆 = 𝐾. Обратимость в 𝐾 элементов 1𝜎 и 1𝜆 следует из того, что
𝐾𝜎 = 𝐾, 𝐾𝜆 = 𝐾, соотношений, указанных выше, а также леммы 3.

Умножая 𝜑 на диагональный автоморфизм, мы получим 1𝜎 = 1𝜆 = 1. Далее, 𝜑-
инвариантность основных соотношений кольца 𝑅 даёт

(𝑥𝑒𝑎 * 𝑒𝑏)𝜑 = (𝑥𝑒𝑎)
𝜑 * 𝑒𝜑𝑏 = 𝑥𝜎 · 1𝜆𝑒𝑎+𝑏,

(𝑥𝑒𝑎 * 𝑒𝑏)𝜑 = 𝑒𝜑𝑎 * (𝑥𝑒𝑏)𝜑 = 1𝜎 · 𝑥𝜆𝑒𝑎+𝑏, (𝑥 ∈ 𝐾).

Поэтому 𝑥𝜆 = 𝑥𝜎 для любого 𝑥 ∈ 𝐾, то есть 𝜆 = 𝜎. Кроме того, для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾,
𝜎 ∈ 𝐴𝑢𝑡 𝑅, в силу равенств (по модулю 𝐿3)

𝑥𝜎 · 𝑦𝜎𝑒𝑎+𝑏 = (𝑥𝜎𝑒𝑎) * (𝑦𝜎𝑒𝑏) = (𝑥𝑒𝑎)
𝜑 * (𝑦𝑒𝑏)𝜑 = (𝑥𝑦𝑒𝑎 * 𝑒𝑏)𝜑 = (𝑥𝑦)𝜎𝑒𝑎+𝑏.

Умножая 𝜑, если необходимо, на кольцевой автоморфизм 𝜎̂−1, получим 𝜎 = 1, откуда

(𝑥𝑒𝑟)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑟mod𝑄(𝑟) (𝑟 ∈ Φ+),
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где 𝑄(𝑟) :=
∑︀
𝑠>𝑟

𝐾𝑒𝑠. Кроме того,

(𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑎 + 𝑥𝜎

′
𝑒𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′
𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′′
𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅,

(𝑥𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑏 + 𝑥𝜆

′
𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅,

для некоторых 𝜎′, 𝜎′′, 𝜎′′′, 𝜆′ ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+. Проверим действие этих эндоморфизмов

0 = 0𝜑 = (𝑒𝑏 * 𝑥𝑒𝑏)𝜑 = 𝑥𝜆
′
𝑒3𝑎+2𝑏,

откуда 𝑥𝜆
′
= 0, то есть 𝜆′ = 0 для всех 𝑥 ∈ 𝐾.

0 = 0𝜑 = (𝑒𝑏 * 𝑥𝑒𝑎)𝜑 = (−2) · 1𝜆′𝑥𝑒3𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎
′′′
𝑒3𝑎+2𝑏,

из чего следует, что 𝑥𝜎
′′′
= 0, то есть 𝜎′′′ = 0 для всех 𝑥 ∈ 𝐾.

0 = 0𝜑 = (𝑥𝑒𝑎 * 𝑒𝑎)𝜑 = (𝑙1𝑥1
𝜎′
+ 𝑙2𝑥

𝜎′
)𝑒2𝑎+𝑏 + (−2𝑥1𝜎

′′
+ 𝑥𝜎

′′
)𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅, (23)

где 𝑙1 = −𝑙2 и 𝑙1 = 1 при 𝑁𝑎,𝑎+𝑏 = 2 или 𝑙1 = −1 при 𝑁𝑎+𝑏,𝑎 = −2. Отсюда 𝑥𝜎
′
= 𝑥1𝜎

′
.

(𝑙2𝑥𝑒2𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝑥𝑒𝑎+𝑏 * 𝑒𝑎)𝜑 = 𝑙2𝑥𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥1𝜎

′′
𝑒3𝑎+2𝑏,

(𝑙2𝑥𝑒2𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝑒𝑎+𝑏 * 𝑥𝑒𝑎)𝜑 = 𝑙2𝑥𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′
𝑒3𝑎+2𝑏,

аналогично предыдущим случаям 𝑥1𝜎
′′

= 𝑥𝜎
′′
. Подставив это равенство в (23), получим,

−𝑥𝜎′′
= 0. Откуда 𝜎′′ = 0 для всех 𝑥 ∈ 𝐾. Из (23) следует, что 𝜎′ ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+ действуют

как умножения на скаляр.
Умножением 𝜑 на автоморфизм вида (14) при 𝑡 = −1𝜎

′
получим

(𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑎mod𝐴𝑛𝑛 𝑅,

(𝑥𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅.

Умножаем на центральный автоморфизм из леммы [16, лемма 1.1.] вида (1 + 𝜁)(𝑒𝑎) =
= 𝑒𝑎 + 𝑠𝑒3𝑎+2𝑏, (1 + 𝜁)(𝑒𝑏) = 𝑒𝑏 + 𝑡𝑒3𝑎+2𝑏(𝑠, 𝑡 ∈ 𝐾), (1 + 𝜁)(𝑒𝑟) // 𝑒𝑟 для остальных 𝑟 ∈ Φ+,
получаем (𝑥𝑒𝑎)

𝜑 = 𝑥𝑒𝑎, (𝑥𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑏.

4. Случай 𝑁𝑎,𝑏 = 1, 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏 = −3, 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏 = −1.
По лемме 4 идеалы 𝐶(𝐿4) = 𝐾𝑒𝑎+𝐿2 и 𝐴𝑛𝑛𝑙𝑅 = 𝐾𝑒𝑏+𝐴𝑛𝑛𝑅 являются характеристичными.
Учитывая характеристичность этих идеалов и 𝐿2, 𝐴𝑛𝑛𝑅, получаем

(𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑥𝜎𝑒𝑎mod𝐿2,

(𝑦𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑦𝜆𝑒𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅,

для подходящих эндоморфизмов 𝜎, 𝜆 аддитивной группы 𝐾+ кольца 𝐾 (пользуемся тем, что
𝜑 сохраняет сложение в 𝑅).
Сюръективность 𝜎, 𝜆, то есть выполнение равенств 𝐾𝜎 = 𝐾 = 𝐾𝜆, следует из характеристич-
ности идеалов 𝐶(𝐿4), 𝐴𝑛𝑛𝑙𝑅,𝐿2, 𝐴𝑛𝑛𝑅 и двух серий равенств

𝐾𝑒𝑎 + 𝐿2 = 𝐶(𝐿4) = (𝐶(𝐿4))
𝜑 = (𝐾𝑒𝑎)

𝜑 + (𝐿2)
𝜑 = 𝐾𝜎𝑒𝑎mod𝐿2,

𝐾𝑒𝑏 +𝐴𝑛𝑛𝑅 = 𝐴𝑛𝑛𝑙𝑅 = (𝐴𝑛𝑛𝑙𝑅)𝜑 = (𝐾𝑒𝑏)
𝜑 + (𝐴𝑛𝑛𝑅)𝜑 = 𝐾𝜆𝑒𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅.
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Инъективность 𝜎, 𝜆 ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+ доказывается аналогично случаю 1. Отсюда вытекает вклю-
чение 𝜎, 𝜆 ∈ 𝐴𝑢𝑡 𝐾+.

По модулю 𝐿3 справедливы две серии равенств

𝐾𝑒𝑎+𝑏 = (𝐾𝑒𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝐾𝑒𝑎)

𝜑 * 𝑒𝜑𝑏 = 𝐾𝜎 · 1𝜆𝑒𝑎+𝑏,

𝐾𝑒𝑎+𝑏 = (𝐾𝑒𝑎+𝑏)
𝜑 = 𝑒𝜑𝑎 * (𝐾𝑒𝑏)𝜑 = 1𝜎 ·𝐾𝜆𝑒𝑎+𝑏,

откуда 𝐾𝜎 · 1𝜆 = 𝐾 и 1𝜎 ·𝐾𝜆 = 𝐾. Обратимость в 𝐾 элементов 1𝜎 и 1𝜆 следует из того, что
𝐾𝜎 = 𝐾, 𝐾𝜆 = 𝐾, соотношений, указанных выше, а также леммы 3.

Умножая 𝜑 на диагональный автоморфизм, мы получим 1𝜎 = 1𝜆 = 1. Далее, 𝜑-
инвариантность основных соотношений кольца 𝑅 даёт

(𝑥𝑒𝑎 * 𝑒𝑏)𝜑 = (𝑥𝑒𝑎)
𝜑 * 𝑒𝜑𝑏 = 𝑥𝜎 · 1𝜆𝑒𝑎+𝑏mod𝐿3,

(𝑥𝑒𝑎 * 𝑒𝑏)𝜑 = 𝑒𝜑𝑎 * (𝑥𝑒𝑏)𝜑 = 1𝜎 · 𝑥𝜆𝑒𝑎+𝑏mod𝐿3, (𝑥 ∈ 𝐾).

Поэтому 𝑥𝜆 = 𝑥𝜎 для любого 𝑥 ∈ 𝐾, то есть 𝜆 = 𝜎. Кроме того, для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾,
𝜎 ∈ 𝐴𝑢𝑡 𝑅, в силу равенств (по модулю 𝐿3)

𝑥𝜎 · 𝑦𝜎𝑒𝑎+𝑏 = (𝑥𝜎𝑒𝑎) * (𝑦𝜎𝑒𝑏) = (𝑥𝑒𝑎)
𝜑 * (𝑦𝑒𝑏)𝜑 = (𝑥𝑦𝑒𝑎 * 𝑒𝑏)𝜑 = (𝑥𝑦)𝜎𝑒𝑎+𝑏.

Умножая 𝜑, если необходимо, на кольцевой автоморфизм 𝜎̂−1, получим 𝜎 = 1, откуда

(𝑥𝑒𝑟)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑟mod𝑄(𝑟) (𝑟 ∈ Φ+),

где 𝑄(𝑟) :=
∑︀
𝑠>𝑟

𝐾𝑒𝑠. Кроме того,

(𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑎 + 𝑥𝜎

′
𝑒𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′
𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′′
𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅,

(𝑥𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅,

для некоторых 𝜎′, 𝜎′′, 𝜎′′′ ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+. Проверим действие этих эндоморфизмов

0 = 0𝜑 = (𝑥𝑒𝑎 * 𝑒𝑎)𝜑 = (𝑙1𝑥1
𝜎′
+ 𝑙2𝑥

𝜎′
)𝑒2𝑎+𝑏 + (𝑥1𝜎

′′ − 2𝑥𝜎
′′
)𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅, (24)

где 𝑙1 = −𝑙2 и 𝑙1 = 1 при 𝑁𝑎,𝑎+𝑏 = 2 или 𝑙1 = −1 при 𝑁𝑎+𝑏,𝑎 = −2. Отсюда 𝑥𝜎
′
= 𝑥1𝜎

′
.

(𝑙2𝑥𝑒2𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝑥𝑒𝑎+𝑏 * 𝑒𝑎)𝜑 = 𝑙2𝑥𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥1𝜎

′′
𝑒3𝑎+2𝑏,

(𝑙2𝑥𝑒2𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝑒𝑎+𝑏 * 𝑥𝑒𝑎)𝜑 = 𝑙2𝑥𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′
𝑒3𝑎+2𝑏,

аналогично предыдущим случаям 𝑥1𝜎
′′
= 𝑥𝜎

′′
. Отсюда и из (24) 𝜎′′ = 0. Далее

(𝑥𝑒𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝑒𝑎 * 𝑥𝑒𝑏)𝜑 = 𝑥𝑒𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′′
𝑒3𝑎+2𝑏,

(𝑥𝑒𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝑥𝑒𝑎 * 𝑒𝑏)𝜑 = 𝑥𝑒𝑎+𝑏 + 𝑥1𝜎

′′′
𝑒3𝑎+2𝑏, (25)

аналогично предыдущим случаям 𝑥1𝜎
′′′
= 𝑥𝜎

′′′
. Отсюда и из (24) следует, что 𝜎′, 𝜎′′′ ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+

действуют как умножения на скаляр. Умножением 𝜑 последовательно на автоморфизмы вида
(15) при 𝑡 = −1𝜎

′′′
и (16) при 𝑡 = −1𝜎

′
получим

(𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑎mod𝐴𝑛𝑛 𝑅,

(𝑥𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅.
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Умножаем на центральный автоморфизм из леммы [16, лемма 1.1.] вида (1 + 𝜁)(𝑒𝑎) =
= 𝑒𝑎 + 𝑠𝑒3𝑎+2𝑏, (1 + 𝜁)(𝑒𝑏) = 𝑒𝑏 + 𝑡𝑒3𝑎+2𝑏(𝑠, 𝑡 ∈ 𝐾), (1 + 𝜁)(𝑒𝑟) // 𝑒𝑟 для остальных 𝑟 ∈ Φ+,
получаем (𝑥𝑒𝑎)

𝜑 = 𝑥𝑒𝑎, (𝑥𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑏.

5. Случай 𝑁𝑎,𝑏 = −1, 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏 = 3, 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏 = 1.
Ясно, что централизаторы идеала 𝐿4 характеристичны, в частности, централизатор 𝐶(𝐿4) =
= 𝐾𝑒𝑎 + 𝐿2. По лемме 4 идеал 𝐴𝑛𝑛𝑟𝑅 = 𝐾𝑒𝑏 + 𝐴𝑛𝑛𝑅 тоже является характеристичным.
Учитывая характеристичность этих идеалов и 𝐿2, 𝐴𝑛𝑛𝑅, получаем

(𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑥𝜎𝑒𝑎mod𝐿2,

(𝑦𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑦𝜆𝑒𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅,

для подходящих эндоморфизмов 𝜎, 𝜆 аддитивной группы 𝐾+ кольца 𝐾 (пользуемся тем, что
𝜑 сохраняет сложение в 𝑅).
Сюръективность 𝜎, 𝜆, то есть выполнение равенств 𝐾𝜎 = 𝐾 = 𝐾𝜆, следует из характеристич-
ности идеалов 𝐶(𝑅4), 𝐴𝑛𝑛𝑟𝑅,𝐿2, 𝐴𝑛𝑛𝑅 и двух серий равенств

𝐾𝑒𝑎 + 𝐿2 = 𝐶(𝐿4) = (𝐶(𝐿4))
𝜑 = (𝐾𝑒𝑎)

𝜑 + (𝐿2)
𝜑 = 𝐾𝜎𝑒𝑎mod𝐿2,

𝐾𝑒𝑏 +𝐴𝑛𝑛𝑅 = 𝐴𝑛𝑛𝑟𝑅 = (𝐴𝑛𝑛𝑟𝑅)𝜑 = (𝐾𝑒𝑏)
𝜑 + (𝐴𝑛𝑛𝑅)𝜑 = 𝐾𝜆𝑒𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅.

Инъективность 𝜎, 𝜆 ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+ доказывается аналогично случаю 1. Отсюда вытекает вклю-
чение 𝜎, 𝜆 ∈ 𝐴𝑢𝑡 𝐾+.

По модулю 𝐿3 справедливы две серии равенств

𝐾𝑒𝑎+𝑏 = (𝐾𝑒𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝐾𝑒𝑏)

𝜑 * 𝑒𝜑𝑎 = 𝐾𝜆 · 1𝜎𝑒𝑎+𝑏,

𝐾𝑒𝑎+𝑏 = (𝐾𝑒𝑎+𝑏)
𝜑 = 𝑒𝜑𝑏 * (𝐾𝑒𝑎)

𝜑 = 1𝜆 ·𝐾𝜎𝑒𝑎+𝑏,

откуда 𝐾𝜎 · 1𝜆 = 𝐾 и 1𝜎 ·𝐾𝜆 = 𝐾. Обратимость в 𝐾 элементов 1𝜎 и 1𝜆 следует из того, что
𝐾𝜎 = 𝐾, 𝐾𝜆 = 𝐾, соотношений, указанных выше, а также леммы 3.

Умножая 𝜑 на диагональный автоморфизм, мы получим 1𝜎 = 1𝜆 = 1. Далее, 𝜑-
инвариантность основных соотношений кольца 𝑅 даёт

(𝑥𝑒𝑏 * 𝑒𝑎)𝜑 = (𝑥𝑒𝑏)
𝜑 * 𝑒𝜑𝑎 = 𝑥𝜆 · 1𝜎𝑒𝑎+𝑏,

(𝑥𝑒𝑏 * 𝑒𝑎)𝜑 = 𝑒𝜑𝑏 * (𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 1𝜆 · 𝑥𝜎𝑒𝑎+𝑏, (𝑥 ∈ 𝐾).

Поэтому 𝑥𝜆 = 𝑥𝜎 для любого 𝑥 ∈ 𝐾, то есть 𝜆 = 𝜎. Кроме того, для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾,
𝜎 ∈ 𝐴𝑢𝑡 𝑅, в силу равенств (по модулю 𝐿3)

𝑥𝜎 · 𝑦𝜎𝑒𝑎+𝑏 = (𝑥𝜎𝑒𝑏) * (𝑦𝜎𝑒𝑎) = (𝑥𝑒𝑏)
𝜑 * (𝑦𝑒𝑎)𝜑 = (𝑥𝑦𝑒𝑏 * 𝑒𝑎)𝜑 = (𝑥𝑦)𝜎𝑒𝑎+𝑏.

Умножая 𝜑, если необходимо, на кольцевой автоморфизм 𝜎̂−1, получим 𝜎 = 1, откуда

(𝑥𝑒𝑟)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑟mod𝑄(𝑟) (𝑟 ∈ Φ+),

где 𝑄(𝑟) :=
∑︀
𝑠>𝑟

𝐾𝑒𝑠. Кроме того,

(𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑎 + 𝑥𝜎

′
𝑒𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′
𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′′
𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅,
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(𝑥𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅,

для некоторых 𝜎′, 𝜎′′, 𝜎′′′ ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+. Проверим действие этих эндоморфизмов

0 = 0𝜑 = (𝑥𝑒𝑎 * 𝑒𝑎)𝜑 = (𝑙1𝑥1
𝜎′
+ 𝑙2𝑥

𝜎′
)𝑒2𝑎+𝑏 + (𝑥1𝜎

′′ − 2𝑥𝜎
′′
)𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅, (26)

где 𝑙1 = −𝑙2 и 𝑙1 = 1 при 𝑁𝑎,𝑎+𝑏 = 2 или 𝑙1 = −1 при 𝑁𝑎+𝑏,𝑎 = −2. Отсюда 𝑥𝜎
′
= 𝑥1𝜎

′
.

(𝑙1𝑥𝑒2𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝑥𝑒𝑎 * 𝑒𝑎+𝑏)𝜑 = 𝑙1𝑥𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′
𝑒3𝑎+2𝑏,

(𝑙1𝑥𝑒2𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝑒𝑎 * 𝑥𝑒𝑎+𝑏)𝜑 = 𝑙1𝑥𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥1𝜎

′′
𝑒3𝑎+2𝑏,

аналогично предыдущим случаям 𝑥1𝜎
′′

= 𝑥𝜎
′′
. Подставив это равенство в (26), получим,

−𝑥𝜎′′
= 0. Откуда 𝜎′′ = 0 для всех 𝑥 ∈ 𝐾. Далее

(𝑥𝑒𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝑒𝑏 * 𝑥𝑒𝑎)𝜑 = 𝑥𝑒𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′′
𝑒3𝑎+2𝑏,

(𝑥𝑒𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝑥𝑒𝑏 * 𝑒𝑎)𝜑 = 𝑥𝑒𝑎+𝑏 + 𝑥1𝜎

′′′
𝑒3𝑎+2𝑏, (27)

аналогично предыдущим случаям 𝑥1𝜎
′′′
= 𝑥𝜎

′′′
. Из (26) следует, что 𝜎′, 𝜎′′′ ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+ действу-

ют как умножения на скаляр.
Умножением 𝜑 последовательно на автоморфизм вида (16) при 𝑡 = −1𝜎

′
и автоморфизм

вида (15) при 𝑡 = −1𝜎
′′′
получим

(𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑎mod𝐴𝑛𝑛 𝑅,

(𝑥𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅.

Умножаем на центральный автоморфизм из леммы [16, лемма 1.1.] вида (1 + 𝜁)(𝑒𝑎) =
= 𝑒𝑎 + 𝑠𝑒3𝑎+2𝑏, (1 + 𝜁)(𝑒𝑏) = 𝑒𝑏 + 𝑡𝑒3𝑎+2𝑏(𝑠, 𝑡 ∈ 𝐾), (1 + 𝜁)(𝑒𝑟) // 𝑒𝑟 для остальных 𝑟 ∈ Φ+,
получаем (𝑥𝑒𝑎)

𝜑 = 𝑥𝑒𝑎, (𝑥𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑏.

6. Случай 𝑁𝑎,𝑏 = −1, 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏 = 3, 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏 = −1.
По лемме 4 идеалы 𝐶(𝐿4) = 𝐾𝑒𝑎+𝐿2 и 𝐶𝑟mod𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅) = 𝐾𝑒𝑏+𝐿4 являются характеристичными.
Учитывая характеристичность этих идеалов и 𝐿2, 𝐿4, получаем

(𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑥𝜎𝑒𝑎mod𝐿2,

(𝑦𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑦𝜆𝑒𝑏mod𝐿4,

для подходящих эндоморфизмов 𝜎, 𝜆 аддитивной группы 𝐾+ кольца 𝐾 (пользуемся тем, что
𝜑 сохраняет сложение в 𝑅).
Сюръективность 𝜎, 𝜆, то есть выполнение равенств 𝐾𝜎 = 𝐾 = 𝐾𝜆, следует из характеристич-
ности идеалов 𝐶(𝐿4), 𝐶𝑟mod𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅), 𝐿2, 𝐿4 и двух серий равенств

𝐾𝑒𝑎 + 𝐿2 = 𝐶(𝐿4) = (𝐶(𝐿4))
𝜑 = (𝐾𝑒𝑎)

𝜑 + (𝐿2)
𝜑 = 𝐾𝜎𝑒𝑎mod𝐿2,

𝐾𝑒𝑏 + 𝐿4 = 𝐶𝑟mod𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅) = (𝐶𝑟mod𝐴𝑛𝑛𝑅(𝑅))
𝜑 = (𝐾𝑒𝑏)

𝜑 + (𝐿4)
𝜑 = 𝐾𝜆𝑒𝑏mod𝐿4.

Инъективность 𝜎, 𝜆 ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+ доказывается аналогично случаю 1. Отсюда вытекает вклю-
чение 𝜎, 𝜆 ∈ 𝐴𝑢𝑡 𝐾+.

По модулю 𝐿3 справедливы две серии равенств

𝐾𝑒𝑎+𝑏 = (𝐾𝑒𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝐾𝑒𝑏)

𝜑 * 𝑒𝜑𝑎 = 𝐾𝜎 · 1𝜆𝑒𝑎+𝑏,
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𝐾𝑒𝑎+𝑏 = (𝐾𝑒𝑎+𝑏)
𝜑 = 𝑒𝜑𝑏 * (𝐾𝑒𝑎)

𝜑 = 1𝜎 ·𝐾𝜆𝑒𝑎+𝑏,

откуда 𝐾𝜎 · 1𝜆 = 𝐾 и 1𝜎 ·𝐾𝜆 = 𝐾. Обратимость в 𝐾 элементов 1𝜎 и 1𝜆 следует из того, что
𝐾𝜎 = 𝐾, 𝐾𝜆 = 𝐾, соотношений, указанных выше, а также леммы 3.

Умножая 𝜑 на диагональный автоморфизм, мы получим 1𝜎 = 1𝜆 = 1. Далее, 𝜑-
инвариантность основных соотношений кольца 𝑅 даёт

(𝑥𝑒𝑏 * 𝑒𝑎)𝜑 = (𝑥𝑒𝑏)
𝜑 * 𝑒𝜑𝑎 = 𝑥𝜎 · 1𝜆𝑒𝑎+𝑏mod𝐿3,

(𝑥𝑒𝑏 * 𝑒𝑎)𝜑 = 𝑒𝜑𝑏 * (𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 1𝜎 · 𝑥𝜆𝑒𝑎+𝑏mod𝐿3, (𝑥 ∈ 𝐾).

Поэтому 𝑥𝜆 = 𝑥𝜎 для любого 𝑥 ∈ 𝐾, то есть 𝜆 = 𝜎. Кроме того, для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾,
𝜎 ∈ 𝐴𝑢𝑡 𝑅, в силу равенств (по модулю 𝐿3)

𝑥𝜎 · 𝑦𝜎𝑒𝑎+𝑏 = (𝑥𝜎𝑒𝑏) * (𝑦𝜎𝑒𝑎) = (𝑥𝑒𝑏)
𝜑 * (𝑦𝑒𝑎)𝜑 = (𝑥𝑦𝑒𝑏 * 𝑒𝑎)𝜑 = (𝑥𝑦)𝜎𝑒𝑎+𝑏.

Умножая 𝜑, если необходимо, на кольцевой автоморфизм 𝜎̂−1, получим 𝜎 = 1, откуда

(𝑥𝑒𝑟)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑟mod𝑄(𝑟) (𝑟 ∈ Φ+),

где 𝑄(𝑟) :=
∑︀
𝑠>𝑟

𝐾𝑒𝑠. Кроме того,

(𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑎 + 𝑥𝜎

′
𝑒𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′
𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′′
𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅,

(𝑥𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑏 + 𝑥𝜆

′
𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅,

для некоторых 𝜎′, 𝜎′′, 𝜎′′′, 𝜆′ ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+. Проверим действие этих эндоморфизмов

0 = 0𝜑 = (𝑥𝑒𝑎 * 𝑒𝑎)𝜑 = (𝑙1𝑥1
𝜎′
+ 𝑙2𝑥

𝜎′
)𝑒2𝑎+𝑏 + (𝑥1𝜎

′′ − 2𝑥𝜎
′′
)𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅, (28)

где 𝑙1 = −𝑙2 и 𝑙1 = 1 при 𝑁𝑎,𝑎+𝑏 = 2 или 𝑙1 = −1 при 𝑁𝑎+𝑏,𝑎 = −2. Отсюда 𝑥𝜎
′
= 𝑥1𝜎

′
.

(𝑙2𝑥𝑒2𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝑥𝑒𝑎+𝑏 * 𝑒𝑎)𝜑 = 𝑙2𝑥𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥1𝜎

′′
𝑒3𝑎+2𝑏,

(𝑙2𝑥𝑒2𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝑒𝑎+𝑏 * 𝑥𝑒𝑎)𝜑 = 𝑙2𝑥𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′
𝑒3𝑎+2𝑏,

аналогично предыдущим случаям 𝑥1𝜎
′′
= 𝑥𝜎

′′
. Отсюда и из (28) 𝜎′′ = 0. Далее

0 = 0𝜑 = (𝑒𝑎 * 𝑥𝑒𝑏)𝜑 = 𝑥𝜎
′′′
𝑒3𝑎+2𝑏,

аналогично предыдущим случаям 𝜎′′′ = 0.

0 = 0𝜑 = (𝑥𝑒𝑏 * 𝑒𝑏)𝜑 = 𝑥𝜆
′
𝑒3𝑎+2𝑏, (29)

откуда 𝜆′ = 0 для всех 𝑥 ∈ 𝐾. Отсюда и из (28) следует, что 𝜎′ ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+ действует как
умножение на скаляр. Умножением 𝜑 на автоморфизм вида (14) при 𝑡 = −1𝜎

′
получим

(𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑎mod𝐴𝑛𝑛 𝑅,

(𝑥𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅.

Умножаем на центральный автоморфизм из леммы [16, лемма 1.1.] вида (1 + 𝜁)(𝑒𝑎) =
= 𝑒𝑎 + 𝑠𝑒3𝑎+2𝑏, (1 + 𝜁)(𝑒𝑏) = 𝑒𝑏 + 𝑡𝑒3𝑎+2𝑏(𝑠, 𝑡 ∈ 𝐾), (1 + 𝜁)(𝑒𝑟) // 𝑒𝑟 для остальных 𝑟 ∈ Φ+,
получаем (𝑥𝑒𝑎)

𝜑 = 𝑥𝑒𝑎, (𝑥𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑏.
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7. Случай 𝑁𝑎,𝑏 = −1, 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏 = −3, 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏 = 1.

По лемме 4 идеалы 𝐶(𝐿4) = 𝐾𝑒𝑎+𝐿2 и 𝐴𝑛𝑛𝑟𝑅 = 𝐾𝑒𝑏+𝐴𝑛𝑛𝑅 являются характеристичными.
Учитывая характеристичность этих идеалов и 𝐿2, 𝐴𝑛𝑛𝑅, получаем

(𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑥𝜎𝑒𝑎mod𝐿2,

(𝑦𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑦𝜆𝑒𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅,

для подходящих эндоморфизмов 𝜎, 𝜆 аддитивной группы 𝐾+ кольца 𝐾 (пользуемся тем, что
𝜑 сохраняет сложение в 𝑅).
Сюръективность 𝜎, 𝜆, то есть выполнение равенств 𝐾𝜎 = 𝐾 = 𝐾𝜆, следует из характеристич-
ности идеалов 𝐶(𝐿4), 𝐴𝑛𝑛𝑟𝑅,𝐿2, 𝐴𝑛𝑛𝑅 и двух серий равенств

𝐾𝑒𝑎 + 𝐿2 = 𝐶(𝐿4) = (𝐶(𝐿4))
𝜑 = (𝐾𝑒𝑎)

𝜑 + (𝐿2)
𝜑 = 𝐾𝜎𝑒𝑎mod𝐿2,

𝐾𝑒𝑏 +𝐴𝑛𝑛𝑅 = 𝐴𝑛𝑛𝑟𝑅 = (𝐴𝑛𝑛𝑟𝑅)𝜑 = (𝐾𝑒𝑏)
𝜑 + (𝐴𝑛𝑛𝑅)𝜑 = 𝐾𝜆𝑒𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅.

Инъективность 𝜎, 𝜆 ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+ доказывается аналогично случаю 1. Отсюда вытекает вклю-
чение 𝜎, 𝜆 ∈ 𝐴𝑢𝑡 𝐾+.

По модулю 𝐿3 справедливы две серии равенств

𝐾𝑒𝑎+𝑏 = (𝐾𝑒𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝐾𝑒𝑏)

𝜑 * 𝑒𝜑𝑎 = 𝐾𝜆 · 1𝜎𝑒𝑎+𝑏,

𝐾𝑒𝑎+𝑏 = (𝐾𝑒𝑎+𝑏)
𝜑 = 𝑒𝜑𝑏 * (𝐾𝑒𝑎)

𝜑 = 1𝜆 ·𝐾𝜎𝑒𝑎+𝑏,

откуда 𝐾𝜎 · 1𝜆 = 𝐾 и 1𝜎 ·𝐾𝜆 = 𝐾. Обратимость в 𝐾 элементов 1𝜎 и 1𝜆 следует из того, что
𝐾𝜎 = 𝐾, 𝐾𝜆 = 𝐾, соотношений, указанных выше, а также леммы 3.

Умножая 𝜑 на диагональный автоморфизм, мы получим 1𝜎 = 1𝜆 = 1. Далее, 𝜑-
инвариантность основных соотношений кольца 𝑅 даёт

(𝑥𝑒𝑏 * 𝑒𝑎)𝜑 = (𝑥𝑒𝑏)
𝜑 * 𝑒𝜑𝑎 = 𝑥𝜆 · 1𝜎𝑒𝑎+𝑏mod𝐿3,

(𝑥𝑒𝑏 * 𝑒𝑎)𝜑 = 𝑒𝜑𝑏 * (𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 1𝜆 · 𝑥𝜎𝑒𝑎+𝑏mod𝐿3, (𝑥 ∈ 𝐾).

Поэтому 𝑥𝜆 = 𝑥𝜎 для любого 𝑥 ∈ 𝐾, то есть 𝜆 = 𝜎. Кроме того, для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾,
𝜎 ∈ 𝐴𝑢𝑡 𝑅, в силу равенств (по модулю 𝐿3)

𝑥𝜎 · 𝑦𝜎𝑒𝑎+𝑏 = (𝑥𝜎𝑒𝑏) * (𝑦𝜎𝑒𝑎) = (𝑥𝑒𝑏)
𝜑 * (𝑦𝑒𝑎)𝜑 = (𝑥𝑦𝑒𝑏 * 𝑒𝑎)𝜑 = (𝑥𝑦)𝜎𝑒𝑎+𝑏.

Умножая 𝜑, если необходимо, на кольцевой автоморфизм 𝜎̂−1, получим 𝜎 = 1, откуда

(𝑥𝑒𝑟)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑟mod𝑄(𝑟) (𝑟 ∈ Φ+),

где 𝑄(𝑟) :=
∑︀
𝑠>𝑟

𝐾𝑒𝑠. Кроме того,

(𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑎 + 𝑥𝜎

′
𝑒𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′
𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′′
𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅,

(𝑥𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅,
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для некоторых 𝜎′, 𝜎′′, 𝜎′′′ ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+. Проверим действие этих эндоморфизмов

0 = 0𝜑 = (𝑥𝑒𝑎 * 𝑒𝑎)𝜑 = (𝑙1𝑥1
𝜎′
+ 𝑙2𝑥

𝜎′
)𝑒2𝑎+𝑏 + (−2𝑥1𝜎

′′
+ 𝑥𝜎

′′
)𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅, (30)

где 𝑙1 = −𝑙2 и 𝑙1 = 1 при 𝑁𝑎,𝑎+𝑏 = 2 или 𝑙1 = −1 при 𝑁𝑎+𝑏,𝑎 = −2. Отсюда 𝑥𝜎
′
= 𝑥1𝜎

′
.

(𝑙2𝑥𝑒2𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝑥𝑒𝑎+𝑏 * 𝑒𝑎)𝜑 = 𝑙2𝑥𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥1𝜎

′′
𝑒3𝑎+2𝑏,

(𝑙2𝑥𝑒2𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝑒𝑎+𝑏 * 𝑥𝑒𝑎)𝜑 = 𝑙2𝑥𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′
𝑒3𝑎+2𝑏,

аналогично предыдущим случаям 𝑥1𝜎
′′
= 𝑥𝜎

′′
. Отсюда и из (30) 𝜎′′ = 0. Далее

(𝑥𝑒𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝑒𝑏 * 𝑥𝑒𝑎)𝜑 = 𝑥𝑒𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′′
𝑒3𝑎+2𝑏,

(𝑥𝑒𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝑥𝑒𝑏 * 𝑒𝑎)𝜑 = 𝑥𝑒𝑎+𝑏 + 𝑥1𝜎

′′′
𝑒3𝑎+2𝑏, (31)

аналогично предыдущим случаям 𝑥1𝜎
′′′
= 𝑥𝜎

′′′
. Отсюда и из (30) следует, что 𝜎′, 𝜎′′′ ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+

действуют как умножения на скаляр. Умножением 𝜑 последовательно на автоморфизмы вида
(15) при 𝑡 = −1𝜎

′′′
и (16) при 𝑡 = −1𝜎

′
получим

(𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑎mod𝐴𝑛𝑛 𝑅,

(𝑥𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅.

Умножаем на центральный автоморфизм из леммы [16, лемма 1.1.] вида (1 + 𝜁)(𝑒𝑎) =
= 𝑒𝑎 + 𝑠𝑒3𝑎+2𝑏, (1 + 𝜁)(𝑒𝑏) = 𝑒𝑏 + 𝑡𝑒3𝑎+2𝑏(𝑠, 𝑡 ∈ 𝐾), (1 + 𝜁)(𝑒𝑟) // 𝑒𝑟 для остальных 𝑟 ∈ Φ+,
получаем (𝑥𝑒𝑎)

𝜑 = 𝑥𝑒𝑎, (𝑥𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑏.

8. Случай 𝑁𝑎,𝑏 = −1, 𝑁𝑎,2𝑎+𝑏 = −3, 𝑁𝑏,3𝑎+𝑏 = −1.
По лемме 4 идеалы 𝐶(𝐿4) = 𝐾𝑒𝑎+𝐿2 и 𝐶𝑟mod𝐿4

(𝑅) = 𝐾𝑒𝑏+𝐿3 являются характеристичными.
Учитывая характеристичность этих идеалов и 𝐿2, 𝐿3, получаем

(𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑥𝜎𝑒𝑎mod𝐿2,

(𝑦𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑦𝜆𝑒𝑏mod𝐿3,

для подходящих эндоморфизмов 𝜎, 𝜆 аддитивной группы 𝐾+ кольца 𝐾 (пользуемся тем, что
𝜑 сохраняет сложение в 𝑅).
Сюръективность 𝜎, 𝜆, то есть выполнение равенств 𝐾𝜎 = 𝐾 = 𝐾𝜆, следует из характеристич-
ности идеалов 𝐶(𝑅4), 𝐶𝑟mod𝐿4

(𝑅), 𝐿2, 𝐿3 и двух серий равенств

𝐾𝑒𝑎 + 𝐿2 = 𝐶(𝐿4) = (𝐶(𝐿4))
𝜑 = (𝐾𝑒𝑎)

𝜑 + (𝐿2)
𝜑 = 𝐾𝜎𝑒𝑎mod𝐿2,

𝐾𝑒𝑏 + 𝐿3 = 𝐶𝑟mod𝐿4
(𝑅) = (𝐶𝑟mod𝐿4

(𝑅))𝜑 = (𝐾𝑒𝑏)
𝜑 + (𝐿3)

𝜑 = 𝐾𝜆𝑒𝑏mod𝐿3.

Инъективность 𝜎, 𝜆 ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+ доказывается аналогично случаю 1. Отсюда вытекает вклю-
чение 𝜎, 𝜆 ∈ 𝐴𝑢𝑡 𝐾+.

По модулю 𝐿3 справедливы две серии равенств

𝐾𝑒𝑎+𝑏 = (𝐾𝑒𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝐾𝑒𝑏)

𝜑 * 𝑒𝜑𝑎 = 𝐾𝜆 · 1𝜎𝑒𝑎+𝑏,

𝐾𝑒𝑎+𝑏 = (𝐾𝑒𝑎+𝑏)
𝜑 = 𝑒𝜑𝑏 * (𝐾𝑒𝑎)

𝜑 = 1𝜆 ·𝐾𝜎𝑒𝑎+𝑏,

откуда 𝐾𝜎 · 1𝜆 = 𝐾 и 1𝜎 ·𝐾𝜆 = 𝐾. Обратимость в 𝐾 элементов 1𝜎 и 1𝜆 следует из того, что
𝐾𝜎 = 𝐾, 𝐾𝜆 = 𝐾, соотношений, указанных выше, а также леммы 3.
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Умножая 𝜑 на диагональный автоморфизм, мы получим 1𝜎 = 1𝜆 = 1. Далее, 𝜑-
инвариантность основных соотношений кольца 𝑅 даёт

(𝑥𝑒𝑎 * 𝑒𝑏)𝜑 = (𝑥𝑒𝑏)
𝜑 * 𝑒𝜑𝑎 = 𝑥𝜆 · 1𝜎𝑒𝑎+𝑏mod𝐿3,

(𝑥𝑒𝑎 * 𝑒𝑏)𝜑 = 𝑒𝜑𝑏 * (𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 1𝜆 · 𝑥𝜎𝑒𝑎+𝑏mod𝐿3, (𝑥 ∈ 𝐾).

Поэтому 𝑥𝜆 = 𝑥𝜎 для любого 𝑥 ∈ 𝐾, то есть 𝜆 = 𝜎. Кроме того, для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾,
𝜎 ∈ 𝐴𝑢𝑡 𝑅, в силу равенств (по модулю 𝐿3)

𝑥𝜎 · 𝑦𝜎𝑒𝑎+𝑏 = (𝑥𝜎𝑒𝑏) * (𝑦𝜎𝑒𝑎) = (𝑥𝑒𝑏)
𝜑 * (𝑦𝑒𝑎)𝜑 = (𝑥𝑦𝑒𝑏 * 𝑒𝑎)𝜑 = (𝑥𝑦)𝜎𝑒𝑎+𝑏.

Умножая 𝜑, если необходимо, на кольцевой автоморфизм 𝜎̂−1, получим 𝜎 = 1, откуда

(𝑥𝑒𝑟)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑟mod𝑄(𝑟) (𝑟 ∈ Φ+),

где 𝑄(𝑟) :=
∑︀
𝑠>𝑟

𝐾𝑒𝑠. Кроме того,

(𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑎 + 𝑥𝜎

′
𝑒𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′
𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′′
𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅,

(𝑥𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑏 + 𝑥𝜆

′
𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥𝜆

′′
𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅,

для некоторых 𝜎′, 𝜎′′, 𝜎′′′, 𝜆′, 𝜆′′ ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+. Проверим действие этих эндоморфизмов

0 = 0𝜑 = (𝑥𝑒𝑎 * 𝑒𝑎)𝜑 = (𝑙1𝑥1
𝜎′
+ 𝑙2𝑥

𝜎′
)𝑒2𝑎+𝑏 + (−2𝑥1𝜎

′′
+ 𝑥𝜎

′′
)𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛𝑅, (32)

где 𝑙1 = −𝑙2 и 𝑙1 = 1 при 𝑁𝑎,𝑎+𝑏 = 2 или 𝑙1 = −1 при 𝑁𝑎+𝑏,𝑎 = −2. Отсюда 𝑥𝜎
′
= 𝑥1𝜎

′
.

(𝑥𝑒𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝑥𝑒𝑏 * 𝑒𝑎)𝜑 = 𝑥𝑒𝑎+𝑏 + 𝑥𝜆

′
𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅,

(𝑥𝑒𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝑒𝑏 * 𝑥𝑒𝑎)𝜑 = 𝑥𝑒𝑎+𝑏 + 𝑥1𝜆

′
𝑒3𝑎+𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅, (33)

откуда 𝑥1𝜆
′
= 𝑥𝜆

′
.

(𝑙1𝑥𝑒2𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝑥𝑒𝑎 * 𝑒𝑎+𝑏)𝜑 = 𝑙1𝑥𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥𝜎

′′
𝑒3𝑎+2𝑏,

(𝑙1𝑥𝑒2𝑎+𝑏)
𝜑 = (𝑒𝑎 * 𝑥𝑒𝑎+𝑏)𝜑 = 𝑙1𝑥𝑒2𝑎+𝑏 + 𝑥1𝜎

′′
𝑒3𝑎+2𝑏, (34)

аналогично предыдущим случаям 𝑥1𝜎
′′
= 𝑥𝜎

′′
.

0 = 0𝜑 = (𝑒𝑏 * 𝑥𝑒𝑏)𝜑 = 𝑥𝜆
′′
𝑒3𝑎+2𝑏, (35)

откуда 𝑥𝜆
′′
= 0, то есть 𝜆′′ = 0 для всех 𝑥 ∈ 𝐾. Далее, из равенств 0 = 0𝜑 = (𝑥𝑒𝑏 * 𝑒𝑎+𝑏)𝜑 =

= 𝑥𝜆
′
𝑒3𝑎+2𝑏, получаем равенство 𝜆′ = 0. Из равенств

0 = 0𝜑 = (𝑥𝑒𝑎 * 𝑒𝑏)𝜑 = 𝑥𝜎
′′′
𝑒3𝑎+2𝑏,

из чего следует, что 𝑥𝜎
′′′
= 0, то есть 𝜎′′′ = 0 для всех 𝑥 ∈ 𝐾.

Из (17)-(20) следует, что 𝜎′, 𝜎′′, 𝜆′ ∈ 𝐸𝑛𝑑 𝐾+ действуют как умножения на скаляр. Умно-
жением 𝜑 на автоморфизм вида (14) при 𝑡 = −1𝜎

′
получим

(𝑥𝑒𝑎)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑎mod𝐴𝑛𝑛 𝑅,

(𝑥𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑏mod𝐴𝑛𝑛 𝑅.

Умножаем на центральный автоморфизм из леммы [16, лемма 1.1.] вида (1 + 𝜁)(𝑒𝑎) =
= 𝑒𝑎 + 𝑠𝑒3𝑎+2𝑏, (1 + 𝜁)(𝑒𝑏) = 𝑒𝑏 + 𝑡𝑒3𝑎+2𝑏(𝑠, 𝑡 ∈ 𝐾), (1 + 𝜁)(𝑒𝑟) // 𝑒𝑟 для остальных 𝑟 ∈ Φ+,
получаем (𝑥𝑒𝑎)

𝜑 = 𝑥𝑒𝑎, (𝑥𝑒𝑏)
𝜑 = 𝑥𝑒𝑏. 2
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5. Заключение

В статье установлены критерии изоморфизма точных обёртывающих колец 𝑅 колец Ли
𝑁Φ(𝐾) типа 𝐺2 над произвольным ассоциативно-коммутативным кольцом 𝐾 с единицей, так-
же получено явное описание их автоморфизмов.
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