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Аннотация

В 1872 году Р. Дедекиндом была построено множество вещественных чисел R как неко-
торое расширение множества рациональных чисел Q способом взятия счётных порядко-
вых регулярных сечений. Этот способ был обобщён и применён Г. Макнейлом к некоторым
упорядоченным математическим системам. В данной статье способ Дедекинда –Макнейла
применяется к математической системе 𝐶, порождённой семейством 𝐶𝑏(𝑇,𝒢) всех непре-
рывных ограниченных функций 𝑓 : 𝑇 // R на тихоновском топологическом пространстве
(𝑇,𝒢).

Рассматривается дедекиндово расширение 𝐶 // // 𝐷(𝐶), а также счётно-дедекиндово

расширение 𝐶 // // 𝐷0(𝐶), как более близкий аналог классического расширения Q // // R.
Даются функционально-факторные описания указанных расширений через семейства рав-
номерных функций относительно ансамблей подмножеств множества 𝑇 , обладающих свой-
ством Стоуна и конуль-свойством Стоуна.

Даются характеризации указанных расширений как некоторых пополнений решёточно-
го линейного пространства 𝐶, наделённого некоторой локальной структурой идеального

измельчения.
Функциональное описание и характеризация счётно-дедекиндова расширения 𝐶 // //

// // 𝐷0(𝐶) оказываются удивительным образом совпадающим с функциональным описани-
ем и характеризацией риманова расширения 𝐶 // // 𝑅𝜇, порождённого фактор-семейством
всех функций на тихоновском пространстве (𝑇,𝒢), 𝜇-интегрируемых по Риману относи-
тельно положительной ограниченной радоновской меры 𝜇.
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Abstract

In 1872 R. Dedekind constructed the set of real numbers R as a certain extension of the set
of rational numbers Q by taking countable order regular cuts. This method was generalized and
applied by G. MacNeille to some ordered mathematical systems. In this article the Dedekind –
MacNeille method is applied to the mathematical system 𝐶 generated by the family 𝐶𝑏(𝑇,𝒢)
of all continuous bounded functions 𝑓 : 𝑇 // R on the Tikhonov topological space (𝑇,𝒢).

We consider Dedekind extension 𝐶 // // 𝐷(𝐶), and also countably Dedekind extension

𝐶 // // 𝐷0(𝐶) as a closer analogue of the classical extension Q // // R. Functional-factor
descriptions of these extensions are given through families of functions uniform with respect
to ensembles of subsets of the set 𝑇 having the Stone property and the Stone cozero property.

Characterizations of these extensions are given as some completions of the lattice linear
space 𝐶 endowed with some local structure of ideal refinement.

The functional description and characterization of the countable Dedekind extension
𝐶 // // 𝐷0(𝐶) turn out to be surprisingly similar with the functional description and characte-
rization of the Riemannian extension 𝐶 // // 𝑅𝜇 generated by the factor-family of all functions
on the Tikhonov space (𝑇,𝒢) 𝜇-Riemann integrable with respect to a positive bounded Radon
measure 𝜇.
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1. Введение

Ещё в 1872 году Р. Дедекиндом была построено множество вещественных чисел R как
некоторое расширение множества рациональных чисел Q способом взятия счётных порядко-
вых сечений. В 1937 году этот способ был обобщён и применён Г. Макнейлом к произвольным
упорядоченным множествам и решёткам [1]. Затем способ Дедекинда –Макнейла был распро-
странён на упорядоченные абелевы группы и на решёточные линейные пространства.

Напомним, что решёточным линейным пространством (короче латлинеалом) называется
такая математическая система (𝐴,R, 0,+, ·R,∨,∧), что:
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� |𝐴,R, 0,+, ·R| является линейным пространством над полем R;

� |𝐴,∨,∧| является решёткой;

� ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴 (𝑎 ∨ 𝑏+ 𝑐 = (𝑎+ 𝑐) ∨ (𝑏+ 𝑐) и ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴 (𝑎 ∧ 𝑏+ 𝑐 = (𝑎+ 𝑐) ∧ (𝑏+ 𝑐));

� ∀𝑟 ∈ R+ ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 (𝑟(𝑎 ∨ 𝑏) = 𝑟𝑎 ∨ 𝑟𝑏 и ∀𝑟 ∈ R+ ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 (𝑟(𝑎 ∧ 𝑏) = 𝑟𝑎 ∧ 𝑟𝑏).

В латлинеале 𝐴 вводится отношение порядка: 𝑎 ≤ 𝑏, если 𝑎∧𝑏 = 𝑎. Если 𝑎 ∈ 𝐴, то 𝑎+ ≡ 𝑎∨0
и 𝑎− ≡ 𝑎 ∧ 0. В латлинеале выполнены равенства 𝑎 = 𝑎+ + 𝑎− и |𝑎| ≡ 𝑎 ∨ (−𝑎) = 𝑎+ − 𝑎−.

Пара подмножеств (𝑃,𝑄) упорядоченного множества (𝐴,⩽) называется сечением в 𝐴, если
𝑝 ⩽ 𝑞 для всех 𝑝 ∈ 𝑃 и 𝑞 ∈ 𝑄. Сечение (𝑃,𝑄) называется сечением Макнейла или регулярным,
если 𝑄 = 𝑃 𝑢 ≡ {ℎ ∈ 𝐴 | ∀𝑝 ∈ 𝑃 (ℎ ⩾ 𝑝)} и 𝑃 = 𝑄𝑙 ≡ {𝑔 ∈ 𝐴 | ∀𝑞 ∈ 𝑄 (𝑔 ⩽ 𝑞)}. В [1]
было построено расширение Дедекинда –Макнейла 𝑤 : 𝐴 // // 𝐷(𝐴), в котором 𝐷(𝐴) является
упорядоченным множеством всех регулярных сечений упорядоченного множества (𝐴,⩽), к
которым добавлены множества 𝐴𝑙 и 𝐴, а 𝑤(𝑎) ≡ ({𝑎}𝑢𝑙, {𝑎}𝑢) для любого 𝑎 ∈ 𝐴.

Кроме классического расширения 𝑤 : Q // // 𝐷(Q) особый интерес представляет дедекин-
дово расширение 𝑤 : 𝐶 // // 𝐷(𝐶) семейства 𝐶 ≡ 𝐶𝑏(𝑇,𝒢) всех непрерывных ограниченных
функций 𝑓 : 𝑇 // R на тихоновском (вполне регулярном) топологическом пространстве (𝑇,𝒢)
с ансамблем открытых подмножеств 𝒢.

Долгое время функциональное описание абстрактного дедекиндова расширения 𝑤 : 𝐶 // //
// // 𝐷(𝐶) через какие-либо функции на 𝑇 было неизвестно. Краткие изложения этого описания
были даны в работе [2] в общем виде, а в работе [3] — через фактор-семейство 𝑍 равномерных
функций относительно ансамбля 𝒮𝒫 подмножеств множества 𝑇 со свойством Стоуна. Полное
изложение этого функционального описания даётся в разделе 2 настоящей статьи.

После нахождения функционального описания 𝐷(𝐶) ≈ 𝑍 возникла задача характериза-
ции дедекиндова расширения 𝑢 : 𝐶 // // 𝑍 математической системы 𝐶 в терминах структур 0,
1, +, ·, ·R, ∨, ∧, аналогичная задаче характеризации классического дедекиндова расширения
𝑢 : Q // // R математической системы рациональных чисел Q в терминах структур 0, 1, +, ·,
∨, ∧.

Построение классического дедекиндова расширения 𝑢 : Q // // R обладает одной важной
особенностью: регулярные сечения (𝑃,𝑄) в R являются счётными. Поэтому в качестве бо-
лее близкого аналога расширения 𝑢 : Q // // R в разделе 2.3 для семейства 𝐶 рассматривается
счётно-дедекиндово расширение 𝑢 : 𝐶 // // 𝐷0(𝐶) и даётся функциональное описание множе-
ства 𝐷0(𝐶) всех счётно-тесных сечений семейства 𝐶 через фактор-семейство 𝑍0 равномерных
функций относительно ансамбля 𝒮𝒫0 подмножеств множества 𝑇 с конуль-свойством Стоуна.

Указанные выше структуры для системы 𝐶 разделяются на две принципиально разные
части. Если брать только кольцевые структуры 0, 1, +, ·, то они связаны дистрибутивным
равенством 𝑎(𝑏 + 𝑐) = 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐. Если же брать только структуры решёточного линейно-
го пространства 0, 1, +, ·R, ∨, ∧, то они связаны лишь дистрибутивным неравенством
𝑎 ∧ (𝑏 + 𝑐) ⩽ 𝑎 ∧ 𝑏 + 𝑎 ∧ 𝑐. По этой причине работа с последними структурами является
концептуально более сложной, чем с первыми.

Поэтому вначале в работах [5] – [9] была дана характеризация функционально-факторных
расширений 𝑢 : 𝐶 // // 𝑍 и 𝑢 : 𝐶 // // 𝑍0 как некоторых делимых оболочек 𝑢 : 𝐶 // // 𝐴 кольца 𝐶.

Наличие у решёточных линейных пространств только дистрибутивного неравенства 𝑎 ∧
∧ (𝑏+ 𝑐) ⩽ 𝑎∧ 𝑏+𝑎∧ 𝑐 вместо дистрибутивного равенства 𝑎(𝑏+ 𝑐) = 𝑎𝑏+𝑎𝑐 у колец приводит к
тому, что кажущийся на первый взгляд параллелизм между свойством кольцевой делимости,
как хорошего продолжения гомоморфизма 𝜙 ∈ Hom𝐴(𝐷,𝐴) для идеала 𝐷 в 𝐴 до гомоморфиз-
ма 𝜓 ∈ Hom𝐴(𝐴,𝐴), и свойством порядковой полноты, как существования хорошей зазорной
границы 𝑃 ⩽ 𝑎 ⩽ 𝑄 для сечения 𝑃 ⩽ 𝑄 в 𝐴, на некотором этапе теряется. Поэтому долгое
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время не удавалось найти свойство, характеризующее узость зазора в сечении 𝑃 ⩽ 𝑄 и поз-
воляющее создать в этом зазоре указанный элемент 𝑎 ∈ 𝐴. Такое свойство было найдено в
работе [10] (см. также [11]).

Раздел 3 данной работы посвящён характеризации функционально-факторных расшире-
ний 𝑢 : 𝐶 // // 𝑍 и 𝑢 : 𝐶 // // 𝑍0 как некоторых порядковых пополнений 𝑢 : 𝐶 // // 𝐴 решёточного
линейного пространства 𝐶. Представленная характеризация была анонсирована в [12].

В данной работе систематически используются понятия и обозначения из книг [13] и [14].

2. Функциональное описание дедекиндова расширения семей-
ства непрерывных ограниченных функций. Счётно-дедекин-
дово расширение

2.1. Функциональное описание дедекиндова расширения

Через 𝒰 обозначим подансамбль ансамбля 𝒢, состоящий из всех всюду плотных открытых
множеств 𝑈 . Рассмотрим идеальный ансамбль [14, 2.1.4] ℛ ≡ {𝑅 ⊂ 𝑇 | ∃𝑈 ∈ 𝒰 (𝑅 ⊂ 𝑇 ∖ 𝑈)},
состоящий из всех подмножеств нигде не плотных замкнутых множеств. Рассмотрим ансамбль
𝒮𝒫 ≡ {𝑃 ⊂ 𝑇 | ∃𝐺 ∈ 𝒢 ∃𝑅 ∈ ℛ (𝑃 = 𝐺 ∪𝑅)} всех множеств из 𝑇 co свойством Стоуна.

Рассмотрим семейство 𝑈(𝑇,𝒮𝒫) всех 𝒮𝒫-равномерных функций, т. е. таких функций, что
для любого 𝑛 ∈ N существует конечное покрытие (𝑆𝑘 ∈ 𝒮𝒫 | 𝑘 ∈ 𝐾) множества 𝑇 , для
которого колебание 𝜔(𝑓, 𝑆𝑘) ≡ sup{|𝑓(𝑡)− 𝑓(𝑠)| | 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑆𝑘} меньше 1/𝑛 для любого 𝑘 ∈ 𝐾 [14,
2.4.1]. Фактор-семейство 𝑈(𝑇,𝒮𝒫)/ℛ по идеальному ансамблюℛ [14, 2.2.6] обозначим через 𝑍.
Определим инъективное отображение 𝑢 : 𝐶 // // 𝑍, полагая 𝑢𝑐 ≡ 𝑐 mod ℛ.

Обозначим через 𝑆𝐶 𝑙𝑏(𝑇,𝒢) и 𝑆𝐶𝑢𝑏 (𝑇,𝒢) подсемейства всех полунепрерывных снизу и, соот-
ветственно, сверху функций семейства 𝐹𝑏(𝑇 ) всех ограниченных вещественнозначных функ-
ций 𝑓 : 𝑇 // R. Имеет место вложение 𝑆𝐶 𝑙𝑏(𝑇,𝒢) ∪ 𝑆𝐶𝑢𝑏 (𝑇,𝒢) ⊂ 𝑈(𝑇,𝒮𝒫).

Если (𝑃,𝑄) — сечение в 𝐶, то ему можно сопоставить функции 𝑔 ≡ sup𝑃 и ℎ ≡ inf 𝑄, где
супремум и инфимум берутся в упорядоченном множестве 𝐹𝑏(𝑇 ) относительно поточечного
порядка. Легко проверить, что 𝑔 ∈ 𝑆𝐶 𝑙𝑏(𝑇,𝒢), ℎ ∈ 𝑆𝐶𝑢𝑏 (𝑇,𝒢) и 𝑔 ⩽ ℎ.

Теорема 1. Пусть (𝑇,𝒢) — тихоновское пространство и 𝐶 = 𝐶𝑏(𝑇,𝒢). Тогда:

1) если (𝑃,𝑄) ∈ 𝐷(𝐶) то для определённых выше функций 𝑔 и ℎ имеет место равенство
𝑔 mod ℛ = ℎ̄ mod ℛ в фактор-множестве 𝑍;

2) отображение 𝑣 : 𝐷(𝐶) // 𝑍, такое что 𝑣(𝑃,𝑄) ≡ 𝑎 ≡ 𝑔 ≡ ℎ̄, является биективным;

3) (𝑣 ∘ 𝑤)𝑐 = 𝑐 для любой функции 𝑐 ∈ 𝐶.

Доказательство. Рассмотрим множества 𝑈𝑛≡{𝑡∈𝑇 |∃𝑝∈𝑃∃𝑞∈𝑄(𝑞(𝑡)− 𝑝(𝑡)>1/𝑛), 𝑛 ∈ N}.
Предположим, что 𝑆 ≡ 𝑇 ∖ cl𝑈𝑛 ̸= ∅. Тогда 𝑞(𝑡)− 𝑝(𝑡) ⩾ 1/𝑛 для любых 𝑝 и 𝑞 и любого 𝑡 ∈ 𝑆.
Так как наше пространство тихоновское, существует такая ненулевая функция 𝑥 ∈ 𝐶+, что
coz𝑥 ⊂ 𝑆, 𝑥 ⩽ 1/(3𝑛) и 𝑆𝑥 ≡ {𝑡 ∈ 𝑆 | 𝑥(𝑡) = 1/(3𝑛)} ̸= ∅.

Рассмотрим функции ̃︀𝑞 ≡ 𝑞−𝑥. Ясно, что ̃︀𝑞 ⩾ 𝑝 для любой 𝑝 ∈ 𝑃 . По условию ̃︀𝑞 ∈ 𝑃 𝑢 = 𝑄.
Следовательно, для 𝑡∈𝑆𝑥 имеем ̃︀ℎ(𝑡)≡ inf(̃︀𝑞(𝑡) |𝑞 ∈ 𝑄)=inf(𝑞(𝑡) | 𝑞 ∈ 𝑄)−𝑥(𝑡) = ℎ(𝑡)−1/(3𝑛) <
< ℎ(𝑡) (см. лемму 1 в [13, 1.4.5]). С другой стороны, в силу регулярности сечения, из ̃︀𝑞 ∈ 𝑃 𝑢 = 𝑄
вытекает ̃︀ℎ(𝑡) ⩾ ℎ(𝑡). Из полученного противоречия следует 𝑅 = ∅, т. е. 𝑈𝑛 ∈ 𝒰 .

Если 𝑡 ∈ 𝑈𝑛, то ℎ(𝑡)− 𝑔(𝑡) ⩽ 𝑞(𝑡)− 𝑝(𝑡) < 1/𝑛. Значит, 𝑅𝑛 ≡ {𝑡 ∈ 𝑇 | ℎ(𝑡)− 𝑔(𝑡) ⩾ 1/𝑛} =
= 𝑇 ∖ 𝑈𝑛 ∈ ℛ влечёт 𝑅𝑛 ∈ ℛ для любого 𝑛 ∈ N. Поэтому 𝑔 ∼ ℎ mod ℛ.

По теореме 1 из [14, 2.5.2] имеем 𝑔, ℎ ∈ 𝑄𝑈𝑏(𝑇,𝒢,ℛ), где последнее семейство определяется
как множество ограниченных функций (𝑓 : 𝑇 // R), таких что для любого 𝜀 > 0 существу-
ют множество 𝑅 ∈ ℛ и конечная коллекция ((𝐺𝑖 ∈ 𝒢 | 𝑖 ∈ 𝐼)), для которых коллекция
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((𝐺𝑖∩𝐷 | 𝑖 ∈ 𝐼)) является покрытием множества (𝐷 ≡ 𝑇 ∖𝑅) и (𝜔(𝐹,𝐺𝑖∩𝐷) < 𝜀) для каждого
(𝑖 ∈ 𝐼). По предложению 5 из [14, 2.5.2] 𝑄𝑈𝑏(𝑇,𝒢,ℛ) = 𝑈(𝑇,𝒮𝒫). Поэтому 𝑔 = ℎ̄ ∈ 𝑍.

Таким образом, регулярному сечению (𝑃,𝑄) мы сопоставили элемент 𝑎 ≡ 𝑔 = ℎ̄ ∈ 𝑍.
Отображение (𝑃,𝑄) ↦ // 𝑎 из 𝐷(𝐶) в 𝑍 обозначим через 𝑣.

Убедимся в сюръективности отображения 𝑣. Пусть 𝑎 ≡ 𝑓 ∈ 𝑍. По теореме 1 из [14, 2.5.2]
существуют такие функции 𝑔 ∈ 𝑆𝐶 𝑙𝑏(𝑇,𝒢) и ℎ ∈ 𝑆𝐶𝑢𝑏 (𝑇,𝒢), что 𝑔 ⩽ 𝑓 ⩽ ℎ и 𝑔 = 𝑎 = 𝑓 .
По предложению 2 из [14, 2.3.8] для функций 𝑔 и ℎ существуют такие множества 𝑃 и 𝑄 в 𝐶,
что 𝑔 = sup𝑃 и 𝑞 = inf 𝑄 в 𝐹𝑏(𝑇 ).

Поскольку сечение (𝑃,𝑄) не обязательно регулярно, рассмотрим пару (𝑃 ′, 𝑄′) в 𝐶, где
𝑃 ′ ≡ {𝑝 ∈ 𝐶 | 𝑝 ⩽ ℎ} и 𝑄′ ≡ {𝑞 ∈ 𝑄 | 𝑔 ⩽ 𝑞}.

Если 𝑝 ∈ 𝑃 ′ и 𝑞 ∈ 𝑄′, то 𝑝 ⩽ ℎ и 𝑞 ⩾ 𝑔. Поэтому 𝑞 − 𝑝 ⩾ 𝑔 − ℎ влечёт
𝑞(𝑡) − 𝑝(𝑡) ⩾ 𝑔(𝑡) − ℎ(𝑡) > −1/𝑛 для любого 𝑡 ∈ 𝑈𝑛, откуда в силу непрерывности функ-
ций 𝑝 и 𝑞 и плотности множества 𝑈𝑛 следует, что 𝑞(𝑡) − 𝑝(𝑡) ⩾ −1/𝑛 для всех 𝑡 ∈ 𝑇 . Далее,
в силу архимедовости R и произвольности 𝑛 получаем 𝑞(𝑡) ⩾ 𝑝(𝑡) и 𝑞 ⩾ 𝑝. Следовательно,
(𝑃 ′, 𝑄′) является сечением.

Проверим его регулярность. Пусть 𝑦 ∈ 𝑃 ′𝑢, т. е. 𝑦 ∈ 𝐶 и 𝑝 ⩽ ℎ влечёт 𝑦 ⩾ 𝑝. Если 𝑝 ∈ 𝑃 ,
то 𝑝 ⩽ 𝑔 ⩽ ℎ влечёт 𝑦 ⩾ 𝑝, т. е. 𝑦 ⩾ 𝑔. Следовательно, 𝑦 ∈ 𝑄′. Таким образом, 𝑃 ′𝑢 ⊂ 𝑄′. Пусть
𝑦 ∈ 𝑄′, т. е. 𝑔 ⩽ 𝑦. Пусть 𝑝 ∈ 𝑃 ′, т. е. 𝑝 ∈ 𝐶 и 𝑝 ⩽ ℎ. Для 𝑡 ∈ 𝑈𝑛 имеем ℎ(𝑡) − 𝑔(𝑡) < 1/𝑛.
Следовательно, 𝑦(𝑡) ⩾ 𝑔(𝑡) > ℎ(𝑡) − 1/𝑛 ⩾ 𝑝(𝑡) − 1/𝑛. В силу плотности 𝑈𝑛 и непрерывности
функций 𝑦 и 𝑝 получаем 𝑦(𝑡) ⩾ 𝑝(𝑡)− 1/𝑛 для всех 𝑡 ∈ 𝑇 , т. е. 𝑦 ⩾ 𝑝. Поэтому 𝑦 ∈ 𝑃 ′𝑢. Таким
образом, 𝑄′ ⊂ 𝑃 ′𝑢. В итоге 𝑃 ′𝑢 = 𝑄′.

Пусть теперь 𝑧 ∈ 𝑄′𝑙, т. е. 𝑧 ∈ 𝐶 и 𝑞 ⩾ 𝑔 влечёт 𝑧 ⩽ 𝑞, т. е. 𝑧 ⩽ ℎ. Следовательно, 𝑧 ∈ 𝑃 ′.
Таким образом, 𝑄′𝑙 ⊂ 𝑃 ′. Пусть 𝑧 ∈ 𝑃 ′, т. е. 𝑧 ⩽ ℎ. Пусть 𝑞 ∈ 𝑄′, т. е. 𝑞 ∈ 𝐶 и 𝑔 ⩽ 𝑞. Для 𝑡 ∈ 𝑈𝑛
имеем ℎ(𝑡) − 𝑔(𝑡) < 1/𝑛. Следовательно, 𝑧(𝑡) ⩽ ℎ(𝑡) < 𝑔(𝑡) + 1/𝑛 ⩽ 𝑞(𝑡) + 1/𝑛. Как и выше
это неравенство влечёт неравенство 𝑧 ⩽ 𝑞. Поэтому 𝑧 ∈ 𝑄′𝑙. Таким образом, 𝑃 ′ ⊂ 𝑄′𝑙. В итоге
𝑄′𝑙 = 𝑃 ′.

Для регулярного сечения (𝑃 ′, 𝑄′) рассмотрим соответствующие функции 𝑔′ ≡ sup𝑃 ′ и
ℎ′ ≡ inf 𝑄′ в 𝐹𝑏(𝑇 ). Ясно, что 𝑔′ ⩽ ℎ′.

Пусть 𝑝 ∈ 𝑃 . Тогда 𝑝 ⩽ 𝑔 ⩽ ℎ влечёт 𝑝 ∈ 𝑃 ′. Значит, 𝑃 ⊂ 𝑃 ′. Пусть 𝑞 ∈ 𝑄. Тогда 𝑔 ⩽ ℎ ⩽ 𝑞
влечёт 𝑞 ∈ 𝑄′. Значит, 𝑄 ⊂ 𝑄′.

Отсюда следует, что 𝑔 ⩽ 𝑔′ и ℎ ⩾ ℎ′. Поэтому неравенство 𝑔 ⩽ 𝑔′ ⩽ ℎ′ ⩽ ℎ означает, что
𝑎 = 𝑔′ = ℎ̄′, т. е. 𝑎 = 𝑣(𝑃 ′, 𝑄′).

Проверим, что отображение 𝑣 инъективно. Пусть (𝑃1, 𝑄1) и (𝑃2, 𝑄2) — такие регу-
лярные сечения, что 𝑔1 = ℎ̄1, 𝑔2 = ℎ̄2 и 𝑔1 = 𝑔2. Тогда существуют такие плот-
ные открытые множества 𝑈1

𝑛, 𝑈
2
𝑛 и 𝑉𝑛, что ℎ1(𝑡) − 𝑔1(𝑡) < 1/𝑛 для любого 𝑡 ∈ 𝑈1

𝑛,
ℎ2(𝑡) − 𝑔2(𝑡) < 1/𝑛 для любого 𝑡 ∈ 𝑈2

𝑛 и |𝑔1(𝑡) − 𝑔2(𝑡)| < 1/𝑛 для любого 𝑡 ∈ 𝑉𝑛. Рассмот-
рим плотные открытые множества 𝑊𝑛 ≡ 𝑈1

𝑛 ∩ 𝑈2
𝑛 ∩ 𝑉𝑛. Пусть 𝑝1 ∈ 𝑃1 и 𝑡 ∈ 𝑊𝑛. Тогда

𝑝1(𝑡) ⩽ ℎ1(𝑡) ⩽ 𝑔1(𝑡)+1/𝑛 < 𝑔2(𝑡)+2/𝑛 ⩽ ℎ2(𝑡)+2/𝑛 ⩽ 𝑞2(𝑡)+2/𝑛 для любой 𝑞2 ∈ 𝑄2. По плот-
ности𝑊𝑛 и непрерывности 𝑝1 и 𝑞2 заключаем, что 𝑝1(𝑡) ⩽ 𝑞2(𝑡)+2/𝑛 для всех 𝑡 ∈ 𝑇 . В силу ар-
химедовости R заключаем, что 𝑝1 ⩽ 𝑞2, т. е. 𝑝1 ∈ 𝑄𝑙2 = 𝑃2. Значит, 𝑃1 ⊂ 𝑃2. Подобным образом
устанавливается и обратное включение. Таким образом, 𝑃1 = 𝑃2. Тогда 𝑄1 = 𝑃 𝑢1 = 𝑃 𝑢2 = 𝑄2.
В итоге получем равенство (𝑃1, 𝑄1) = (𝑃2, 𝑄2). 2

По лемме 1 из [14, 2.4.3] латлинеал 𝑈(𝑇,𝒮𝒫) является равномерно полным. По следствию 2
леммы 5 из [14, 2.2.7] семейство 𝑍 является банаховым латлинеалом и банаховой латалгеброй
с единицей 1̄ и нормой ‖𝑓‖1̄ ≡ inf{𝑥 ∈ R+ | |𝑓 | ⩽ 𝑥1̄}. Легко проверить, что равномерная
сходимость в 𝑍 и сходимость по норме ‖ · ‖1̄ равносильны. Поэтому 𝑍 является 𝑐-латлинеалом
и 𝑐-латалгеброй с единицей 1̄.

Определим 𝑐-расширение 𝑢 : 𝐶 // // 𝑍, полагая 𝑢𝑐 ≡ 𝑐 для 𝑐 ∈ 𝐶. Назовём его дедекиндовым
расширением 𝑐-латлинеала и 𝑐-латалгебры 𝐶.
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2.2. Переход к тесным сечениям

Свойство регулярности сечения (𝑃,𝑄) является слишком сильным. Для того, чтобы дать
характеризацию дедекиндова расширения 𝑢 : 𝐶 // // 𝑍 среди всех 𝑐-расширений 𝑢 : 𝐶 // // 𝐴,
рассмотрим более слабое свойство.

Сечение (𝑃,𝑄) в латлинеале 𝐴 с единицей 1, такой что ∀𝑎 ∈ 𝐴 ∃𝑛 ∈ N (|𝑎| ⩽ 𝑛1), назо-
вём тесным или 𝑡-сечением (“t” от слова “tight”), если для любого 𝑥 ∈ 𝐴+ и любого 𝑛 ∈ N
из свойства ∀𝑝 ∈ 𝑃 ∀𝑞 ∈ 𝑄 ((1/𝑛+ 𝑝− 𝑞)+ ∧ 𝑥 = 0) следует равенство 𝑥 = 0.

Лемма 1. Пусть |𝐴,⊮| — 𝑐-латлинеал и (𝑃,𝑄) — регулярное сечение в 𝐴. Тогда сечение
(𝑃,𝑄) является тесным.

Доказательство. Обозначим упорядоченное множество всех максимальных собственных
идеалов латлинеала 𝐴 через 𝑇 . По теореме Крейнов –Какутани [15, XII.5] латлинеал 𝐴 изо-
морфен латлинеалу 𝐶 ≡ 𝐶𝑏(𝑇,𝒢). Поэтому будем считать, что 𝐴 = 𝐶. Рассмотрим плотные
открытые множества 𝑈𝑛 ≡ {𝑡 ∈ 𝑇 | ∃𝑝 ∈ 𝑃 ∃𝑞 ∈ 𝑄 (𝑞(𝑡) − 𝑝(𝑡) < 1/𝑛)} из доказательства
теоремы 1. Пусть ∀𝑝 ∈ 𝑃 ∀𝑞 ∈ 𝑄 ((1+ 𝑝− 𝑞)+ ∧ 𝑥 = 0) для 𝑥 ∈ 𝐶+.

Предположим, что 𝑥 > 0. Тогда для любого 𝑡 ∈ coz𝑥 ∈ 𝒢 и для любых 𝑝 и 𝑞 имеет место
равенство (1/𝑛+ 𝑝(𝑡)− 𝑞(𝑡))+ = 0. Поскольку множество 𝑈𝑛 плотно, существует 𝑡 ∈ coz𝑥∩𝑈𝑛.
Тогда имеет место неравенство 𝑞(𝑡)− 𝑝(𝑡) < 1/𝑛 для некоторых 𝑝 и 𝑞. Из полученного проти-
воречия следует, что 𝑥 = 0. 2

Лемма 2. Пусть (𝑃,𝑄) — сечение в 𝐶 и 𝑔 ≡ sup𝑃 и 𝑞 ≡ inf 𝑄 — точные верхняя и
нижняя границы множеств 𝑃 и 𝑄 в 𝐹𝑏(𝑇 ). Тогда следующие заключения равносильны:

1) сечение (𝑃,𝑄) является тесным;

2) 𝑔 ∼ ℎ mod ℛ;

3) 𝑔 ∼ ℎ mod ℛ и 𝑔, ℎ ∈ 𝑈(𝑇,𝒮𝒫).

Доказательство. 1) ⊢ 2). Рассмотрим открытые множества 𝑈𝑛 ≡ {𝑡 ∈ 𝑇 | ∃𝑝 ∈ 𝑃 ∃𝑞 ∈
∈ 𝑄 (𝑞(𝑡)− 𝑝(𝑡) < 1/𝑛)}. Тогда ℎ(𝑡)− 𝑔(𝑡) < 1/𝑛 для каждого 𝑡 ∈ 𝑈𝑛. Поэтому ℎ(𝑡)− 𝑔(𝑡) ⩾ 1/𝑛
для любого 𝑡 ∈ 𝑅𝑛 ≡ 𝑇 ∖ 𝑈𝑛. Предположим, что 𝑅𝑛 /∈ ℛ, т. е. 𝑆 ≡ 𝑇 ∖ cl𝑈𝑛 ̸= ∅. Поскольку
наше пространство является тихоновским, существует такая ненулевая функция 𝑥 ∈ 𝐶+, что
coz𝑥 ⊂ 𝑆. Тогда для любых 𝑝 и 𝑞 и 𝑡 ∈ coz𝑥 верно 1/𝑛+ 𝑝(𝑡)− 𝑞(𝑡) ⩽ 1/𝑛+ 𝑔(𝑡)−ℎ(𝑡) ⩽ 0, т. е.
(1/𝑛 + 𝑝(𝑡) − 𝑞(𝑡))+ = 0. Следовательно, (1/𝑛 + 𝑝(𝑡) − 𝑞(𝑡))+ ∧ 𝑥(𝑡) = 0. Если же 𝑡 /∈ coz𝑥, то
также (1/𝑛+ 𝑝(𝑡)− 𝑞(𝑡))+ ∧ 𝑥(𝑡) = 0. Поэтому ∀𝑝 ∈ 𝑃 ∀𝑞 ∈ 𝑄 ((1/𝑛+ 𝑝− 𝑞)+ ∧ 𝑥 = 0) и 𝑥 > 0.
Но это противоречит тесноте (𝑃,𝑄). Значит, 𝑅𝑛 ∈ ℛ. В итоге 𝑔 ∼ ℎ mod ℛ.

2) ⊢ 1). Пусть 𝑥 ∈ 𝐶+ и ∀𝑝 ∈ 𝑃 ∀𝑞 ∈ 𝑄 ((1/𝑛+𝑝−𝑞)+∧𝑥 = 0). Поскольку 𝑔 ∼ ℎ mod ℛ, мно-
жество 𝑈𝑛 является плотным. Возьмём 𝑡 ∈ 𝑈𝑛. Тогда найдутся такие 𝑝 и 𝑞, что 𝑞(𝑡)−𝑝(𝑡) < 1/𝑛.
Поэтому (1/𝑛 + 𝑝(𝑡) − 𝑞(𝑡))+ > 0. Из условия на 𝑥 теперь следует, что 𝑥(𝑡) = 0. Значит,
coz𝑥 ∩ 𝑈𝑛 = ∅ и coz𝑥 ∈ 𝒢. Из плотности 𝑈𝑛 вытекает coz𝑥 = ∅ и 𝑥 = 0.

2) ⊢ 3). По теореме 1 из [14, 2.5.2] функции 𝑔 и ℎ принадлежат 𝑄𝑈𝑏(𝑇,𝒢,ℛ). По предло-
жению 5 из [14, 2.5.2] имеем 𝑄𝑈𝑏(𝑇,𝒢,ℛ) = 𝑈(𝑇,𝒮𝒫).

3) ⊢ 2). Эта выводимость очевидна. 2

2.3. Счётно-дедекиндово расширение и его функциональное описание

Отказ от регулярных сечений и переход к тесным сечениям в латлинеалах с единицами
позволяет ввести понятие счётно-дедекиндова расширения латлинеала |𝐴,1|.

Сечение (𝑃,𝑄) в 𝐴 назовём подсечением сечения (𝑃 ′, 𝑄′), если 𝑃 ⊂ 𝑃 ′ и 𝑄 ⊂ 𝑄′.
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Сечение (𝑃 ′, 𝑄′) в 𝐴 назовём счётно-тесным, если у него существует такое счётное под-
сечение (𝑃,𝑄) со свойствами card𝑃 ⩽ 𝜔0 и card𝑄 ⩽ 𝜔0, что сечения (𝑃,𝑄), (𝑃 ′, 𝑄) и (𝑃,𝑄′)
являются тесными.

Рассмотрим подмножество 𝐷0(𝐴) множества 𝐷(𝐴), состоящее из всех счётно-тесных сече-
ний латлинеала |𝐴,1|.

Пусть 𝑎 ∈ 𝐴. Рассмотрим множества 𝑃𝑎 ≡ {𝑝 ∈ 𝐴 | 𝑝 ⩽ 𝑎} и 𝑄𝑎 ≡ 𝑃 𝑢𝑎 . Пара (𝑃𝑎, 𝑄𝑎) явля-
ется регулярным сечением, причём 𝑤𝑎 = (𝑃𝑎, 𝑄𝑎), где 𝑤 — вложение Дедекинда –Макнейла из
введения и теоремы 1. Сечение ({𝑎}, {𝑎}) является счётным подсечением сечения (𝑃𝑎, 𝑄𝑎). По-
скольку сечения ({𝑎}, {𝑎}), ({𝑎}, 𝑄𝑎) и (𝑃𝑎, {𝑎}) являются тесными, сечение (𝑃𝑎, 𝑄𝑎) является
счётно-тесным. Поэтому 𝑤𝑎 ∈ 𝐷0(𝐴).

Таким образом, вложение 𝑤[𝐴] ⊂ 𝐷0(𝐴) означает, что мы можем рассмотреть более узкое
расширение 𝑤0 : 𝐴 // // 𝐷0(𝐴). Назовём его счётно-дедекиндовым расширением латлинеала
|𝐴,1|.

Для нас интерес представляет счётно-дедекиндово расширение 𝑤0 : 𝐶 // // 𝐷
0(𝐶) латлине-

ала |𝐶,1|.
Дадим его функциональное описание. Через 𝒢0 обозначим ансамбль конуль-множеств

coz 𝑓 ≡ {𝑡 ∈ 𝑇 | 𝑓(𝑡) ̸= 0} ∈ 𝒢 всех функций 𝑓 ∈ 𝐶. Через 𝒰0 обозначим подансамбль ан-
самбля 𝒢0, состоящий из всех плотных в 𝑇 конуль-множеств 𝑈 ∈ 𝒢0. Рассмотрим идеальный
ансамбль ℛ0 ≡ {𝑅 ⊂ 𝑇 | ∃𝑈 ∈ 𝒰0 (𝑅 ⊂ 𝑇 ∖ 𝑈)}, состоящий из всех подмножеств нигде
не плотных нуль-множеств z 𝑓 ≡ {𝑡 ∈ 𝑇 | 𝑓(𝑡) = 0} функций 𝑓 ∈ 𝐶. Рассмотрим ансамбль
𝒮𝒫0 ≡ {𝑃 ⊂ 𝑇 | ∃𝐺 ∈ 𝒢0 ∃𝑅 ∈ ℛ0 (𝑃 = 𝐺 ∪𝑅)}.

Рассмотрим семейство 𝑈(𝑇,𝒮𝒫0) всех 𝒮𝒫0-равномерных функций. Фактор-семейство
𝑈(𝑇,𝒮𝒫0)/ℛ0 обозначим через 𝑍0.

Лемма 3. Пусть (𝑃,𝑄) — счётное сечение в 𝐶 и 𝑔 ≡ sup𝑃 и 𝑞 ≡ inf 𝑄 — точные верхняя
и нижняя границы множеств 𝑃 и 𝑄 в 𝐹𝑏(𝑇 ). Тогда следующие заключения равносильны:

1) сечение (𝑃,𝑄) является тесным;

2) 𝑔 ∼ ℎ mod ℛ0;

3) 𝑔 ∼ ℎ mod ℛ0 и 𝑔, ℎ ∈ 𝑈(𝑇,𝒮𝒫0).

Доказательство. 1) ⊢ 2). Рассмотрим множества 𝑈𝑛 ≡ {𝑡 ∈ 𝑇 | ∃𝑝 ∈ 𝑃 ∃𝑞 ∈ 𝑄 (𝑞(𝑡)−𝑝(𝑡) <
< 1/𝑛)}. По утверждению 6) предложения 1 из [14, 2.2.5] имеем 𝑈𝑛 ∈ 𝒢0. Далее доказательство
проводится так же, как в выводе 1) ⊢ 2) из доказательства леммы 2.

2) ⊢ 1). Вывод полностью совпадает с выводом 2) ⊢ 1) из доказательства леммы 2 при
замене ℛ на ℛ0.

2) ⊢ 3). По теореме 1 из [14, 2.5.2] функции 𝑔 и ℎ принадлежат 𝑄𝑈𝑏(𝑇,𝒢0,ℛ0). По предло-
жению 5 из [14, 2.5.2] имеем 𝑄𝑈𝑏(𝑇,𝒢0,ℛ0) = 𝑈(𝑇,𝒮𝒫0).

3) ⊢ 2). Эта выводимость очевидна. 2

Лемма 4. Пусть (𝑃 ′, 𝑄′) — счётно-тесное регулярное сечение в 𝐶 и 𝑔′ ≡ sup𝑃 ′ и
ℎ′ ≡ inf 𝑄′ в 𝐹𝑏(𝑇 ). Тогда существуют такие функции 𝑔 ∈ 𝑆𝐶 𝑙𝑏(𝑇,𝒢0) и ℎ ∈ 𝑆𝐶𝑢𝑏 (𝑇,𝒢0),
что 𝑔 ⩽ 𝑔′ ⩽ ℎ′ ⩽ ℎ, 𝑔 ∼ ℎ mod ℛ0 и 𝑔, ℎ ∈ 𝑈(𝑇,𝒮𝒫0).

Доказательство. По условию существует такое счётное подсечение (𝑃,𝑄) сечения (𝑃 ′, 𝑄′),
что сечения (𝑃,𝑄), (𝑃 ′, 𝑄) и (𝑃,𝑄′) являются тесными. Рассмотрим функции 𝑔 ≡ sup𝑃 и
ℎ ≡ inf 𝑄 в 𝐹𝑏(𝑇 ). По предложению 1 из [14, 2.3.6] имеем 𝐶 = 𝑀(𝑇,𝒢0). Поэтому, в силу
предложения 1 из [14, 2.3.8], 𝑔 ∈ 𝑆𝐶 𝑙𝑏(𝑇,𝒢0) и ℎ ∈ 𝑆𝐶𝑢𝑏 (𝑇,𝒢0). По лемме 3 имеем 𝑔 ∼ ℎ mod ℛ0

и 𝑔, ℎ ∈ 𝑈(𝑇,𝒮𝒫0). 2

Для каждого сечения 𝑑 ≡ (𝑃 ′, 𝑄′) ∈ 𝐷0(𝐶) рассмотрим множество 𝐹𝑑 тех функ-
ций 𝑓 ∈ 𝑈(𝑇,𝒮𝒫0), для которых существуют такие функции 𝑔 ∈ 𝑆𝐶 𝑙𝑏(𝑇,𝒢0) ∩ 𝑈(𝑇,𝒮𝒫0)
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и ℎ ∈ 𝑆𝐶𝑢𝑏 (𝑇,𝒢0) ∩ 𝑈(𝑇,𝒮𝒫0), что 𝑓 ∼ 𝑔 mod ℛ0, 𝑔 ⩽ 𝑔′ ⩽ ℎ′ ⩽ ℎ, 𝑔 ∼ ℎ mod ℛ0. По лемме 4
оно не пусто. Если 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐹𝑑, то из 𝑓1 ∼ 𝑔′ mod ℛ0 и 𝑓2 ∼ 𝑔′ mod ℛ0 следует 𝑓1 ∼ 𝑓2 mod ℛ0.
Поэтому множество 𝐹𝑑 содержится в некотором классе эквивалентности 𝑋 ∈ 𝑍0. Если 𝑥 ∈ 𝑋,
то 𝑥 ∼ 𝑓 mod ℛ0 для некоторого 𝑓 ∈ 𝐹𝑑. Возьмём для функции 𝑓 функции 𝑔 ⩽ 𝑔′ ⩽ ℎ′ ⩽ ℎ из
определения 𝐹𝑑. Тогда 𝑥 ∼ 𝑔 mod ℛ0 влечёт 𝑥 ∈ 𝐹𝑑. Значит, 𝑥 ∈ 𝐹𝑑, т. е. 𝐹𝑑 = 𝑋 ∈ 𝑍0.

Поэтому мы можем определить отображение 𝑣0 : 𝐷0(𝐶) // // 𝑍0, полагая 𝑣0𝑑 ≡ 𝐹𝑑.
Следующая теорема даёт функциональное описание счётно-дедекиндова множества𝐷0(𝐶).

Теорема 2. Отображение 𝑣0 : 𝐷
0(𝐶) // 𝑍0 биективно.

Доказательство. Установим сначала инъективность 𝑣0. Пусть 𝑑1≡(𝑃 ′
1, 𝑄

′
1) и 𝑑2≡(𝑃 ′

2, 𝑄
′
2) —

элементы из 𝐷0(𝐶), для которых 𝑣0𝑑1 = 𝑣0𝑑2. Возьмём соответствующие функции 𝑔′1 ≡ sup𝑃 ′
1

и 𝑔′2 ≡ sup𝑃 ′
2 из 𝐹𝑏(𝑇 ). По определению отображения 𝑣 имеем 𝑣𝑑1 = 𝑔′1 mod ℛ и 𝑣𝑑2 = 𝑔′2 mod

ℛ. Поскольку 𝑣0𝑑1 = 𝑣0𝑑2, существует такая функция 𝑓 из этого множества, что 𝑓 ∼ 𝑔′1 mod ℛ0

и 𝑓 ∼ 𝑔′2 mod ℛ0. Следовательно, 𝑔′1 ∼ 𝑔′2 mod ℛ0. Из ℛ0 ⊂ ℛ вытекает, что 𝑣𝑑1 = 𝑔′1 mod
ℛ0 = 𝑔′2 mod ℛ0 = 𝑣𝑑2. По теореме 1 отображение 𝑣 инъективно. Поэтому 𝑑1 = 𝑑2.

Проверим теперь сюръективность 𝑣0. Пусть 𝑎 ∈ 𝑍0. Возьмём 𝑓 ∈ 𝑎, т. е. 𝑓 ∈ 𝑈(𝑇,𝒮𝒫0).
По предложению 5 из [14, 2.5.2] имеем 𝑓 ∈ 𝑄𝑈𝑏(𝑇,𝒢,ℛ). По утверждению 5) предложе-

ния 1 из [14, 2.2.5] ансамбль 𝒢0 является отделимой совершенной 𝜎-основой. Поэтому, согласно
теореме 2 из [14, 2.5.2], для 𝑓 существуют такие счётные коллекции 𝜋 ≡ (𝑝𝑖 ∈ 𝐶 | 𝑖 ∈ 𝐼) и
κ ≡ (𝑞𝑗 ∈ 𝐶 | 𝑗 ∈ 𝐽), что 𝑝𝑖 ⩽ 𝑓 ⩽ 𝑞𝑗 и 𝑔 ∼ ℎ mod ℛ0, где 𝑔 ≡ sup𝜋 и ℎ ≡ inf κ. Рассмотрим
множества 𝑃 ≡ {𝑝𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} и 𝑄 ≡ {𝑞𝑗 | 𝑗 ∈ 𝐽} в 𝐶. По лемме 3 сечение (𝑃,𝑄) является тесным.

Рассмотрим множества 𝑃 ′′ ≡ {𝑢 ∈ 𝐶 | 𝑢 ⩽ 𝑓} и 𝑄′′ ≡ {𝑣 ∈ 𝐶 | 𝑓 ⩽ 𝑣}. Для них 𝑃 ⊂ 𝑃 ′′

и 𝑄 ⊂ 𝑄′′. Возьмём функции 𝑔′′ ≡ sup𝑃 ′′ ∈ 𝑆𝐶 𝑙𝑏(𝑇,𝒢) и ℎ′′ ≡ inf 𝑄′′ ∈ 𝑆𝐶𝑢𝑏 (𝑇,𝒢). Тогда из
𝑔 ⩽ 𝑔′′ ⩽ 𝑓 ⩽ ℎ′′ ⩽ ℎ и 𝑔 ∼ ℎ mod ℛ вытекает 𝑔′′ ∼ 𝑓 ∼ ℎ′′ mod ℛ. Поскольку сечение
(𝑃 ′′, 𝑄′′) не обязательно регулярно, рассмотрим пару (𝑃 ′, 𝑄′), где 𝑃 ′ ≡ {𝑝′ ∈ 𝐶 | 𝑝′ ⩽ ℎ′′}
и 𝑄′ ≡ {𝑞′ ∈ 𝐶 | 𝑔′′ ⩽ 𝑞′}. Так же, как это было сделано в доказательстве теоремы 1, проверя-
ется, что (𝑃 ′, 𝑄′) является регулярным сечением, 𝑃 ′′ ⊂ 𝑃 ′ и 𝑄′′ ⊂ 𝑄′.

Рассмотрим функции 𝑔′ ≡ sup𝑃 ′ и ℎ′ ≡ inf 𝑄′ в 𝐹𝑏(𝑇 ). Для них 𝑔′′ ⩽ 𝑔′ и ℎ′ ⩽ ℎ′′. Поэтому
неравенство 𝑔 ⩽ 𝑔′′ ⩽ 𝑔′ ⩽ ℎ′ ⩽ ℎ′′ ⩽ ℎ и эквивалентность 𝑔 ∼ ℎ mod ℛ0 означают, что все
эти функции эквивалентны. Кроме того, 𝑃 ⊂ 𝑃 ′′ ⊂ 𝑃 ′ и 𝑄 ⊂ 𝑄′′ ⊂ 𝑄. Следовательно, (𝑃,𝑄)
является счётным подсечением регулярного сечения (𝑃 ′, 𝑄′).

Поскольку 𝑔 ∼ ℎ′ и 𝑔′ ∼ ℎ, по лемме 2 сечения (𝑃,𝑄′) и (𝑃 ′, 𝑄) являются тесными. Поэтому
𝑑 ≡ (𝑃 ′, 𝑄′) ∈ 𝐷0(𝐶).

По построению 𝑔 ∈ 𝑆𝐶 𝑙𝑏(𝑇,𝒢0) ∩ 𝑈(𝑇,𝒮𝒫0), ℎ ∈ 𝑆𝐶𝑢𝑏 (𝑇,𝒢0) ∩ 𝑈(𝑇,𝒮𝒫0) и 𝑔 ⩽ 𝑓 ⩽ ℎ.
Поскольку 𝑔 ∼ ℎ mod ℛ0, имеем 𝑓 ∼ 𝑔 mod ℛ0. Поэтому 𝑓 ∈ 𝐹𝑑. В итоге 𝑣0𝑑 ≡ 𝐹𝑑 = 𝑓 mod
ℛ0 = 𝑎. 2

Для латлинеала |𝐴,1| можно построить его канторово секвенциальное пополнение 𝐶𝑠(𝐴)
точно так же, как это делается для Q (см. [13, 1.4.3]). Из теоремы 2 и статьи [16] следует, что
счётно-дедекиндово расширение 𝐶 // // 𝐷0(𝐶) совпадает с его канторовым секвенциальным
пополнением 𝐶 // // 𝐶𝑠(𝐶).

Кроме того, для кольца |𝐶,1| можно взять его классическое кольцо частных 𝑄𝑐𝑙(𝐶)
(см. [16]) и в нём взять его ограниченную часть 𝑄𝑐𝑙𝑏 (𝐶). Поскольку латалгебра 𝑄

𝑐𝑙
𝑏 (𝐶) не за-

мкнута относительно 1̄-равномерной сходимости последовательностей, можно взять её 1̄-
равномерное пополнение 𝑄

𝑐𝑙
𝑏 (𝐶). В указанной работе было дано его функциональное описание

в виде изоморфизма 𝑄
𝑐𝑙
𝑏 (𝐶) // // // 𝑍

0.
Более того, для кольца |𝐶,1| можно взять его рационально-полное кольцо частных 𝑄(𝐶)

(см. [5] и [7]) и в нём взять его ограниченную часть 𝑄𝑏(𝐶). Поскольку латалгебра 𝑄𝑏(𝐶)
не замкнута относительно 1̄-равномерной сходимости последовательностей, можно взять её 1̄-
равномерное пополнение 𝑄𝑏(𝐶). В работе [5] было дано его функциональное описание в виде
𝑄𝑏(𝐶) // // // 𝑍.
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3. Характеризация дедекиндова и счётно-дедекиндова расшире-
ний 𝑐-латлинеала непрерывных ограниченных функций

В разделе 2 были даны функциональные описания множеств 𝐷(𝐶) и 𝐷0(𝐶) в виде
функционально-факторных семейств 𝑍 и 𝑍0. На этих семействах можно рассматривать есте-
ственные структуры 0̄, 1̄,+, ·, ·R,∨,∧. Эти структуры разделяются на две принципиально раз-
ные части. Кольцевые структуры + и · связаны дистрибутивным равенством 𝑎(𝑏+𝑐) = 𝑎𝑏+𝑎𝑐.
В то же время латлинеальные структуры + и ∧ связаны лишь дистрибутивным неравенством
𝑎∧(𝑏+𝑐) ≤ 𝑎∧𝑏+𝑎∧𝑐. По этой причине работа с последними структурами является концепту-
ально более сложной, чем с первыми. Поэтому нахождение латлинеальных аналогов важных
кольцевых свойств и работа с ними занимают гораздо больше времени.

В частности, ещё в 1956 году Ю. Утуми [17] расширил понятие классической делимости
в кольцах и определил понятие делимости относительно плотного идеала 𝐷 кольца 𝐴. Это
позволило в статье [7] дать кольцевые характеризации расширений 𝑢 : 𝐶 // // 𝑍 и 𝑢0 : 𝐶 // // 𝑍0.

Латлинеальный аналог “горизонтального” свойства плотности идеала 𝐷 в кольце 𝐴 в виде
“вертикального” свойства плотности сечения (𝑃,𝑄) в 𝑐-латлинеале |𝐴,1| был найден в ста-
тье [3] и в виде более общего “вертикального” свойства плотности сечения (𝑃,𝑄) в произволь-
ном латлинеале |𝐴,1| был найден в статье [11].

3.1. Привлечение локальных свойств

Далее будем рассматривать только 𝑐-расширения 𝑢 : |𝐶,1| // // |𝐴,1|, т. е. инъективные отоб-
ражения 𝑢 : 𝐶 // // 𝐴, сохраняющие все 𝑐-латлинеальные структуры 𝑐-латлинеалов |𝐶,1| и
|𝐴,1|.

Ещё в статьях [7, 6, 3] было показано, что для характеризации расширений 𝑢 : 𝐶 // // 𝑍 и
𝑢0 : 𝐶 // // 𝑍0 общих латлинеальных свойств недостаточно и нужно привлекать “локальные”
свойства, определяемые через структуру измельчения.

Идеал 𝐵 латлинеала |𝐴,1| называется замкнутым, если для любого элемента 𝑎 ∈ 𝐴 и для
любой последовательной (𝑏𝑛 ∈ 𝐵 | 𝑛 ∈ N) из условия ∀𝑘 ∈ N ∃𝑛 ∈ N ∀𝑝 ∈ N (𝑝 ≥ 𝑛⇒ |𝑎−𝑏𝑝| <
< 1/𝑘) вытекает принадлежность 𝑎 ∈ 𝐵. Ансамбль всех замкнутых идеалов в 𝐴 обозначим
через 𝒞(𝐴).

Далее Λ𝑏 будет обозначать некоторую выделенную открытую 𝜋-базу в пространстве (𝑇,𝒢),
т. е. подансамбль ансамбля 𝒢 такой, что ∀ 𝐺 ∈ 𝒢 ∃𝐸 ∈ Λ𝑏 (𝐸 ⊂ 𝐺). Наделим его порядком
по вложению. Элемент 𝐸 ∈ Λ𝑏 называется вершиной коллекции (𝐸𝜉 ∈ Λ𝑏 | 𝜉 ∈ Ξ), если 𝐸𝜉 ⊂ 𝐸
для любого 𝜉 и для любого 𝐿 ∈ Λ𝑏, такого, что ∅ ̸= 𝐿 ⊂ 𝐸, существуют 𝜉0 и 𝑀 ⊂ Λ𝑏, такие,
что ∅ ̸=𝑀 ⊂ 𝐿 и 𝑀 ⊂ 𝐸𝜉0 (см. [7]). Обозначим это свойство через 𝐸 = top(𝐸𝜉 | 𝜉 ∈ Ξ).

Коллекция A ≡ (𝐴𝐸 ∈ 𝒞(𝐴) | 𝐸 ∈ Λ𝑏) называется базисным измельчением 𝑐-латлинеала
𝐴, если:

а) 𝐴𝐸 = 𝐴, если и только если 𝐸 = ∅;

б)
⋂︀
(𝐴𝐸 | 𝐸 ∈ Σ𝑏) = {0};

в) 𝐸1 ⊂ 𝐸2 влечёт 𝐴𝐸1 ⊂ 𝐴𝐸2 ;

г) 𝐸 = top(𝐸𝜉 | 𝜉 ∈ Ξ) влечёт 𝐴𝐸 =
⋂︀
(𝐴𝐸𝜉 | 𝜉 ∈ Ξ).

𝑐-Латлинеал 𝐴 с базисным измельчением A назовём 𝑐𝑟𝑏-латлинеалом (буква “r” от слова
“refinement”) и обозначим через |𝐴,A|.

На исходном 𝑐-латлинеале 𝐶 рассмотрим исходное выделенное базисное измельчение
C𝑏 ≡ (𝐶𝐸 ∈ 𝒞(𝐶) | 𝐸 ∈ Λ𝑏), в котором 𝐶𝐸 ≡ {𝑐 ∈ 𝐶 | cl𝐸 ∩ coz 𝑐 = ∅}.
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𝑐-Расширение 𝑢 : 𝐶 // // 𝐴, в котором |𝐴,A| является 𝑐𝑟𝑏-латлинеалом, называется 𝑐𝑟𝑏-
расширением 𝑐𝑟𝑏-латлинеала |𝐶, C𝑏|, если: а) 𝑢[𝐶𝐸 ] ⊂ 𝐴𝐸 для любого 𝐸 ∈ Λ𝑏 и б) 𝑢𝑐 ∈ 𝐴𝐸
влечёт 𝑐 ∈ 𝐶𝐸 . Такое расширение обозначим через 𝑢 : |𝐶, C𝑏| // // |𝐴,A|.

Пусть 𝐵 ⊂ 𝐴. Рассмотрим множество 𝐵⊥ ≡ {𝑎 ∈ 𝐴 | ∀𝑏 ∈ 𝐵 (|𝑎| ∧ |𝑏| = 0)}. Коллекция
A называется насыщенной, если для любого непустого множества 𝐸 ∈ Λ𝑏 и для любого дизъ-
юнктно замкнутого множества 𝐵 = 𝐵⊥⊥, такого что 𝐵⊥ ̸⊂ 𝐴𝐸 , существует такое множество
𝐹 ∈ Λ𝑏, что ∅ ̸= 𝐹 ⊂ 𝐸 и 𝐵 ⊂ 𝐴𝐹 . 𝑐𝑟𝑏-Расширение 𝑢 : |𝐶, C𝑏| // // |𝐴,A| называется насыщенным,
если измельчение A является насыщенным.

Далее, для того, чтобы дать параллельные определения и для 𝑍, и для 𝑍0, будем исполь-
зовать значок 𝜃 ∈ {∅, 0}. Если 𝜃 = ∅, то 𝑍𝜃 ≡ 𝑍, если 𝜃 = 0, то 𝑍𝜃 ≡ 𝑍0. Этот значок в том
же смысле будем использовать и в других местах.

На 𝑐-латлинеале 𝑍𝜃 рассмотрим базисное измельчение A
𝜃
𝑏 ≡ (𝑍𝜃𝐸 ∈ 𝒞(𝑍𝜃) | 𝐸 ∈ Λ𝑏), такое

что 𝑍𝜃𝐸 ≡ {𝑓 ∈ 𝑍𝜃 | ∀𝑛 ∈ N (cl𝐸 ∩ coz𝑛 𝑓 ∈ ℛ𝜃)}, где coz𝑛 𝑓 ≡ {𝑡 ∈ 𝑇 | |𝑓(𝑡)| > 1/𝑛} (см. [14,
2.2.5]). Тогда исходное дедекиндово расширение 𝑢 : 𝐶 // // 𝑍𝜃 превращается в 𝑐𝑟𝑏-расширение
𝑢 : |𝐶, C𝑏| // // |𝑍𝜃,A𝜃𝑏 |.

Пусть 𝑢 : 𝐶 // // 𝐴 и ̃︀𝑢 : 𝐶 // // ̃︀𝐴 являются 𝑐-расширениями 𝑐-латлинеала 𝐶. Морфиз-
мом из 𝑐-расширения 𝑢 : 𝐶 // // 𝐴 в 𝑐-расширение ̃︀𝑢 : 𝐶 // // ̃︀𝐴 называется гомоморфизм
𝑣 : |𝐴,1| ↦ // | ̃︀𝐴, ̃︀1| латлинеалов с единицами, такой, что 𝑣∘𝑢 = ̃︀𝑢.Морфизмом из 𝑐𝑟𝑏-расширения

𝑢 : |𝐶, C𝑏| // // |𝐴,A| в 𝑐𝑟𝑏-расширение ̃︀𝑢 : |𝐶, C𝑏| // // | ̃︀𝐴, ̃︀A| назовём такой морфизм 𝑣 из 𝑢 : 𝐶 // // 𝐴
в ̃︀𝑢 : 𝐶 // // ̃︀𝐴, что 𝑣[𝐴𝐸 ] ⊂ ̃︀𝐴𝐸 для любого 𝐸 ∈ Λ𝑏. Морфизм 𝑣 из 𝑢 в 𝑢̃ назовём биморфиз-
мом, если отображение множеств 𝑣 : 𝐴 // ̃︀𝐴 является биективным и системное отображение
𝑣−1 : | ̃︀𝐴, ̃︀A| // // |𝐴,A| является морфизмом из 𝑢̃ в 𝑢.

Если вдобавок отображение 𝑣 инъективно и 𝑣𝑎 ∈ ̃︀𝐴𝐸 влечёт 𝑎 ∈ 𝐴𝐸 , то скажем, что второе
𝑐𝑟𝑏-расширение больше первого или первое 𝑐𝑟𝑏-расширение вкладывается во второе.

3.2. Свойства полноты и граничности типа 𝑍𝜃𝑐

Пусть сначала |𝐴,1| — латлинеал с единицей.
Элемент 𝑎 ∈ 𝐴 назовём 𝑡-мажорантой множества 𝑃 , если пара (𝑃, {𝑎}) являет-

ся 𝑡-сечением. Обозначим это свойство через 𝑎 = t-maj𝑃 . Элемент 𝑎 ∈ 𝐴 назовём 𝑡-
минорантой множества 𝑄, если пара ({𝑎}, 𝑄) является 𝑡-сечением. Обозначим это свойство
через 𝑎 = t-min𝑄.

Лемма 5. Пусть (𝑃,𝑄) — 𝑡-сечение в 𝐴, 𝑎 ∈ 𝐴 и 𝑝 ≤ 𝑎 ≤ 𝑞 для любых 𝑝 ∈ 𝑃 и 𝑞 ∈ 𝑄.
Тогда 𝑎 = t-maj𝑃 и 𝑎 = t-min𝑄.

Доказательство. Пусть ∀𝑝 ∈ 𝑃 ((1/𝑛 + 𝑝 − 𝑎)+ ∧ 𝑥 = 0) для некоторого 𝑥 ∈ 𝐴+. Так как
𝑎 ≤ 𝑞, то ∀𝑝 ∈ 𝑃 ∀𝑞 ∈ 𝑄 ((1/𝑛 + 𝑝 − 𝑞)+ ∧ 𝑥 = 0). Значит, 𝑎 = t-maj𝑃 . Второе равенство
выводится таким же образом. 2

Пусть теперь |𝐴,A| — 𝑐𝑟𝑏-латлинеал. Сечение (𝑃,𝑄) назовём 𝑟-тесным, если для любого
𝐸 ∈ Λ𝑏, любого 𝑥 ∈ 𝐴+ и любого 𝑛 ∈ N из ∀𝑝 ∈ 𝑃 ∀𝑞 ∈ 𝑄 ((1/𝑛 + 𝑝 − 𝑞)+ ∧ 𝑥 ∈ 𝐴𝐸) следует
𝑥 ∈ 𝐴𝐸 . Из второго свойства измельчения следует, что 𝑟-тесное сечение является тесным.
𝑟-Тесное сечение назовём также 𝑟𝑡-сечением.

Элемент 𝑎 ∈ 𝐴 назовём 𝑟-тесной мажорантой или 𝑟𝑡-мажорантой множества 𝑃 ⊂ 𝐴,
если пара (𝑃, {𝑎}) является 𝑟𝑡-сечением. Обозначим это свойство через 𝑎 = rt-maj𝑃 . Элемент
𝑎 ∈ 𝐴 назовём 𝑟-тесной минорантой или 𝑟𝑡-минорантой множества 𝑄, если пара ({𝑎}, 𝑄)
является 𝑟𝑡-сечением. Обозначим это свойство через 𝑎 = rt-min𝑄.

Лемма 6. Пусть |𝐴,A| — 𝑐𝑟𝑏-латлинеал, (𝑃,𝑄) — 𝑟𝑡-сечение в 𝐴, 𝑎 ∈ 𝐴 и 𝑝 ≤ 𝑎 ≤ 𝑞 для
любых 𝑝 ∈ 𝑃 и 𝑞 ∈ 𝑄. Тогда 𝑎 = rt-maj𝑃 и 𝑎 = rt-min𝑄.
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Доказательство. Пусть ∀𝑝 ∈ 𝑃 ((1/𝑛+ 𝑝− 𝑎)+ ∧ 𝑥 ∈ 𝐴𝐸) для некоторого 𝑥 ∈ 𝐴+. Так как
𝑎 ≤ 𝑞, то ∀𝑝 ∈ 𝑃 ∀𝑞 ∈ 𝑄 ((1/𝑛 + 𝑝 − 𝑞)+ ∧ 𝑥 ∈ 𝐴𝐸). Значит, 𝑎 = rt-maj𝑃 . Второе равенство
выводится таким же образом. 2

Далее будем использовать введённый ранее значок 𝜃 ∈ {∅, 0}. Скажем, что сечение (𝑃,𝑄)
в 𝐴 является сечением типа 𝜃, если при 𝜃 = ∅ множества 𝑃 и 𝑄 имеют произвольные мощ-
ности, а при 𝜃 = 0 сечение (𝑃,𝑄) является счётным.

Пусть в 𝑐𝑟𝑏-латлинеале |𝐴,A| выделено подмножество 𝐵. Множество всех 𝑟𝑡-сечений (𝑃,𝑄)
типа 𝜃 в 𝐴, таких, что 𝑃 ⊂ 𝐵 и 𝑄 ⊂ 𝐵, обозначим через 𝒞ut𝜃(𝐵,𝐴).

𝑐𝑟𝑏-Латлинеал |𝐴,A| назовём полным типа 𝑍𝜃𝑐 относительно 𝐵, если для любого 𝑟𝑡-
сечения (𝑃,𝑄) ∈ 𝒞ut𝜃(𝐵,𝐴) существует элемент 𝑎 ∈ 𝐴, такой, что 𝑎 = rt-maj𝑃 = rt-min𝑄.
При 𝐵 = 𝐴 получим определение (абсолютно) полного типа 𝑎𝑍𝜃𝑐 𝑐𝑟𝑏-латлинеала |𝐴,A|. 𝑐𝑟𝑏-
Расширение 𝑢 : |𝐶, C𝑏| // // |𝐴,A| назовём полным типа 𝑍𝜃𝑐, если 𝑐𝑟𝑏-латлинеал |𝐴,A| является
полным типа 𝑍𝜃𝑐 относительно подмножества 𝑢[𝐶]. 𝑐𝑟𝑏-Расширение 𝑢 : |𝐶, C𝑏| // // |𝐴,A| назовём
(абсолютно) полным типа 𝑎𝑍𝜃𝑐, если 𝑐𝑟𝑏-латлинеал |𝐴,A| является полным типа 𝑎𝑍𝜃𝑐.

Элемент 𝑎 ∈ 𝐴 назовём граничным типа 𝑍𝜃𝑐 относительно 𝐵, если существует 𝑟𝑡-сечение
(𝑃,𝑄) ∈ 𝒞ut𝜃(𝐵,𝐴), такое, что 𝑎 = rt-maj𝑃 = rt-min𝑄. Рассмотрим в 𝐴 его 𝑐-подлатлинеал
𝑍𝜃𝑐(𝐵,𝐴), порождённый множеством всех граничных элементов типа 𝑍𝜃𝑐 относительно 𝐵. 𝑐𝑟𝑏-
Расширение 𝑢 : |𝐶, C𝑏| // // |𝐴,A| назовём граничным 𝑐𝑟𝑏-расширением типа 𝑍𝜃𝑐 𝑐𝑟𝑏-латлинеала
|𝐶, C𝑏|, если 𝐴 = 𝑍𝜃𝑐(𝑢[𝐶], 𝐴).

𝑐𝑟𝑏-Пополнением типа 𝑍𝜃𝑐|𝑎𝑍𝜃𝑐 𝑐𝑟𝑏-латлинеала |𝐶, C𝑏| назовём насыщенное 𝑐𝑟𝑏-расширение
𝑢 : |𝐶, C𝑏| // // |𝐴,A|, которое является:

а) наибольшим из всех граничных 𝑐𝑟𝑏-расширений типа 𝑍𝜃𝑐 𝑐𝑟𝑏-латлинеала |𝐶, C𝑏|;

б) наименьшим из всех полных 𝑐𝑟𝑏-расширений типа 𝑍𝜃𝑐 𝑐𝑟𝑏-латлинеала |𝐶, C𝑏|;

в) полным типа 𝑎𝑍𝜃𝑐.

Теорема 3. 𝜃-Дедекиндово 𝑐𝑟𝑏-расширение 𝑢 : |𝐶, C𝑏| // // |𝑍𝜃,A𝜃𝑏 | является единственным
(с точностью до биморфизма 𝑐𝑟𝑏-расширений 𝑐𝑟𝑏-латлинеала |𝐶, C𝑏|) 𝑐𝑟𝑏-пополнением типа
𝑍𝜃𝑐|𝑎𝑍𝜃𝑐 𝑐𝑟𝑏-латлинеала |𝐶, C𝑏|.

Доказательство этой теоремы проводится практически так же, как доказательство теоремы
характеризации риманова 𝑐𝑟𝜇-расширения |𝐶, C𝜇| // // |𝑅𝜇,A𝜇|, изложенное в [10].

3.3. Равносильность свойств тесноты и плотности сечений в 𝑐-латлинеалах

В работах [3] и [4] характеризация 𝜃-дедекиндовых расширений 𝑢 : 𝐶 // // 𝑍 и 𝑢0 : 𝐶 // // 𝑍0

была дана не через свойство тесноты сечений, а через свойство их плотности.
Покажем, что для 𝑐-латлинеалов эти свойства равносильны.
Пусть 𝐴 — латлинеал. Сечение (𝑃,𝑄) в 𝐴 будем называть плотным, если inf{𝑞−𝑝 | 𝑝 ∈ 𝑃 ∧

∧ 𝑞 ∈ 𝑄} = 0.

Предложение 1. Пусть |𝐴,1| — 𝑐-латлинеал и (𝑃,𝑄) — сечение в 𝐴. Тогда следующие
заключения равносильны:

1) сечение (𝑃,𝑄) является тесным;

2) сечение (𝑃,𝑄) является плотным.

Доказательство. По упомянутой в доказательстве леммы 1 теореме Крейнов –Какутани 𝑐-
латлинеал 𝐴 изоморфен 𝑐-латлинеалу 𝐶 ≡ 𝐶𝑏(𝑇,𝒢) для некоторого тихоновского пространства
(𝑇,𝒢). Поэтому будем считать, что 𝐴 = 𝐶.
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1) ⊢ 2). Рассмотрим открытые множества 𝑈𝑛 ≡ {𝑡 ∈ 𝑇 | ∃𝑝 ∈ 𝑃 ∃𝑞 ∈ 𝑄 (𝑞(𝑡)− 𝑝(𝑡) < 1/𝑛)}.
Так же как в доказательстве леммы 2 проверяется, что множества 𝑈𝑛 являются плотными.

Пусть 𝑎 ∈ 𝐶 и 𝑎 ⩽ 𝑞 − 𝑝 для любых 𝑝 и 𝑞. Тогда 𝑎(𝑡) ⩽ 𝑞(𝑡) − 𝑝(𝑡) < 1/𝑛 для некоторых 𝑝
и 𝑞 и всех 𝑡 ∈ 𝑈𝑛. Из плотности 𝑈𝑛 и непрерывности 𝑎 следует неравенство 𝑎(𝑡) ⩽ 1/𝑛 для
любого 𝑡 ∈ 𝑇 . Из архимедовости R следует, что 𝑎(𝑡) ⩽ 0 для любого 𝑡 ∈ 𝑇 , т. е. 𝑎 ⩽ 0. Таким
образом, имеет место 2).

2) ⊢ 1). Пусть 𝑥 ∈ 𝐶+ и (1/𝑛 + 𝑝 − 𝑞)+ ∧ 𝑥 = 0 для всех 𝑛 ∈ N и любых 𝑝 и 𝑞. Пред-
положим, что 𝑥 > 0, т. е. ∅ ̸= 𝐺 ≡ coz𝑥 ∈ 𝒢0. Если 𝑡 ∈ 𝐺, то (1/𝑛 + 𝑝(𝑡) − 𝑞(𝑡))+ = 0
влечёт 1/𝑛 + 𝑝(𝑡) − 𝑞(𝑡) ⩽ 0, т. е. 𝑞(𝑡) − 𝑝(𝑡) ⩾ 1/𝑛. Возьмём 0 < 𝑦 ≡ 𝑥 ∧ (1/𝑛) ∈ 𝐶+. Тогда
𝑞(𝑡) − 𝑝(𝑡) ⩾ 𝑦(𝑡) для любого 𝑡 ∈ 𝐺 и 𝑞(𝑡) − 𝑝(𝑡) ⩾ 0 = 𝑦(𝑡) для любого 𝑡 ∈ 𝑇 ∖ 𝐺. Значит,
𝑞−𝑝 ⩾ 𝑦 для любых 𝑝 и 𝑞. Поскольку сечение (𝑃,𝑄) является плотным, 𝑦 ⩽ 0. Из полученного
противоречия следует, что 𝑥 = 0. 2

Следствие 1. Пусть |𝐴,1| — 𝑐-латлинеал и 𝑃,𝑄 ⊂ 𝐴, 𝑎 ∈ 𝐴. Тогда следующие заключе-
ния равносильны:

1) 𝑎 = t-maj𝑃 [𝑎 = t-min𝑄];

2) 𝑎 = sup𝑃 [𝑎 = inf 𝑄].

Доказательство. 1) ⊢ 2). Пусть 𝑎 = t-maj𝑃 , т. е. пара (𝑃, {𝑎}) является тесным сече-
нием. По предложению 1 сечение (𝑃, {𝑎}) плотно, т. е. inf{𝑎 − 𝑝 | 𝑝 ∈ 𝑃} = 0. Отсюда
0 = 𝑎+ inf{−𝑝 | 𝑝 ∈ 𝑃} = 𝑎− sup{𝑝 | 𝑝 ∈ 𝑃} = 𝑎− sup𝑃 , т. е. 𝑎 = sup𝑃 .

2) ⊢ 1). Пусть 𝑎 = sup𝑃 . Тогда как и выше inf{𝑎−𝑝 | 𝑝 ∈ 𝑃} = 0. Отсюда по предложению 1
вытекает, что сечение (𝑃, {𝑎}) является тесным, т. е. 𝑎 = t-maj𝑃 . 2

Предложение 2. Пусть |𝐴,1| — 𝑐-латлинеал и 𝐼 — замкнутый идеал в 𝐴. Тогда
𝐴 ≡ 𝐴/𝐼 является 𝑐-латлинеалом.

Доказательство. Рассмотрим норму ‖𝑎‖1 ≡ inf{𝑥 ∈ R+ | |𝑎| ⩽ 𝑥1}. Далее мы будем
опираться на сведения из пункта 2.2.7 книги [14]. Система |𝐴, ‖ · ‖

1,𝐴| является банаховым

пространством. Латлинеал |𝐴, 1̄| является архимедовым, где 1̄ ≡ 1̄ mod 𝐼. Легко проверяется,
что он является ограниченным.

Имеем ‖ · ‖
1,𝐴 = ‖ · ‖1̄. Поэтому система |𝐴, 1̄| является банаховым пространством. По-

скольку 1̄ является единицей, латлинеал |𝐴, 1̄| является равномерно полным относительно
равномерной сходимости последовательностей. Следовательно, |𝐴, 1̄| является 𝑐-латлинеалом.
2

Далее для 𝐵 ⊂ 𝐴 и 𝑎 ∈ 𝐴 образы 𝜋[𝐵] и 𝜋(𝑎) в 𝐴 при фактор-отображении 𝜋 : 𝐴 // // 𝐴/𝐼
обозначаются кратко через 𝐵 и 𝑎̄ без указания 𝐼 и 𝜋.

Следствие 2. Пусть |𝐴,1| — 𝑐-латлинеал, 𝐼 — замкнутый идеал в 𝐴, 𝐴 ≡ 𝐴/𝐼 и (𝑃,𝑄) —
сечение в 𝐴. Тогда для 𝑐-латлинеала |𝐴, 1̄| следующие заключения равносильны:

1) сечение (𝑃 ,𝑄) в 𝐴 является тесным;

2) сечение (𝑃 ,𝑄) в 𝐴 является плотным.

Доказательство. Утверждение следует из предложений 2 и 1. 2

Следствие 3. Пусть |𝐴,1| — 𝑐-латлинеал, 𝐼 — замкнутый идеал в 𝐴, 𝐴 ≡ 𝐴/𝐼, 𝑃,𝑄 ⊂ 𝐴
и 𝑎 ∈ 𝐴. Тогда для 𝑐-латлинеала |𝐴, 1̄| следующие заключения равносильны:

1) 𝑎̄ = t-maj𝑃 [𝑎̄ = t-min𝑄 ];

2) 𝑎̄ = sup𝑃 [𝑎̄ = inf 𝑄 ].
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Доказательство. Утверждение следует из предложения 2 и следствия 1 предложения 1. 2

Пусть теперь |𝐴,A| — 𝑐𝑟𝑏-латлинеал. Для 𝐸 ∈ Λ𝑏 будем рассматривать фактор-𝑐-линеал
𝐴/𝐴𝐸 по замкнутому идеалу 𝐴𝐸 и фактор-отображение 𝜋𝐸 : 𝐴 // // 𝐴/𝐴𝐸 .

Сечение (𝑃,𝑄) в 𝐴 назовём 𝑟-плотным, если inf{𝜋𝐸(𝑄)−𝜋𝐸(𝑃 ) | 𝑝 ∈ 𝑃 ∧𝑞 ∈ 𝑄} = 0 в 𝐴/𝐴𝐸
для любого 𝐸 ∈ Λ𝑏.

Предложение 3. Пусть |𝐴,A| — 𝑐𝑟𝑏-латлинеал и (𝑃,𝑄) — сечение в 𝐴. Тогда следующие
заключения равносильны:

1) сечение (𝑃,𝑄) является 𝑟-тесным;

2) сечение (𝑃,𝑄) является 𝑟-плотным.

Доказательство. Утверждение следует из предложений 2 и 1. 2

Пусть |𝐴,A| — 𝑐𝑟𝑏-латлинеал. Элемент 𝑎 ∈ 𝐴 назовём 𝑟-супремумом множества 𝑃 ⊂ 𝐴
[𝑟-инфимумом множества 𝑄 ⊂ 𝐴], если 𝜋𝐸(𝑎) = sup𝜋𝐸 [𝑃 ] [𝜋𝐸(𝑎) = inf 𝜋𝐸 [𝑄]] в 𝑐-латлинеале
𝐴/𝐴𝐸 для любого 𝐸 ∈ Λ𝑏. Обозначим это свойство через 𝑎 = r-sup𝑃 [𝑎 = r-inf 𝑄].

Предложение 4. Пусть |𝐴,A| — 𝑐𝑟𝑏-латлинеал, 𝑃,𝑄 ⊂ 𝐴 и 𝑎 ∈ 𝐴. Тогда следующие
заключения равносильны:

1) 𝑎 = rt-maj𝑃 [𝑎 = rt-min𝑄];

2) 𝑎 = r-sup𝑃 [𝑎 = r-inf 𝑄].

Доказательство. Утверждение вытекает из следствия 1 предложения 1 и следствия 3 пред-
ложения 2. 2

Из предложений 3 и 4 следует, что введённые выше понятия полноты и граничности мож-
но равносильно переопределить не через свойство 𝑟-тесноты сечений, а через свойство их 𝑟-
плотности. Тогда теорема 3 приобретёт вид, приведённый в статье [3].

4. Заключение

Теорема 3 и теорема характеризации, упомянутого в разделе 3.2 риманова 𝑐𝑟𝜇-расширения
|𝐶, C𝜇| // // |𝑅𝜇,A𝜇|, изложенная в статье [10], показывают удивительное сходство между возник-
шими в разных областях математики и в разное время 𝜃-дедекиндовым расширением 𝐶 // // 𝑍𝜃

и римановым расширением 𝐶 // // 𝑅𝜇 𝑐-латлинеала 𝐶. А именно, счётно-дедекиндово расши-
рение 𝐶 // // 𝑍0 и риманово расширение 𝐶 // // 𝑅𝜇 обладают одинаковыми общими латлине-
альными свойствами. Они отличаются только локальными свойствами, выражаемыми через
отличные друг от друга 𝑐𝑟𝑏-измельчения и 𝑐𝑟𝜇-измельчения.
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