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Аннотация

В статье рассматривается задача об акустическом излучении цилиндра, обтекаемого
стационарным потоком идеальной жидкости.

Полагается, что скорость набегающего потока значительно меньшей скорости звука.
Поверхность цилиндра совершает гармонические колебания.

Получено приближенное аналитическое решение задачи, построенное с использованием
потенциала скорости набегающего на тело потока и потенциала скорости акустического
поля неподвижного излучателя.

Рассмотрены частные случаи излучения звука цилиндром.
Представлены результаты численных расчетов диаграмм направленности акустическо-

го поля в дальней зоне при разных значениях отношения скорости потока к скорости звука
и волнового размера цилиндра.
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Abstract

In the article the problem of the acoustic radiation of a cylinder streamlined by a stationary
flow of an ideal liquid is considered

It is assumed that the velocity of the incoming flow is significantly lower than the speed of
sound. The surface of the spheroid makes harmonic vibrations.

An approximate analytical solution of the problem was obtained with using the speed
potential of the oncoming on the body flow and the speed potential of the stationary radiator
acoustic field.

Special cases of sound radiation by a cylinder are considered.
The results of numerical calculations of polar diagrams of the acoustic pressure distribution

on the surface of a spheroid at different values of the ratio of the flow velocity to the speed of
sound and the wave size of the cylinder are presented.
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1. Введение

Анализ звуковых полей, возникающих при излучении элементов различных конструкций,
имеет важное значение во многих приложениях акустики, а элементы многих таких конструк-
ций имеют цилиндрическую форму.

Задача об излучении звука круговым цилиндром бесконечной длины в идеальной жидкости
хорошо известна (см., например, [1 – 3]). Определены акустические характеристики таких
излучателей при произвольном распределении колебательной скорости на их поверхности, а
также в частных случаях. В [4, 5] рассматривалось акустическое излучение цилиндра в вязкой
жидкости. Оценено влияние вязкости среды на излучение звука. В ряде работ исследовалось
излучение звука цилиндром конечной длины, находящихся в идеальной жидкости [6 – 11].
Во всех этих работах полагалось, что цилиндрические излучатели являются неподвижными
и помещены в среду, находящуюся в состоянии покоя.

В настоящей работе рассматривается задача об акустическом излучении цилиндра, обтека-
емого стационарным потоком идеальной жидкости, скорость которого значительно меньшей
скорости звука.
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2. Постановка задачи

Рассмотрим круговой цилиндр бесконечной длины и радиуса 𝑎 , на который перпенди-
кулярно его оси вращения набегает стационарный поток идеальной сжимаемой жидкости.
Жидкость характеризуется плотностью 𝜌 и скоростью звука 𝑐. Полагаем, что скорость потока
много меньше скорости звука (𝑢 << 𝑐). Поэтому будем считать, что в результате обтекания
цилиндра потоком вихреобразование не происходит и поток является потенциальным.

Пусть осью вращения цилиндра является ось 𝑧 прямоугольной декартовой системы коор-
динат 𝑥, 𝑦, 𝑧, а поток набегает вдоль оси 𝑥.

Свяжем с координатами 𝑥, 𝑦, 𝑧 цилиндрические координаты 𝑟, 𝜙, 𝑧.
Цилиндр излучает гармонические звуковые волны с произвольным распределением нор-

мальной составляющей колебательной скорости на его поверхности

𝑉𝑛 = 𝑓(𝜙) exp(−𝑖𝜔𝑡),

где 𝜔 — круговая частота; 𝑡 — время.
Определим акустическое поле цилиндрического излучателя.

3. Аналитическое решение задачи

Получим приближенное аналитическое решение задачи методом Блохинцева [12].
Обозначим через Ψ и Φ потенциалы скорости акустического поля (v = ▽Ψ) и невозму-

щенного звуком потока (u = ▽Φ) соответственно. Положим Ψ = 𝜓 exp(−𝑖𝜔𝑡).
Согласно [12] распространение гармонических звуковых волн в потенциальном потоке иде-

альной жидкости описывается уравнением

Δ𝜓 + 𝑘2𝜓 + 2𝑖
𝑘

𝑐
(▽Φ · ▽𝜓) = 0, (1)

где 𝑘 = 𝜔/𝑐 — волновое число. Уравнение (1) получено при пренебрежением членами порядка
𝑢2/𝑐2.

Искомый потенциал скорости акустического поля 𝜓, являющийся решением уравнения (1),
должен удовлетворять граничному условию на поверхности тела (𝑣𝑛|𝑆 = 𝑉𝑛|𝑆)

𝜕𝜓

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

= 𝑓(𝜙) (2)

и условию излучения на бесконечности [2].
Так как скорость потока 𝑢 << 𝑐, то будем полагать, что жидкость является несжимаемой

[12].
Потенциал Φ является решением уравнения Лапласа

ΔΦ = 0 (3)

и должен удовлетворять граничному условию, которое заключается в равенстве нулю нор-
мальной скорости частиц жидкости на поверхности абсолютно жесткого тела

𝜕Φ

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

= 0, (4)

а в бесконечно удаленной точке (в координатной системе 𝑥, 𝑦, 𝑧) ▽Φ = (0, 0, 𝑢∞), где 𝑢∞ —
скорость потока на бесконечности.
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Выражение для потенциала Φ имеет вид [13]

Φ = 𝑢∞

(︂
𝑟 +

𝑎2

𝑟

)︂
cos𝜙. (5)

Приближенное аналитическое решение уравнения (1) будем искать в виде

𝜓 = 𝜓0 exp(−𝑖𝑘𝑐−1Φ), (6)

где 𝜓0 — потенциал скорости акустического поля цилиндрического излучателя в отсутствии
потока.

Потенциал 𝜓0, являющийся решением уравнения Гельмгольца

Δ𝜓0 + 𝑘2𝜓0 = 0, (7)

удовлетворяющий граничному условию при произвольном распределении колебательной ско-
рости на поверхности цилиндра

𝜕𝜓0

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑎

= 𝑔(𝜙) (8)

и условию излучения на бесконечности, будем искать в виде

𝜓0 =
∞∑︁

𝑛=−∞
𝐴𝑛𝐻𝑛(𝑘𝑟)𝑒𝑖𝑛𝜙, (9)

где 𝐻𝑛 — цилиндрическая функция Ганкеля первого рода порядка 𝑛.
Подставив (9) в (8), умножим обе части полученного равенства на 𝑒−𝑖𝑚𝜙 и проинтегрируем

по 𝜙 в пределах от 0 до 2𝜋. В результате находим

𝐴𝑛 =
1

2𝜋𝑘𝐻 ′
𝑛(𝑘𝑎)

2𝜋∫︁
0

𝑔(𝜙)𝑒−𝑖𝑛𝜙 𝑑𝜙. (10)

Здесь штрих означает дифференцирование по аргументу.
Подставляя выражение (6) в уравнение (1) и принимая во внимание (3) и (7), убеждаемся,

что (6) удовлетворяет (1) при пренебрежении членами порядка 𝑢2/𝑐2.
Теперь подставим (6) в граничное условие (2). С учетом условий (4) и (8) находим, что (6)

удовлетворяет условию (2) тогда, когда

𝑔(𝜙) = 𝑓(𝜙)𝑒𝑖𝑘𝑐
−1Φ|𝑟=𝑎 . (11)

С учетом (11) и (5) выражение (10) принимает вид

𝐴𝑛 =
1

2𝜋𝑘𝐻 ′
𝑛(𝑘𝑎)

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝜙) exp[𝑖(−𝑛𝜙+ 2𝑘𝑎𝑐−1𝑢∞ cos𝜙)] 𝑑𝜙. (12)

Согласно [12] акустическое давление в каждой точке пространства определяется по фор-
муле

𝑝 = 𝜌 [𝑖𝜔𝜓0 − (▽Φ · ▽𝜓0)] exp(−𝑖𝑘𝑐−1Φ). (13)

Учитывая, что в системе координат 𝑟, 𝜙, 𝑧 ▽ =
𝜕

𝜕𝑟
+

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜙
+

𝜕

𝜕𝑧
, имеем
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(▽Φ · ▽𝜓0) = 𝑢∞

∞∑︁
𝑛=−∞

𝐴𝑛𝑒
𝑖𝑛𝜙

[︂(︂
1 − 𝑎2

𝑟2

)︂
𝑘𝐻 ′

𝑛(𝑘𝑟) cos𝜙− 𝑖𝑛

𝑟2

(︂
𝑟 +

𝑎2

𝑟

)︂
𝐻𝑛(𝑘𝑟) sin𝜙

]︂
.

На поверхности цилиндра акустическое давление определяется по формуле

𝑝|𝑟=𝑎 = 𝑖
𝜌𝑐

𝑎
exp(−2𝑖𝑘𝑎𝑐−1𝑢∞ cos𝜙)

∞∑︁
𝑛=−∞

𝐴𝑛𝐻𝑛(𝑘𝑟)𝑒𝑖𝑛𝜙
(︀
𝑘𝑎+ 2𝑛𝑐−1𝑢∞ sin𝜙

)︀
. (14)

Рассмотрим дальнюю зону акустического поля (𝑘𝑟 >> 1). Воспользовавшись асимптоти-
ческой формулой для функции Ганкеля первого рода при больших значениях аргумента [14]

𝐻𝑛(𝑘𝑟) ∼
√︂

2

𝜋𝑘𝑟
𝑒𝑖(𝑘𝑟−𝜋𝑛/2−𝜋/4),

из (13) получаем

𝑝 =
𝑒𝑖𝑘𝑟√
𝑘𝑟
𝐹 (𝜙),

где

𝐹 (𝜙) =
𝜌𝑐

𝑎

√︂
2

𝜋
𝑒−𝑖𝜋/4𝑘𝑎

(︁
1 − 𝑢∞

𝑐

)︁ ∞∑︁
𝑛=−∞

(−𝑖)𝑛−1𝐴𝑛𝑒
𝑖𝑛𝜙. (15)

4. Частные случаи

1. Пульсирующий цилиндр. Если распределение колебательной скорости не зависит от угла
𝜙, то есть 𝑓(𝜙) = 𝑉 , то из (12) находим

𝐴𝑛 =
𝑉

2𝜋𝑘𝐻 ′
𝑛(𝑘𝑎)

2𝜋∫︁
0

exp[𝑖(−𝑛𝜙+ 2𝑘𝑎𝑐−1𝑢∞ cos𝜙)] 𝑑𝜙. (16)

Согласно (14) и (16) на поверхности цилиндра акустическое давление при излучении по-
лосы определяется по формуле

𝑝|𝑟=𝑎 = 𝑖
𝜌𝑐𝑉

2𝜋𝑘𝑎
exp(−2𝑖𝑘𝑎𝑐−1𝑢∞ cos𝜙)

∞∑︁
𝑛=−∞

𝐻𝑛(𝑘𝑎)

𝐻 ′
𝑛(𝑘𝑎)

𝑒𝑖𝑛𝜙
(︀
𝑘𝑎+ 2𝑛𝑐−1𝑢∞ sin𝜙

)︀
×

×
2𝜋∫︁
0

exp[𝑖(−𝑛𝜙+ 2𝑘𝑎𝑐−1𝑢∞ cos𝜙)] 𝑑𝜙.

В дальней зоне акустического поля при излучении полосы на основании (15) и (16) имеем

𝐹 (𝜙) =
𝜌𝑐𝑉

𝜋
√

2𝜋
𝑒−𝑖𝜋/4

(︁
1 − 𝑢∞

𝑐

)︁ ∞∑︁
𝑛=−∞

𝑒𝑖𝑛𝜙
(−𝑖)𝑛−1

𝐻 ′
𝑛(𝑘𝑎)

2𝜋∫︁
0

exp[𝑖(−𝑛𝜙+ 2𝑘𝑎𝑐−1𝑢∞ cos𝜙)] 𝑑𝜙. (17)

2. Линейный источник на цилиндре. Предположим, что на поверхности абсолютно жест-
кого цилиндра находится линейный источник, расположенный вдоль образующей цилиндра

𝜙 = 𝜙0. При этом колебательная скорость 𝑓(𝜙) =
𝑄(𝜙0)

𝑎
𝛿(𝜙 − 𝜙0), где 𝑄(𝜙0) — объемная

скорость источника, рассчитанная на единицу его длины; 𝛿 — дельта-функция Дирака.
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Тогда, учитывая, что [2]

2𝜋∫︁
0

ℎ(𝜙)𝛿(𝜙− 𝜙0)𝑑𝜙 =

{︂
ℎ(𝜙0), если 𝜙0 внутри [0, 2𝜋],
ℎ(𝜙0)/2, если 𝜙0 = 0 или 𝜙0 = 2𝜋,

из (12) получаем

𝐴𝑛 =
𝑄(𝜙0)

2𝜋𝑘𝑎𝐻 ′
𝑛(𝑘𝑎)

exp[𝑖(−𝑛𝜙0 + 2𝑘𝑎𝑐−1𝑢∞ cos𝜙0)],

когда 𝜙0 находится внутри [0, 2𝜋]. Если 𝜙0 принимает значение 0 или 2𝜋, то в правую часть
формулы следует добавить множитель 1/2.

3. Излучение полосы на цилиндре. Пусть на поверхности цилиндра 𝑆 находится полоса 𝑆1,
расположенная между образующими цилиндра 𝜙 = 𝜙1 и 𝜙 = 𝜙2 и пульсирующая с нормальной
колебательной скоростью постоянной амплитуды 𝑉 , а остальная часть цилиндра 𝑆2 является

абсолютно жесткой. При этом 𝑓(𝜙) =

{︂
𝑉 на 𝑆1,
0 на 𝑆2.

Тогда из (12) получаем

𝐴𝑛 =
𝑉

2𝜋𝑘𝐻 ′
𝑛(𝑘𝑎)

𝜙2∫︁
𝜙1

exp[𝑖(−𝑛𝜙+ 2𝑘𝑎𝑐−1𝑢∞ cos𝜙)] 𝑑𝜙. (18)

Согласно (14) и (18) на поверхности цилиндра акустическое давление при излучении по-
лосы определяется по формуле

𝑝|𝑟=𝑎 = 𝑖
𝜌𝑐𝑉

2𝜋𝑘𝑎
exp(−2𝑖𝑘𝑎𝑐−1𝑢∞ cos𝜙)

∞∑︁
𝑛=−∞

𝐻𝑛(𝑘𝑎)

𝐻 ′
𝑛(𝑘𝑎)

𝑒𝑖𝑛𝜙
(︀
𝑘𝑎+ 2𝑛𝑐−1𝑢∞ sin𝜙

)︀
×

×
𝜙2∫︁

𝜙1

exp[𝑖(−𝑛𝜙+ 2𝑘𝑎𝑐−1𝑢∞ cos𝜙)] 𝑑𝜙.

В дальней зоне акустического поля при излучении полосы на основании (15) и (18) имеем

𝐹 (𝜙) =
𝜌𝑐𝑉

𝜋
√

2𝜋
𝑒−𝑖𝜋/4

(︁
1 − 𝑢∞

𝑐

)︁ ∞∑︁
𝑛=−∞

𝑒𝑖𝑛𝜙
(−𝑖)𝑛−1

𝐻 ′
𝑛(𝑘𝑎)

𝜙2∫︁
𝜙1

exp[𝑖(−𝑛𝜙+ 2𝑘𝑎𝑐−1𝑢∞ cos𝜙)] 𝑑𝜙. (19)

4. Осциллирующий цилиндр. Предположим, что абсолютно жесткий цилиндр колеблется
около положения равновесия вдоль оси 𝑥. Тогда нормальная колебательная скорость на по-
верхности цилиндра определяется выражением 𝑓(𝜙) = 𝑉 cos𝜙, где 𝑉 — скорость цилиндра
при 𝜙 = 0.

В этом случае из (12) находим

𝐴𝑛 =
𝑉

2𝜋𝑘𝐻 ′
𝑛(𝑘𝑎)

2𝜋∫︁
0

exp[𝑖(−𝑛𝜙+ 2𝑘𝑎𝑐−1𝑢∞ cos𝜙)] cos𝜙𝑑𝜙.
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5. Численные исследования

По формулам (17) и (19) были проведены расчеты диаграмм направленности акустиче-
ского поля в дальней зоне |𝐹 (𝜙)| для пульсирующего цилиндра и при излучении полосы на
цилиндре. Поверхность 𝑆1 была задана параметрами 𝜙1 = 0, 𝜙2 = 2𝜋 для пульсирующего
цилиндра и 𝜙1 = 0, 𝜙2 = 𝜋/6 при излучении полосы.

При расчетах значения волнового размера цилиндра 𝑘𝑎 полагались равными 1 и 5, а
𝑢∞/𝑐 = 0, 0.1, 0.2.

На рис. 1 представлены диаграммы направленности |𝐹 (𝜙)|/𝜌𝑐𝑉 для пульсирующего ци-
линдра, а на рис. 2 — для пульсирующей полосы, рассчитанные при 𝑘𝑎 = 1 и 𝑘𝑎 = 5.

Рис. 1: Диаграммы направленности акустического поля пульсирующего цилиндра,
а) 𝑘𝑎 = 1, б) 𝑘𝑎 = 5

Рис. 2: Диаграммы направленности акустического поля при излучении полосы на поверхности
цилиндра , а) 𝑘𝑎 = 1, б) 𝑘𝑎 = 5

Сплошные линии соответствуют случаю 𝑢∞/𝑐 = 0, штриховые — 𝑢∞/𝑐 = 0.1, пунктирные
— 𝑢∞/𝑐 = 0.2. Стрелкой показано направление набегающего на цилиндр потока.
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6. Заключение

В настоящей работе получено приближенное аналитическое решение задачи об акустиче-
ском излучении цилиндра, обтекаемого стационарным потоком идеальной жидкости, скорость
которого значительно меньше скорости звука. Полученное аналитическое решение позволя-
ет исследовать акустическое поля излучающего цилиндра при различных законах излучения.
Проведенные численные расчеты выявили характерные черты влияния скорости набегающего
потока жидкости и волнового размера цилиндра на акустические характеристики цилиндри-
ческого излучателя в случаях пульсирующего цилиндра и излучения полосы на поверхности
цилиндра.
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