
334 М. Ю. Соколова, Д. В. Христич

ЧЕБЫШЕВСКИЙ СБОРНИК

Том 25. Выпуск 2.

УДК 539.3 DOI 10.22405/2226-8383-2024-25-2-334-349

Акустические волны в гипоупругих телах. II. Анизотропные
материалы1

М.Ю. Соколова, Д.В. Христич

Соколова Марина Юрьевна — доктор физико-математических наук, Тульский государ-
ственный университет (г. Тула).
e-mail: m.u.sokolova@gmail.com
Христич Дмитрий Викторович — доктор физико-математических наук, Тульский госу-
дарственный университет (г. Тула).
e-mail: dmitrykhristich@rambler.ru

Аннотация

Для гипоупругих анизотропных материалов выписаны определяющие соотношения
нелинейной упругости, устанавливающие связь между обобщенными яуманновскими про-
изводными тензора напряжений и неголономной меры деформаций, введенной в работах
А.А. Маркина. Связь конкретизирована для анизотропных материалов с кубической сим-
метрией свойств. Соотношения записаны в проекциях в упругие собственные подпростран-
ства кубического материала. Проведен анализ взаимного влияния процессов конечного
деформирования, принадлежащих различным собственным подпространствам.

Рассмотрены процессы деформирования, в которых главные оси деформаций совпа-
дают с одними и теми же материальными волокнами, положение которых относительно
главных осей анизотропии не изменяется. Для таких процессов выписаны упругие потен-
циалы для двух моделей материалов: общей, содержащей девять упругих констант, и мо-
дели, удовлетворяющей обобщению частного постулата А.А. Ильюшина на анизотропные
материалы, содержащей шесть констант.

Приведены результаты решения задачи о распространении акустических волн в ги-
поупругих анизотропных материалах с кубической симметрией свойств. В качестве на-
чальных деформаций материала рассмотрены деформации, целиком расположенные в его
упругих собственных подпространствах: чисто объемная деформация, растяжение-сжатие
в главных осях анизотропии, чистый сдвиг в плоскости главных осей анизотропии. Пред-
варительные конечные чисто объемные деформации не оказывают влияния на форму уг-
ловых зависимостей фазовых скоростей распространения волн в вертикальной плоскости,
а влияют только на величины фазовых скоростей. При предварительном формоизмене-
нии материал приобретает дополнительную анизотропию, а форма угловых зависимостей
фазовых скоростей изменяется. Результаты показывают, что в некоторых случаях ше-
стиконстантная модель материала не прогнозирует изменение скоростей распространения
поперечных волн при начальных конечных деформациях.

Ключевые слова: акустические волны, конечные деформации, фазовые скорости рас-
пространения волн, анизотропные материалы, гипоупругие материалы, частный постулат
А.А. Ильюшина.
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Abstract

For hypoelastic anisotropic materials, the constitutive relations of nonlinear elasticity
are written out. The relations establish a connection between the generalized Yaumann
derivatives of the stress tensor and the nonholonomic strain measure introduced in the works
of A.A. Markin. The relation is concretized for anisotropic materials with cubic symmetry
of properties. The relations are written in projections into elastic eigen subspaces of a cubic
material. The analysis of the mutual influence of finite deformation processes belonging to
different eigen subspaces is carried out.

Deformation processes in which the main axes of strains coincide with the same material
fibers, whose position relative to the main axes of anisotropy does not change, are considered.
Elastic potentials for such processes are written out for two material models: a general one
containing nine elastic constants, and a model satisfying the generalization of A.A. Ilyushin
particular postulate to anisotropic materials and containing six constants.

The results of solution of the problem of acoustic wave propagation in hypoelastic anisotropic
materials with cubic symmetry of properties are presented. As initial strains of a material,
deformations located entirely in its elastic eigen subspaces are considered: purely volumetric
strain, tension-compression in the main axes of anisotropy, pure shear in the plane of the main
axes of anisotropy. Preliminary finite purely volumetric deformations do not affect the shape
of the angular dependences of the phase velocities of wave propagation in the vertical plane,
but only affect the values of the phase velocities. At preliminary shaping, the material acquires
additional anisotropy, and the shape of the angular dependencies of the phase velocities changes.
The results show that in some cases, the six-constant model of the material does not predict a
change in the propagation velocities of transverse waves at initial finite strains.

Keywords: acoustic waves, finite strains, phase velocities of wave propagation, anisotropic
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Введение

Задача о распространении акустических волн в телах из нелинейно упругих анизотропных
материалов лежит в основе динамических методов определения констант таких материалов.
В работах [1, 2] приведены основные соотношения для определения констант материалов с
кубической симметрией свойств по измеренным фазовым скоростям их распространения. В
этих работах полагается, что рассматриваемые материалы являются гиперупругими с упругим
потенциалом полиномиального типа, построенным по тензору деформаций Коши-Грина.

Тип симметрии свойств анизотропного материала существенно влияет на выражения для
фазовых скоростей распространения волн. Анизотропные материалы, относящиеся по типу
симметрии свойств к материалам кубической сингонии, наиболее распространены как среди
кристаллов, так и среди искусственно созданных композитов. Упругие свойства кубических
материалов удовлетворяют условиям симметрии, присущей точечной группе объемно- или
гранецентрированного куба. Для кубического кристалла точечные группы симметрии харак-
теризуются наличием трех поворотных осей четвертого порядка, четырех поворотных осей
третьего порядка, и шести осей симметрии второго порядка [3]. Модели линейной и нелиней-
ной упругости кубических материалов рассмотрены в работах [4, 5, 6, 7]. Вопросам распро-
странения акустических волн в анизотропных материалах с кубической симметрией свойств
посвящены работы [7, 8].

В данной работе рассматриваются гипоупругие анизотропные материалы, в которых посту-
лируется существование связи между объективной скоростью изменения тензора напряжений
и тензором деформации скорости. В общем случае для таких материалов упругий потенциал
не может быть записан. В статье рассматриваются условия, накладываемые на тензоры упру-
гости, при выполнении которых определяющие соотношения могут быть проинтегрированы,
и может быть записан упругий потенциал. Эти условия связаны с использованием гипотезы о
вращении главных осей анизотропии при конечных деформациях, предложенной в работе [3].

Ранее в работах [9, 10] в качестве гипотезы, используемой при построении связи между на-
пряжениями и деформациями, было предложено обобщение частного постулата А.А. Илью-
шина на анизотропные материалы. В соответствии с этим обобщением проекции тензоров
напряжений и деформаций в каждое упругое собственное подпространство анизотропного ма-
териала должны быть соосны. Принятие данной гипотезы позволяет существенно сократить
число констант, входящих в определяющие соотношения [10]. В данной статье на примере
решения задачи о распространении акустических волн в анизотропном материале с кубиче-
ской симметрией свойств проведен анализ влияния принятия данной гипотезы на результаты
вычисления фазовых скоростей распространения продольных и поперечных волн.

1. Гипоупругие анизотропные среды

При построении моделей гипоупругих анизотропных сред в качестве меры деформаций
используем неголономную меру деформаций Z, коротационная производная которой равна
тензору деформации скорости W [9]. Коротационной производной тензора называется его
производная относительно ортогонального базиса n1, n2, n3, вращающегося со скоростью
ΩQ = Q−1 · Q̇, где Q = Q(𝑡) –– ортогональный тензор, в каждый момент времени определя-
ющий положение вращающегося базиса относительно неподвижного e1, e2, e3, e𝑖 · e𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 :

n𝑖 = e𝑖 ·Q(𝑡). (1.1)

Скорость изменения тензора Z относительно базиса n𝑖 связана с абсолютной производной
(по времени 𝑡) тензора ZQ = Q·Z·Q−1 соотношением ŻQ = Q−1 ·ŻQ ·Q, которое можно преоб-
разовать к виду ŻQ = Ż+ΩQ ·Z−Z ·ΩQ. Рассматриваемые неголономные меры деформаций
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определяются из дифференциального уравнения

ŻQ = W. (1.2)

При описании конечных деформаций анизотропных материалов наиболее простые соот-
ношения получаются, если процесс рассматривается в главных осях анизотропии [9]. При де-
формации анизотропных материалов главные оси анизотропии могут поворачиваться, образуя
ортонормированный триэдр. Такой подход к описанию конечных деформаций анизотропных
материалов был предложен в работах [3, 9]. В общем случае можно считать, что триэдр глав-
ных осей анизотропии изменяет ориентацию в процессе конечного деформирования, и в каж-
дый момент процесса его ориентация определяется ортогональным тензором Q𝑎(𝑡):

a𝑖(𝑡) = a0𝑖 ·Q𝑎(𝑡), a𝑖 · a𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 , (1.3)

где a0𝑖 = Q𝑖|𝑡=𝑡0
–– тройка главных осей анизотропии в начальный момент процесса.

Для записи определяющих соотношений в главных осях анизотропии в качестве меры ко-
нечных деформаций выберем неголономную меру Z, для которой Q(𝑡) ≡ Q𝑎(𝑡). При этом
естественно считать, что a0𝑖 = e𝑖, т.е. в отсчетной конфигурации неподвижный базис совпада-
ет с главными осями анизотропии. В работах [3, 9] предполагалось, что в процессах конечного
деформирования положение осей анизотропии определяется ортогональным тензором R, вхо-
дящим в полярное разложение аффинора деформаций [9]. В этом случае положение главных
осей анизотропии определяется выражением

a𝑖(𝑡) = a0𝑖 ·R(𝑡). (1.4)

В случае, когда Q𝑎(𝑡) = R(𝑡), тройка главных осей анизотропии совпадает с полярным
базисом a𝑖 = n𝑖, а в качестве коротационной производной меры деформаций Z следует вы-
брать обобщенную яуманновскую производную этого тензора [9, 11]. Сама неголономная мера
деформаций в этом случае совпадает с мерой деформаций K, введенной в работе [11]:

KΔ ≡ K̇ + Ω ·K−K ·Ω = W, (1.5)

где Ω = R−1 · Ṙ –– тензор спина, W =
1

2
R−1 ·

(︁
U−1 · U̇ + U̇ ·U−1

)︁
·R –– тензор деформации

скорости.
Тензоры U = UT –– левая мера искажений и RT = R−1 –– ортогональный тензор, сопро-

вождающий деформацию, входят в полярное разложение аффинора деформаций

Φ ≡ 𝜕x

𝜕x0
= U ·R, (1.6)

где x0 и x –– радиус-векторы произвольной точки среды в отсчетной и текущей конфигура-
циях.

Определяющие соотношения для гипоупругой анизотропной среды представим в виде свя-
зи между обобщенными яуманновскими производными тензора напряжений Σ и меры дефор-
маций K (1.5). Обобщенный тензор напряжений Σ связан с тензором истинных напряжений
Коши S известным соотношением Σ = 𝐽S, где 𝐽 = detΦ характеризует относительное из-
менение объема, и является энергетически сопряженным с мерой деформаций K через выра-
жение для удельной (отнесенной к начальному объему) потенциальной энергии деформаций
𝑑𝑊 = Σ · ·𝑑ΔK.

Запишем нелинейную связь между производными ΣΔ и KΔ = W в виде:

ΣΔ = C(K) · ·KΔ, (1.7)
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гдеC(K) –– обобщенный тензор жесткости материала, который рассматривается как функция
тензора деформаций K.

Представим обобщенный тензор жесткости анизотропного материала в виде

C(K) = N + L · ·K, (1.8)

где N и L –– тензоры четвертого и шестого рангов [9], компоненты которых в базисе главных
осей анизотропии обладают свойствами симметрии

𝑁𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑁𝑗𝑖𝑘𝑙 = 𝑁𝑖𝑗𝑙𝑘 = 𝑁𝑘𝑙𝑖𝑗 ,
𝐿𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚𝑛 = 𝐿𝑗𝑖𝑘𝑙𝑚𝑛 = 𝐿𝑖𝑗𝑙𝑘𝑚𝑛 = 𝐿𝑖𝑗𝑘𝑙𝑛𝑚 = 𝐿𝑘𝑙𝑖𝑗𝑚𝑛 = 𝐿𝑚𝑛𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝐿𝑖𝑗𝑚𝑛𝑘𝑙.

(1.9)

Полагая компоненты (1.9) постоянными во вращающемся (полярном) базисе (1.1), прихо-
дим к требованию:

NΔ ≡ 0, LΔ ≡ 0,

при выполнении которого соотношения (1.7) могут быть проинтегрированы и представлены в
виде:

Σ = N · ·K +
1

2
K · ·L · ·K, (1.10)

а выражение для упругой потенциальной энергии деформаций принимает вид [12]:

𝑊 =
1

2
N · · · ·KK +

1

6
L · · · · · ·KKK. (1.11)

Как и в работах [9, 13, 14], используем представления тензоров N и L в виде разложений
по собственным базисным тензорам

N =

𝛼=𝑚∑︁
𝛼=1

𝑁𝛼N
(𝛼), L =

𝛼=𝑛∑︁
𝛼=1

𝑏𝛼B
(𝛼), (1.12)

где 𝑚 –– количество различных собственных значений тензораN, совпадающее с количеством
независимых констант упругости второго порядка, 𝑛 –– количество различных собственных
значений тензора L, совпадающее с числом независимых констант упругости третьего поряд-
ка, N(𝛼) и B(𝛼) –– собственные базисные тензоры упругости, различные для материалов с
различным типом симметрии упругих свойств.

2. Анизотропные материалы с кубической симметрией свойств

В качестве примера анизотропного материала рассмотрим материалы, по типу симметрии
относящиеся к кубической кристаллографической сингонии. Такие материалы будем в даль-
нейшем называть кубическими. Для таких материалов в работах [9, 12] определены собствен-
ные базисные тензоры упругости N(𝛼) и B(𝛼). Эти тензоры представляются через базисные
тензоры различных рангов, построенных на основании канонического тензорного базиса

I0 =
1√
3

(a1a1 + a2a2 + a3a3), I1 =
1√
6

(2a3a3 − a1a1 − a2a2), I2 =
1√
2

(a1a1 − a2a2),

I3 =
1√
2

(a1a2 + a2a1), I4 =
1√
2

(a2a3 + a3a2), I5 =
1√
2

(a3a1 + a1a3), (2.1)

где векторы a𝑖 направлены вдоль главных осей анизотропии материала. Их положение в каж-
дый момент времени определяется соотношением (1.4).
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По тензорам (2.1) построены базисные тензоры четвертого I𝛼𝛽 и шестого I𝛼𝛽𝛾 рангов

I𝛼𝛽 =
1

2

(︁
I𝛼I𝛽 + I𝛽I𝛼

)︁
, I𝛼𝛽𝛾 =

1

6

(︁
I𝛼I𝛽I𝛾 + I𝛽I𝛼I𝛾 + I𝛾I𝛼I𝛽 + I𝛼I𝛾I𝛽 + I𝛽I𝛾I𝛼 + I𝛾I𝛽I𝛼

)︁
,

где 𝛼, 𝛽, 𝛾 = 0, 1, . . . , 5.
Для кубических материалов 𝑚 = 3, 𝑛 = 6, а собственные базисные тензоры упругости

имеют вид
N(1) = I00, N(2) = I11 + I22, N(3) = I33 + I44 + I55, (2.2)

B(1) = I000, B(2) = I011 + I022, B(3) = I033 + I044 + I055, (2.3)

B(4) =
1√
6

(I111 − 3I122), B(5) =
1√
6

(I144 + I155 − 2I133) +
1√
2

(I255 − I244), B(6) =
1√
2
I345.

Из представлений (2.2) следует, что тензор упругости кубических материалов имеет три
собственных подпространства: одномерное (1D) с базисным тензором N(1), двумерное (2D) с
базисным тензором N(2) и трехмерное (3D) с базисным тензором N(3).

Далее будем рассматривать только такие процессы конечного деформирования, в кото-
рых главные оси деформаций совпадают с одними и теми же материальными волокнами.
Известно [9], что в этом случае неголономная мера деформаций K совпадает с тензором лога-
рифмических деформаций Генки H. Найдем проекции тензора деформаций H в собственные
подпространства тензора упругости, характеризующие собственные упругие состояния мате-
риала:

1𝐷 : H(1) = H · ·N(1) = ℎ0I
0,

2𝐷 : H(2) = H · ·N(2) = ℎ1I
1 + ℎ2I

2,

3𝐷 : H(3) = H · ·N(3) = ℎ3I
3 + ℎ4I

4 + ℎ5I
5,

(2.4)

где обозначено ℎ𝑖 = H · ·I𝑖.
С учетом свойств тензора логарифмических деформаций Генки H [9] из соотношений (2.4)

и (2.1) следует, что собственными упругими состояниями кубического материала являются чи-
сто объемное деформирование, соответствующее собственному подпространству 1𝐷, формоиз-
менение в главных осях тензора деформаций, соответствующее собственному подпространству
2𝐷, и чистые сдвиги в подпространстве 3𝐷.

Квадраты тензоров H(1), H(2), H(3) имеют следующие представления [15]:

H(1) ·H(1) =
1√
3
ℎ20I

0,

H(2) ·H(2) =
1√
3

(ℎ21 + ℎ22)I
0 + Q

(2)
2 , Q

(2)
2 =

1√
6

(ℎ21 − ℎ22)I
1 −

√︂
2

3
ℎ1ℎ2I

2,

H(3) ·H(3) =
1√
3

(ℎ23 + ℎ24 + ℎ25)I
0 + Q

(3)
2 + Q

(3)
3 ,

Q
(3)
2 = − 1

2
√

6
(2ℎ23 − ℎ24 − ℎ25)I

1 − 1

2
√

2
(ℎ24 − ℎ25)I

2,

Q
(3)
3 =

1√
2
ℎ4ℎ5I

3 +
1√
2
ℎ3ℎ5I

4 +
1√
2
ℎ3ℎ4I

5.

На основании соотношений (1.11), (1.12), (2.2) и (2.3) для кубического материала получено
выражение для удельной потенциальной энергии деформаций

𝑊 =
1

2

(︁
𝑁1𝐽

2
1 (H(1)) +𝑁2𝐽2(H

(2)) +𝑁2𝐽2(H
(3))
)︁

+
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+
1

18
√

3
𝐽1(H

(1))
(︁

3𝑏1𝐽
2
1 (H(1)) + 2𝑏2𝐽2(H

(2)) + 2𝑏3𝐽2(H
(3))
)︁

+ (2.5)

+
1

24
(3𝑏4 − 8𝑏5)𝐽3(H

(2)) +
1

6
(𝑏6 − 2𝑏5)𝐽3(H

(3)) +
1

3
𝑏5𝐽3(H

(2) + H(3)).

Используемые в выражении (2.5) инварианты тензоров (2.4) вычисляются по соотношениям
𝐽1(H

(𝛼)) = H(𝛼) · ·E; 𝐽2(H(𝛼)) = H(𝛼) · ·H(𝛼); 𝐽3(H(𝛼)) = det(H(𝛼)). В выражении для упругого
потенциала (2.5) 𝐽3(H(2) + H(3)) –– смешанный инвариант тензоров H(2) и H(3), присутствие
которого позволяет учитывать взаимное влияние процессов, происходящих в собственных под-
пространствах 2𝐷 и 3𝐷.

Связь между напряжениями и деформациями в собственных подпространствах (2.4) для
кубического материала имеет вид:

Σ(1) =

[︂
𝑁1𝐽1(H

(1)) +
1

6

(︁
𝑏1𝐽

2
1 (H(1)) + 𝑏2𝐽2(H

(2)) + 𝑏3𝐽2(H
(3))
)︁]︂

I0,

Σ(2) =

(︂
𝑁2 +

1

3
√

3
𝑏2𝐽1(H

(1))

)︂
H(2) +

1

3
𝑏4Q

(2)
2 +

1

3
𝑏5Q

(2)
3 , (2.6)

Σ(3) =

(︂
𝑁3 +

1

3
√

3
𝑏3𝐽1(H

(1))

)︂
H(3) +

2

3
𝑏5P

(3) +
1

6
𝑏6Q

(3)
3 ,

где тензор P(3) =
1√
6
ℎ1ℎ3I

3+
1

2

(︂
1√
6
ℎ1 −

1√
2
ℎ2

)︂
ℎ4I

4+
1

2

(︂
1√
6
ℎ1 +

1√
2
ℎ2

)︂
ℎ5I

5 обладает свой-

ством: H(3) · ·P(3) = H(2) · ·Q(3)
2 .

Анализ нелинейных эффектов, описываемых моделью анизотропного материала с поли-
номиальным упругим потенциалом (2.5) при малых деформациях, проведен в работе [15].
Для конечных деформаций, принадлежащих первому собственному подпространству, ко-
гда H(1) = ℎ0I

0, H(2) ≡ 0 и H(3) ≡ 0, возникают только гидростатические напряжения

Σ(1) =

[︂
𝑁1𝐽1(H

(1)) +
1

6
𝑏1𝐽

2
1 (H(1))

]︂
I0, нелинейно зависящие от чисто объемных деформаций

ℎ0. Если деформации принадлежат второму собственному подпространству, т.е. H(1) ≡ 0,

H(2) = ℎ1I
1+ℎ2I

2 и H(3) ≡ 0, то возникают напряжения Σ = Σ(1)+Σ(2), Σ(1) =
1

6
𝑏2𝐽2(H

(2))I0,

Σ(2) = 𝑁2H
(2)+

1

3
𝑏4Q

(2)
2 , которые сводятся к нормальным напряжениям на площадках, ортого-

нальных главным осям анизотропии, и содержат гидростатическую составляющую. Касатель-
ные напряжения на таких площадках не возникают. Напряжения Σ(2) оказываются несоосны-
ми тензору деформаций H(2). Когда деформации целиком принадлежат третьему собственно-
му подпространству, H(1) ≡ 0, H(2) ≡ 0 и H(3) = ℎ3I

3 + ℎ4I
4 + ℎ5I

5, т.е. являются деформа-

циями чистого сдвига, возникают напряжения Σ = Σ(1) + Σ(2) + Σ(3), Σ(1) =
1

6
𝑏3𝐽2(H

(3))I0,

Σ(2) =
1

3
𝑏5Q

(3)
2 , Σ(3) = 𝑁3H

(3) +
1

6
𝑏6Q

(3)
3 . Это значит, что на площадках, перпендикулярных

главным осям анизотропии, возникают нормальные напряжения второго порядка относитель-
но сдвиговых деформаций. Напряжения в третьем собственном подпространствеΣ(3) несоосны
с тензором деформаций H(3).

В работе [10] было сформулировано обобщение частного постулата А.А. Ильюшина на ани-
зотропные материалы, имеющие неодномерные собственные подпространства, в соответствии
с которым тензоры напряжений Σ(𝛼) и деформаций H(𝛼) в каждом собственном подпростран-
стве соосны. Для того, чтобы модель материала удовлетворяла этой гипотезе, необходимо,
чтобы упругий потенциал не зависел от третьих инвариантов тензоров деформаций H(𝛼). В
частности, модель (2.5) удовлетворяет обобщению частного постулата на анизотропные мате-
риалы, если коэффициенты 𝑏4, 𝑏5, 𝑏6 положить равными нулю. Получим модель кубического
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материала с шестью упругими константами

𝑊 =
1

2

(︁
𝑁1𝐽

2
1 (H(1)) +𝑁2𝐽2(H

(2)) +𝑁3𝐽2(H
(3))
)︁

+

+
1

18
√

3
𝐽1(H

(1))
(︁

3𝑏1𝐽
2
1 (H(1)) + 2𝑏2𝐽2(H

(2)) + 2𝑏3𝐽2(H
(3))
)︁
.

(2.7)

Связь между напряжениями и деформациями в этом случае имеет вид:

Σ(1) =

[︂
𝑁1𝐽1(H

(1)) +
1

6

(︁
𝑏1𝐽

2
1 (H(1)) + 𝑏2𝐽2(H

(2)) + 𝑏3𝐽2(H
(3))
)︁]︂

I0,

Σ(2) =

(︂
𝑁2 +

1

3
√

3
𝑏2𝐽1(H

(1))

)︂
H(2), (2.8)

Σ(3) =

(︂
𝑁3 +

1

3
√

3
𝑏3𝐽1(H

(1))

)︂
H(3).

В модели (2.8) во втором и третьем собственных подпространствах тензоры напряжений
и деформаций оказываются соосными.

Отметим, что кубические материалы по своим упругим свойствам близки к изотропным
материалам. При чисто объемных деформациях в материалах обоих типов возникают толь-
ко гидростатические напряжения. При таких деформациях эти материалы неразличимы. Из
модели нелинейной упругости для кубического материала можно получить модель изотроп-
ного материала, если в соотношениях (2.5), (2.6) установить следующие соотношения между
константами: 2𝑁2 = 𝑁3, 𝑏2 = 𝑏3, 3𝑏4 = 2𝑏5 = 𝑏6.

3. Акустические волны в анизотропных материалах с кубической
симметрией свойств

Рассмотрим распространение акустических волн в кубических материалах, модели кото-
рых определяются соотношениями (2.6) и (2.8). Следуя общепринятому подходу [4, 5, 6, 7],
распространение акустических волн будем рассматривать как процесс наложения малых воз-
мущений перемещений на некоторое начальное состояние материала, характеризующееся од-
нородными полями конечных деформаций (H𝑖) и напряжений (Σ𝑖).

В начальном состоянии на поле перемещений u𝑖 = u𝑖(x0, 𝑡𝑖) накладываются малые воз-
мущения 𝛿u(x𝑖, 𝑡) = v(x𝑖, 𝑡𝑖)𝛿𝑡. Будем считать, что градиенты возмущений также малы, а
перемещения в конечном (возмущенном) состоянии определяются выражением

u𝑓 (x, 𝑡𝑓 ) = u𝑖(x0, 𝑡𝑖) + 𝛿u(x𝑖, 𝑡). (3.1)

Динамические уравнения распространения возмущений перемещений в гипоупругой среде
имеют вид

∇𝑖𝛿K𝑖 · · ·C(K𝑖) −Σ𝑖 · ∇𝑖
(︀
∇𝑖 · 𝛿u

)︀
= 𝜌0𝛿ü, (3.2)

где 𝜌0 –– плотность материала в естественном (недеформированном) состоянии.
В уравнениях (3.2) 𝛿K𝑖 ≡ 𝛿H𝑖 –– вариация тензора деформаций, соответствующая возму-

щению перемещений 𝛿u(x𝑖, 𝑡). В соответствии с (1.5) вариация тензора деформаций опреде-
ляется выражением

𝛿K𝑖 = W𝛿𝑡 =
1

2

(︀
∇𝑖v + v∇𝑖

)︀
𝛿𝑡 =

1

2

(︀
∇𝑖𝛿u + 𝛿u∇𝑖

)︀
. (3.3)
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Тензор четвертого ранга
𝜕Σ

𝜕K

⃒⃒⃒⃒
K=K𝑖

= C(K𝑖) имеет смысл обобщенного тензора жесткости

материала. Для модели материала (2.6) при рассмотрении процессов, в которых K𝑖 ≡ H𝑖,
обобщенный тензор жесткости имеет вид:

C =
𝛼=3∑︁
𝛼=1

𝑁𝛼N
(𝛼) +

𝛾=3∑︁
𝛾=1

𝛽=6∑︁
𝛽=1

𝑏𝛽H
(𝛾)
𝑖 · ·B(𝛽). (3.4)

Для модели материала (2.8) в представлении (3.4) требуется изменять 𝛽 от 1 до 3.
Рассмотрим возмущение поля перемещений, связанное с прохождением плоской монохро-

матической волны:

𝛿u(x𝑖, 𝜏) = 𝐴p exp (𝑖(𝑘n · x𝑖 + 𝜔𝜏)) , 𝜏 = 𝑡− 𝑡𝑖, (3.5)

где 𝐴 –– амплитуда, p –– вектор поляризации единичной длины, 𝑘 –– волновое число, 𝜔 ––
частота, n –– единичный вектор волновой нормали.

По полю перемещений (3.5) определим вариацию (3.3) тензора деформаций (𝛿K𝑖 = 𝛿H𝑖 в
рассматриваемых изотропных процессах):

𝛿H𝑖 =
1

2
𝑖𝑘(n𝛿u + 𝛿un)

и ее градиент, входящий в (3.2),

∇𝑖𝛿H𝑖 = −1

2
𝑘2n(n𝛿u + 𝛿un). (3.6)

Динамические уравнения (3.2) после подстановки в них соотношений (3.1) и (3.6) преоб-
разуются к виду

A · p = 𝜌0𝑐
2p,

где A –– акустический тензор среды, 𝑐 =
𝜔

𝑘
–– фазовая скорость распространения волны.

Акустический тензор среды с предварительными деформациями H𝑖 определяется выра-
жением

A(n,H𝑖) = M(n,H𝑖) −Σ𝑖 · ·nn, (3.7)

где M(n,H𝑖) = n ·C(H𝑖) · n –– обобщенный тензор Кристоффеля.
Тензоры A(n,H𝑖) и M(n,H𝑖) определяются свойствами среды и зависят как от направле-

ния распространения волны, так и от предварительных деформаций H𝑖. Из уравнений (3.7)
следует, что значение 𝜌0𝑐2 является собственным значением акустического тензора A(n,H𝑖),
а вектор поляризации –– его собственным вектором.

При отсутствии предварительных деформаций, когда начальное состояние совпадает с
естественным, в кубическом материале наряду с продольной волной распространяются две
поперечные волны с взаимно перпендикулярными векторами поляризации и различными ско-
ростями. Скорости их распространения зависят от свойств материала и от направления рас-
пространения волны n. Выражения для фазовых скоростей распространения акустических
волн в кубическом материале для волны, распространяющейся вдоль главной оси анизотро-
пии n = a3, имеют вид

𝜌0𝑐
2
𝑙 =

1

3
(𝑁1 + 2𝑁2), 𝜌0𝑐

2
𝑡1 = 𝜌0𝑐

2
𝑡2 =

𝑁3

2
. (3.8)
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Рассмотрим предварительные деформации кубического материала, расположенные в его
упругих собственных подпространствах. В первом случае начальное состояние определим по-
лем перемещений u𝑖 = (𝜆(𝑡𝑖) − 1)x𝑖, где 𝜆 –– кратность удлинений при объемной деформации.
В этом случае тензор логарифмических деформаций имеет диадное разложение

H𝑖 = ln𝜆(a1a1 + a2a2 + a3a3) = ℎ0I
0, ℎ0 =

√
3 ln𝜆,

и расположен в первом упругом собственном подпространстве. Напряжения, определяемые по
формулам (2.6), равны

Σ𝑖 =

(︂
𝑁1ℎ0 +

1

2
𝑏1ℎ

2
0

)︂
I0. (3.9)

Рассмотрим волну, распространяющуюся в направлении вектора n = a3. Акустический
тензор (3.7) с учетом выражений (3.4) и (3.9) записывается в виде

A(n,H𝑖) =
1

3

(︂
𝑁1 + 2𝑁2 + (𝑏1 + 2𝑏2)ℎ0 −

√
3

(︂
𝑁1 +

𝑏1
2
ℎ0

)︂
ℎ0

)︂
a3a3+

+
1

2

(︂
𝑁3 +

1

3
𝑏3ℎ0

)︂
(a1a1 + a2a2).

(3.10)

Акустический тензор (3.10) имеет два различных собственных значения, которые опреде-
ляют скорости распространения продольной 𝑐𝑙 и поперечных 𝑐𝑡1 = 𝑐𝑡2 волн. Ось анизотропии
a1 является акустической осью кубического материала. Выражения для скоростей распро-
странения волн имеют вид

𝜌0𝑐
2
𝑙 =

1

3

(︂
𝑁1 + 2𝑁2 + (𝑏1 + 2𝑏2)ℎ0 −

√
3

(︂
𝑁1 +

𝑏1
2
ℎ0

)︂
ℎ0

)︂
,

𝜌0𝑐
2
𝑡1 = 𝜌0𝑐

2
𝑡2 =

1

2

(︂
𝑁3 +

1

3
𝑏3ℎ0

)︂
.

(3.11)

Фазовые скорости (3.11) не содержат константы 𝑏4, 𝑏5, 𝑏6, поэтому при использовании мо-
дели кубического материала (2.8), удовлетворяющей обобщению частного постулата на анизо-
тропные материалы, при предварительной чисто объемной деформации скорости распростра-
нения продольных и поперечных волн также определяются выражениями (3.11).

На рис. 1 приведены угловые зависимости фазовых скоростей 𝑐𝑙(𝜙), 𝑐𝑡1(𝜙) и 𝑐𝑡2(𝜙) для
различных направлений распространения волны, когда вектор волновой нормали располо-
жен в плоскости a1, a2 и определяется выражением n = cos𝜙a1 + sin𝜙a2. Предварительные
деформации определяются значением 𝜆 = 0, 975 (всестороннее сжатие). Здесь же пункти-
ром приведены угловые зависимости фазовых скоростей для случая, когда предварительные
деформации отсутствуют. Фазовые скорости, вычисляемые по формулам (3.11), на рис. 1 соот-
ветствуют значению угла 𝜙 = 90∘. Графики построенных угловых зависимостей показывают,
что всестороннее сжатие не приводит к изменению формы построенных кривых.
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Рис. 1: Угловые зависимости фазовых скоростей 𝑐𝑙(𝜙), 𝑐𝑡1(𝜙) и 𝑐𝑡2(𝜙) при предварительном
всестороннем сжатии

Рассмотрим случай, когда начальное состояние определяется тензором деформаций

H𝑖 = ln𝜆(a1a1 − a2a2) = ℎ2I
2, ℎ2 =

√
2 ln𝜆,

который расположен во втором упругом собственном подпространстве кубического материала
и определяет состояние растяжения–сжатия в главных осях анизотропии. При таком дефор-
мированном состоянии напряжения (2.6) определяются выражениями

Σ𝑖 =
1

6
𝑏2ℎ

2
2I

0 − 1

2
√

6
𝑏4ℎ

2
2I

1 +𝑁2ℎ2I
2. (3.12)

Пусть волна распространяется в направлении, перпендикулярном плоскости деформаций,
когда волновой вектор n = a3. На основании соотношений (3.4), (3.7) и (3.12) акустический
тензор определяется выражением

A(n,H𝑖) =
1
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2
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)︂
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(3.13)

В соответствии с выражением для акустического тензора (3.13) в кубическом материале,
определяемом моделью (2.6), при рассматриваемых предварительных деформациях распро-
страняется продольная волна с вектором поляризации p = a3 и фазовой скоростью

𝜌0𝑐
2
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1

3
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1

2

(︂
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ℎ22

)︂
(3.14)

и две поперечные волны: с вектором поляризации p = a1 и фазовой скоростью
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2
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1

2
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1

3
√

2
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)︂
(3.15)
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и с вектором поляризации p = a2 и фазовой скоростью

𝜌0𝑐
2
𝑡2 =

1

2

(︂
𝑁3 −

1

3
√

2
𝑏5ℎ2

)︂
. (3.16)

Выражения для фазовых скоростей (3.14)–(3.16) содержат константы 𝑏4 и 𝑏5, поэтому при
использовании модели кубического материала, удовлетворяющей обобщению частного посту-
лата на анизотропные материалы, фазовые скорости продольных и поперечных волн вычис-
ляются по формулам:

𝜌0𝑐
2
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1

3

(︂
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2
𝑡1 = 𝜌0𝑐

2
𝑡2 =

1

2
𝑁3. (3.17)

Выражения (3.17) показывают, что в этом случае не прогнозируется изменение величины
фазовой скорости распространения поперечных волн по отношению к начальному недефор-
мированному состоянию.

Эти выводы иллюстрируются рис. 2, на котором приведены угловые зависимости фазо-
вых скоростей для различных направлений распространения волны, когда вектор волновой
нормали расположен в плоскости a1, a3 и определяется выражением n = cos𝜙a1 + sin𝜙a3.
Предварительные деформации определяются значением 𝜆 = 0, 975. На этих рисунках пунк-
тиром приведены угловые зависимости фазовых скоростей при отсутствии предварительных
деформаций. Фазовые скорости, вычисляемые по формулам (3.14)–(3.17), на рис. 2 соответ-
ствуют значению угла 𝜙 = 90∘. На рис. 2,а графики построены для модели материала (2.6), а
на рис. 2,б –– для модели материала (2.8), удовлетворяющей обобщению частного постулата
на анизотропные материалы.

а) б)

Рис. 2: Угловые зависимости фазовых скоростей 𝑐𝑙(𝜙), 𝑐𝑡1(𝜙) и 𝑐𝑡2(𝜙) при предварительном
растяжении-сжатии в плоскости a1, a2

Рассмотрим случай, когда начальное состояние определяется тензором деформаций

H𝑖 = ln𝜆(a1a2 + a2a1) = ℎ3I
3, ℎ3 =

√
2 ln𝜆,

который расположен в третьем упругом собственном подпространстве кубического материала
и определяет состояние чистого сдвига в главных осях анизотропии. При таком деформиро-
ванном состоянии напряжения (2.6) определяются выражениями

Σ𝑖 =
1

6
𝑏3ℎ

2
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Пусть волна распространяется в направлении, перпендикулярном плоскости деформаций,
когда волновой вектор n = a3. На основании соотношений (3.4), (3.7) и (3.18) акустический
тензор определяется выражением

A(n,H𝑖) =
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2
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(3.19)

В соответствии с выражением для акустического тензора (3.19) в кубическом материале,
определяемом моделью (2.6), при рассматриваемых предварительных деформациях распро-
страняется продольная волна с вектором поляризации p = a3 и фазовой скоростью
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(3.20)

и две поперечные волны: с вектором поляризации p =
1√
2

(a1 + a2) и фазовой скоростью
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и с вектором поляризации p =
1√
2

(a1 − a2) и фазовой скоростью
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Выражения для фазовых скоростей (3.20)–(3.21) содержат константы 𝑏5 и 𝑏6, поэтому при
использовании модели кубического материала, удовлетворяющей обобщению частного посту-
лата на анизотропные материалы, фазовые скорости продольных и поперечных волн вычис-
ляются по формулам:
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2
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Выражения (3.23) показывают, что и в случае, когда начальные деформации лежат в тре-
тьем упругом собственном подпространстве, модель материала (2.8) не прогнозирует измене-
ние величины фазовой скорости распространения поперечных волн по отношению к началь-
ному недеформированному состоянию.

Эти выводы иллюстрируются рис. 3, на котором приведены угловые зависимости фазо-
вых скоростей для различных направлений распространения волны, когда вектор волновой
нормали расположен в плоскости a1, a3 и определяется выражением n = cos𝜙a1 + sin𝜙a3.
Предварительные деформации определяются значением 𝜆 = 0, 975. На этих рисунках пунк-
тиром приведены угловые зависимости фазовых скоростей при отсутствии предварительных
деформаций. Фазовые скорости, вычисляемые по формулам (3.21)–(3.23), на рис. 3 соответ-
ствуют значению угла 𝜙 = 90∘. На рис. 3,а графики построены для модели материала (2.6), а
на рис. 3,б –– для модели материала (2.8), удовлетворяющей обобщению частного постулата
на анизотропные материалы.

Выражения для фазовых скоростей в (3.8), (3.11), (3.14)–(3.16), (3.20)–(3.22) достаточны
для определения всех девяти констант модели (2.6) по измеренным скоростям распростране-
ния продольных и поперечных волн. Выражения (3.8), (3.11), (3.17), (3.23), полученные для
модели (2.8), удовлетворяющей обобщению частного постулата на анизотропные материалы,
также пригодны для идентификации этой модели по результатам динамических эксперимен-
тов.
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а) б)

Рис. 3: Угловые зависимости фазовых скоростей 𝑐𝑙(𝜙), 𝑐𝑡1(𝜙) и 𝑐𝑡2(𝜙) при предварительном
чистом сдвиге в плоскости a1, a2

4. Выводы

Для двух моделей гипоупругого анизотропного материала с кубической симметрией
свойств проведен анализ влияния предварительных конечных деформаций на скорости рас-
пространения акустических волн. Показано, что при предварительных чисто объемных дефор-
мациях, когда тензоры деформаций и напряжений расположены в первом упругом собствен-
ном подпространстве кубического материала, принятие гипотезы о справедливости обобщения
частного постулата на анизотропные материалы не влияет на результаты расчетов фазовых
скоростей распространения акустических волн. При деформациях, расположенных во втором
и третьем упругих собственных подпространствах, при расчете по модели (2.6), содержащей
девять упругих постоянных материала, материал приобретает дополнительную акустическую
анизотропию, что проявляется в изменении формы графиков угловых зависимостей фазовых
скоростей продольной и поперечных волн. При расчете по модели (2.8), удовлетворяющей
обобщению частного постулата на анизотропные материалы, для волн, распространяющихся
в направлении вектора n = a3, не удается описать изменение фазовых скоростей распростра-
нения поперечных волн.
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