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Аннотация

Рассматриваются две модели гипоупругих изотропных материалов, основанные на ис-
пользовании неголономной меры деформаций, обобщенная яуманновская производная от
которой совпадает с тензором деформации скорости. Сформулированы условия, при вы-
полнении которых в таких моделях существует упругий потенциал деформаций. Упругий
потенциал и определяющие соотношения выписаны в терминах упругих собственных под-
пространств изотропного материала. Модели различаются числом упругих констант. По-
казано, что четырехконстантная модель удовлетворяет требованиям частного постулата
изотропии А.А. Ильюшина, а пятиконстантная – не удовлетворяет. Получено уравнение
распространения акустических волн в таких материалах.

Исследовано влияние использования частного постулата изотропии в качестве гипоте-
зы на результаты решения динамических задач. Для двух моделей определены фазовые
скорости распространения акустических волн при различных видах начальных деформа-
ций. При предварительных чисто объемных деформациях расчеты по пятиконстантной
и четырехконстантной моделям дают одинаковый результат. При деформациях, располо-
женных в девиаторном подпространстве, тензор напряжений имеет составляющую, рас-
положенную в первом упругом собственном подпространстве, а его проекция во второе
подпространство при использовании пятиконстантной модели несоосна девиатору дефор-
маций. При этом начально изотропный материал приобретает анизотропию в отношении
акустических свойств. Модель материала, удовлетворяющая частному постулату изотро-
пии, в рассматриваемом случае также описывает анизотропию скоростей распространения
продольных волн.
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Abstract

Two models of hypoelastic isotropic materials based on the use of a nonholonomic strain
measure, the generalized Yaumann derivative of which coincides with the strain rate tensor,
are considered. The conditions under which elastic strain potential exists in such models are
formulated. The elastic potential and the constitutive relations are written in terms of elastic
eigen subspaces of an isotropic material. The models differ in the number of elastic constants.
It is shown that the four-constant model satisfies the requirements of A.A.Ilyushin particular
postulate of isotropy, and the five-constant model does not satisfy them. The equation of acoustic
wave propagation in such materials is obtained.

The influence of the use of the particular isotropy postulate as a hypothesis on the results
of dynamic problems solution is investigated. The phase velocities of acoustic wave propagation
under various types of initial strains are determined for two models. At preliminary purely
volumetric strains, calculations using five-constant and four-constant models give the same
result. For strains located in the deviatoric subspace, the stress tensor has a component located
in the first elastic eigen subspace, and its projection into the second subspace when using the
five-constant model is misaligned to the strain deviator. At the same time, the initially isotropic
material acquires anisotropy with respect to acoustic properties. The material model satisfying
the particular postulate of isotropy in the case under consideration also describes the anisotropy
of longitudinal waves propagation velocities.

Keywords: acoustic waves, finite strains, phase velocities of wave propagation, isotropic
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Введение

Распространение акустических волн в телах из упругих изотропных материалов являет-
ся одной из важнейших динамических задач нелинейной теории упругости, которая находит
широкое применение как в технике, например, для проведения неразрушающего контроля
изделий [1, 2], так и в медицине при проведении ультразвуковых исследований [3]. Следует
отметить огромное число публикаций по этой теме. Полный обзор этих публикаций не явля-
ется целью работы.
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Динамические уравнения распространения акустических волн в телах с предварительны-
ми конечными деформациями (напряжениями) рассмотрены в классических работах [4, 5, 6],
а также в многочисленных публикациях более позднего периода, например, [7, 8, 9, 10, 11].
Авторы этих работ считают среду гиперупругой, т.е. принимают гипотезу о существовании
упругого потенциала. Чаще всего используется упругий потенциал полиномиального вида,
построенный по тензору деформаций Коши-Грина, что для изотропного материала является
моделью Мурнагана [6]. Для таких моделей эксперименты по определению скоростей распро-
странения акустических волн являются хорошо проверенным способом определения констант
модели [3, 10, 12]. В силу свойств тензора деформаций Коши-Грина часто бывает затрудни-
тельно трактовать физический смысл решения рассматриваемой динамической задачи.

Одним из возможных подходов к построению моделей нелинейно упругих материалов яв-
ляется установление связи между скоростями изменения напряжений и деформаций, т.е. ис-
пользование модели так называемого гипоупругого материала [13]. В данной статье модель
гипоупругого изотропного материала строится с использованием неголономной меры дефор-
маций, введенной в работах А.А. Маркина [14, 15]. Соотношения модели записываются через
инварианты проекций тензора деформаций в собственные упругие подпространства изотроп-
ного материала, понятие о которых использовалось в работах [15, 16, 17]. Это позволяет про-
вести анализ нелинейных эффектов, описываемых моделью.

Будут рассмотрены такие конечные деформации материала, в которых главные оси де-
формаций совпадают с одними и теми же материальными волокнами. Известно, что в этом
случае неголономная мера деформаций совпадает с мерой логарифмических деформаций Ген-
ки [14, 15]. В статье показано, что при таких деформациях для гипоупругого материала в
некоторых случаях может быть определен потенциал деформаций. Рассмотрены модели изо-
тропного гипоупругого материала двух типов: пятиконстантная, не удовлетворяющая частно-
му постулату изотропии материала А.А. Ильюшина, и четырехконстантная, удовлетворяющая
требованиям этого постулата. Одним из следствий гипотезы, называемой частным постулатом
изотропии, является соосность девиаторов тензоров напряжений и деформаций, которая на-
рушается в модели Мурнагана и подобных ей. В данной статье будет проведен анализ вопроса
о влиянии выбора модели гипоупругого материала на решение динамической задачи об опре-
делении фазовых скоростей распространения акустических волн в телах с предварительными
конечными деформациями разных видов.

1. Кинематика конечных деформаций

Введем в рассмотрение отсчетную конфигурацию с декартовой системой координат
𝑂𝑥1𝑥2𝑥3 и ортонормированным векторным базисом e1, e2, e3, e𝑖 · e𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 (точкой обозна-
чено скалярное произведение). Положение каждой материальной точки в этой конфигурации
определяется радиус-вектором x0 = 𝑥𝑖0e𝑖. Полагаем, что в отсчетной конфигурации перемеще-
ния, деформации и напряжения в материале отсутствуют. Переход к текущей конфигурации
определяется полем перемещений u = u(x0, 𝑡). Тензор-аффинор деформаций Φ связан с полем
перемещений выражением

Φ = E + ∇0u, (1.1)

где E –– единичный тензор, ∇0 =
𝜕

𝜕x0
–– набла-оператор отсчетной конфигурации.

Представление тензора-аффинора деформаций в виде произведения симметричного и ор-
тогонального тензора называют его полярным разложением:

Φ = U ·R = R ·V, (1.2)

гдеU = UT,V = VT –– левая и правая меры искажений,RT = R−1 –– ортогональный тензор,
сопровождающий деформацию.



Акустические волны в гипоупругих телах. I. Изотропные материалы 321

В качестве меры конечных деформаций будем использовать неголономную меру дефор-
маций K, введенную в работах А.А. Маркина [14, 15]. Эта мера определяется из дифферен-
циального уравнения, связывающего обобщенную яуманновскую производную тензора K с
тензором деформации скорости W [15]:

KΔ ≡ K̇ + Ω ·K−K ·Ω = W, (1.3)

где Ω = R−1 · Ṙ –– тензор спина, W =
1

2
R−1 ·

(︁
U−1 · U̇ + U̇ ·U−1

)︁
·R –– тензор деформации

скорости, точкой обозначено дифференцирование по времени 𝑡.
Выбор этой меры обусловлен ее свойствами. Во-первых, первый инвариант этой меры свя-

зан только с изменением объема материальной частицы, а ее девиатор –– с чистым формоиз-
менением. Во-вторых, мера K энергетически сопряжена с обобщенным тензором напряжений
Σ = 𝐽S, где 𝐽 = detΦ характеризует относительное изменение объема, S –– тензор истин-
ных напряжений Коши, так что дифференциал удельной (отнесенной к начальному объему)
потенциальной энергии деформаций 𝑊 представляется в виде

𝑑𝑊 = Σ · ·𝑑ΔK. (1.4)

Обобщенная яуманновская производная тензораK определяется относительно вращающе-
гося со скоростью Ω ортонормированного базиса n1, n2, n3, положение которого относительно
неподвижного базиса отсчетной конфигурации e1, e2, e3 определяется с помощью ортогональ-
ного тензора, входящего в полярное разложение аффинора деформаций:

n𝑖(𝑡) = e𝑖 ·R(𝑡). (1.5)

Как и любая неголономная мера деформаций, мера деформаций K имеет недостаток, а
именно не выражается через перемещения частиц среды в текущей конфигурации. Исключе-
ние составляют так называемые изотропные процессы деформирования, в которых главные
оси деформаций совпадают с одними и теми же материальными волокнами. В этом случае
отсутствуют повороты среды как жесткого целого, т.е. R ≡ E, и равна нулю скорость враще-

ния материальных волокон, т.е. тензор вихря 𝜔𝜔𝜔 =
1

2
R−1 ·

(︁
U−1 · U̇− U̇ ·U−1

)︁
·R + Ω ≡ 0. В

таких процессах неголономная мера деформаций K совпадает с логарифмическим тензором
деформаций Генки K ≡ H = lnU, однозначно определяемым текущей конфигурацией [14, 15].

2. Динамические уравнения распространения акустических волн

Рассмотрим три состояния среды: естественное состояние, в котором деформации и на-
пряжения отсутствуют, начальное состояние с однородным полем конечных деформаций и
конечное состояние, переход к которому от начального состояния связан с возмущением поля
перемещений. Будем считать, что естественное состояние совпадает с отсчетной конфигура-
цией. Переход к начальному состоянию связан с полем перемещений u𝑖 = u𝑖(x0, 𝑡𝑖) и характе-
ризуется однородной деформацией Φ𝑖 = E+∇0u𝑖 и тензором напряжений S𝑖 = S(𝑡𝑖). Переход
от естественного состояния к начальному считаем квазистатическим, поэтому выполняются
условия равновесия:

∇𝑖 · S𝑖 ≡ 0, ü𝑖 ≡ 0, (2.1)

где ∇𝑖 =
𝜕

𝜕x𝑖
–– набла-оператор начального состояния.

В начальном состоянии на поле перемещений u𝑖 = u𝑖(x𝑖, 𝑡𝑖) накладываются малые воз-
мущения 𝛿u(x𝑖, 𝑡) = v(x𝑖, 𝑡𝑖)𝛿𝑡. Будем считать, что градиенты возмущений также малы, а
перемещения в конечном (возмущенном) состоянии определяются выражением

u𝑓 (x, 𝑡𝑓 ) = u𝑖(x0, 𝑡𝑖) + 𝛿u(x𝑖, 𝑡). (2.2)
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В конечном состоянии выражение для аффинора деформаций имеет вид

Φ𝑓 = E + ∇0u𝑓 = E + ∇0u𝑖 + ∇0𝛿u.

Учитывая связь между операторами Гамильтона в естественном и начальном состояниях
∇𝑖 ( ) = Φ−1

𝑖 · ∇0 ( ) и выражение (1.1), получим представление для аффинора деформаций в
конечном состоянии:

Φ𝑓 = Φ𝑖 ·
(︀
E + ∇𝑖𝛿u

)︀
. (2.3)

В силу предположения о малости градиентов возмущений перемещений в дальнейших пре-
образованиях слагаемыми, содержащими ∇𝑖𝛿u во второй и более высоких степенях, будем
пренебрегать.

Запишем уравнения движения среды в конечном (возмущенном) состоянии:

∇𝑓 · S𝑓 = 𝜌𝑓 ü𝑓

или, учитывая связь между тензорами напряжений S и Σ, в виде:

∇𝑓 · 𝐽−1
𝑓 Σ𝑓 = 𝜌𝑓 ü𝑓 . (2.4)

Разложим тензор напряженийΣ𝑓 в окрестности начального состояния по степеням тензора
деформаций K:

Σ𝑓 = Σ𝑖 +
𝜕Σ

𝜕K

⃒⃒⃒⃒
K=K𝑖

· · (K𝑓 −K𝑖) +𝑂
(︀
‖∇𝑖𝛿u‖

)︀
, (2.5)

где
𝜕Σ

𝜕K

⃒⃒⃒⃒
K=K𝑖

= C (K𝑖) –– тензор четвертого ранга, имеющий смысл обобщенного тензора

жесткости материала.
Пренебрегая членами высших порядков малости, запишем (2.5) в виде

Σ𝑓 = Σ𝑖 + 𝛿Σ𝑖, 𝛿Σ𝑖 = C (K𝑖) · ·𝛿K𝑖. (2.6)

В соответствии с определением неголономной меры деформаций (1.3) и представлением
тензора деформации скоростиW через поле скоростей v(x𝑖, 𝑡𝑖) [6, 15] выражение для вариации
тензора K𝑖 имеет вид:

𝛿K𝑖 = W𝛿𝑡 =
1

2

(︀
∇𝑖v + v∇𝑖

)︀
𝛿𝑡 =

1

2

(︀
∇𝑖𝛿u + 𝛿u∇𝑖

)︀
. (2.7)

С учетом представлений (2.6) и (2.7) уравнения движения (2.4) преобразуются к виду:

∇𝑖 · 𝛿Σ𝑖 −Σ𝑖 · ∇𝑖
(︀
∇𝑖 · 𝛿u

)︀
= 𝜌0𝛿ü𝑓 ,

∇𝑖𝛿K𝑖 · · ·C (K𝑖) −Σ𝑖 · ∇𝑖
(︀
∇𝑖 · 𝛿u

)︀
= 𝜌0𝛿ü.

(2.8)

Уравнения (2.8) являются динамическими уравнениями распространения малых возмуще-
ний перемещений, линеаризованными в предположении, что ‖∇𝑖𝛿u‖ → 0. Применение этих
уравнений в конкретной среде требует конкретизации среды, т.е. установления связи между
напряжениями и деформациями в ней.
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3. Определяющие соотношения для гипоупругой среды

Материал называют гипоупругим, если определяющие соотношения в нем связывают ско-
рости изменения напряжений со скоростями изменения деформаций [13, 14, 15]. Представим
нелинейную связь между объективными производными тензоров Σ и K в виде:

ΣΔ = N · ·KΔ + K · ·L · ·KΔ, (3.1)

где N и L –– тензоры четвертого и шестого рангов [15], компоненты которых в декартовом
базисе обладают свойствами симметрии

𝑁𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑁𝑗𝑖𝑘𝑙 = 𝑁𝑖𝑗𝑙𝑘 = 𝑁𝑘𝑙𝑖𝑗 ,
𝐿𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚𝑛 = 𝐿𝑗𝑖𝑘𝑙𝑚𝑛 = 𝐿𝑖𝑗𝑙𝑘𝑚𝑛 = 𝐿𝑖𝑗𝑘𝑙𝑛𝑚 = 𝐿𝑘𝑙𝑖𝑗𝑚𝑛 = 𝐿𝑚𝑛𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝐿𝑖𝑗𝑚𝑛𝑘𝑙.

(3.2)

Полагая компоненты (3.2) постоянными во вращающемся (полярном) базисе (1.5), прихо-
дим к требованию:

NΔ ≡ 0, LΔ ≡ 0. (3.3)

При выполнении условий (3.3) соотношения (3.1) могут быть проинтегрированы:

Σ = N · ·K +
1

2
K · ·L · ·K. (3.4)

Соотношения (3.4) представляют собой определяющие соотношения для гипоупругого ма-
териала, записанные в терминах неголономной меры деформаций K. Эти соотношения можно
рассматривать и как следствие предположения о существовании упругого потенциала 𝑊 (K),
который можно представить в полиномиальной форме:

𝑊 =
1

2
N · · · ·KK +

1

6
L · · · · · ·KKK, (3.5)

тогда в соответствии с (1.4) обобщенный тензор напряжений определяется выражением:

Σ =
𝜕𝑊

𝜕ΔK
. (3.6)

При бесконечно малых деформациях, когда K → 𝜀𝜀𝜀 =
1

2

(︀
∇0u + u∇0

)︀
→ 0, определяющие

соотношения (3.4) совпадают с соотношениями модели Мурнагана [6, 19]

S = N · ·𝜀𝜀𝜀+
1

2
𝜀𝜀𝜀 · ·L · ·𝜀𝜀𝜀, (3.7)

поэтому тензор N можно рассматривать как тензор упругости материала второго порядка,
а тензор L –– как тензор упругости третьего порядка, а их компоненты являются упругими
постоянными материала второго и третьего порядков соответственно.

В работах [15, 16, 17] используются понятия собственных упругих состояний материала,
которые представляют собой собственные подпространства тензора N. Тензор упругости N
можно представить разложением по собственным базисным тензорам в виде

N =

𝛼=𝑚∑︁
𝛼=1

𝑁𝛼N
(𝛼), (3.8)

где 𝑚 –– количество различных собственных значений тензораN, совпадающее с количеством
независимых констант упругости материала. Тогда обобщенный закон Гука [6, 15] можно за-
писать в терминах собственных упругих состояний в виде

S =

𝛼=𝑚∑︁
𝛼=1

𝑁𝛼𝜀𝜀𝜀
(𝛼),
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где 𝜀𝜀𝜀(𝛼) = 𝜀𝜀𝜀 · ·N(𝛼) –– проекция тензора 𝜀𝜀𝜀 в соответствующее собственное подпространство с
базисным тензором N(𝛼).

Базисные тензоры собственных упругих подпространств определены в работах [15, 16, 17].
Эти тензоры нормируются соотношением N(𝛼) · ·N(𝛽) = 𝛿𝛼𝛽N(𝛼).

Собственные базисные тензоры для тензора шестого ранга L определяются как такие, что
тензор L может быть представлен разложением

L =

𝛼=𝑛∑︁
𝛼=1

𝑏𝛼B
(𝛼), (3.9)

где 𝑛 –– количество различных собственных значений тензора L, совпадающее с числом неза-
висимых констант упругости третьего порядка.

Если представить тензоры напряжений и деформаций разложениями по собственным упру-

гим подпространствам 𝜀𝜀𝜀 =
𝛼=𝑚∑︀
𝛼=1

𝜀𝜀𝜀(𝛼) и S =
𝛼=𝑚∑︀
𝛼=1

S(𝛼), то из соотношений (3.7) следует связь

между проекциями напряжений S(𝛼) и деформаций 𝜀𝜀𝜀(𝛼) в собственные подпространства в ви-
де

S(𝛼) = 𝑁𝛼𝜀𝜀𝜀
(𝛼) +

1

2

𝛾=𝑚∑︁
𝛾=1

𝛽=𝑛∑︁
𝛽=1

𝑏𝛽𝜀𝜀𝜀
(𝛾) · ·B(𝛽) · ·𝜀𝜀𝜀(𝛼), (3.10)

которая определяет нелинейную (полиномиальную) связь между напряжениями и малыми де-
формациями. Пренебрегая в (3.10) членами второго порядка малости, придем к обобщенному
закону Гука.

В случае конечных деформаций естественным обобщением соотношений (3.10) на осно-
вании (3.4) являются соотношения, связывающие проекции тензоров K и Σ в собственные
упругие подпространства материала:

Σ(𝛼) = 𝑁𝛼K
(𝛼) +

1

2

𝛾=𝑚∑︁
𝛾=1

𝛽=𝑛∑︁
𝛽=1

𝑏𝛽K
(𝛾) · ·B(𝛽) · ·K(𝛼), (3.11)

где K(𝛼) = K · ·N(𝛼) и Σ(𝛼) = Σ · ·N(𝛼).
Соотношения (3.4), связывающие обобщенный тензор напряженийΣ с неголономной мерой

деформаций K, могут быть записаны через обобщенный тензор жесткости C(K) =
𝜕Σ

𝜕K
=

=
𝜕2𝑊

𝜕ΔK2
в виде

Σ =
𝛼=𝑚∑︁
𝛼=1

C(K) · ·K(𝛼), (3.12)

причем выражение для тензора жесткости на основании (3.11) имеет вид:

C(K) =
𝛼=𝑚∑︁
𝛼=1

𝑁𝛼N
(𝛼) +

𝛾=𝑚∑︁
𝛾=1

𝛽=𝑛∑︁
𝛽=1

𝑏𝛽K
(𝛾) · ·B(𝛽), (3.13)

Выражение для потенциала деформаций (3.5) также может быть записано через проекции
тензора деформаций в собственные упругие подпространства:

𝑊 (K) =
𝛼=𝑚∑︁
𝛼=1

⎛⎝1

2
𝑁𝛼K

(𝛼) · ·K(𝛼) +
1

6

𝛾=𝑚∑︁
𝛾=1

𝛽=𝑛∑︁
𝛽=1

𝑏𝛽B
(𝛽) · · · · · ·K(𝛾)K(𝛽)K(𝛼)

⎞⎠. (3.14)
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Модель гипоупругого материала, представляемая соотношениями (3.12)–(3.14), пригодна
для использования как для изотропных, так и для анизотропных материалов с различным
типом симметрии свойств. Конкретизация соотношений (3.12)–(3.14) связана с определением
собственных базисных тензоров упругости N(𝛼) и B(𝛼) для материалов различных типов.

4. Конечные деформации изотропного материала

Изотропный материал характеризуется двумя константами упругости второго порядка и
тремя константами упругости третьего порядка [6, 19, 20]. Тензор N имеет два различных
собственных значения 𝑁1 = 3𝐾, 𝑁2 = 2𝐺 (𝐾 и 𝐺 –– модуль объемной упругости и модуль
сдвига материала) и два собственных подпространства: одномерное, соответствующее чисто
объемным деформациям, и пятимерное девиаторное, соответствующее чистому формоизмене-
нию.

Упругие собственные подпространства изотропного материала имеют базисные тензоры

N(1) = I0I0, N(2) = I1I1 + I2I2 + I3I3 + I4I4 + I5I5, (4.1)

где I𝑖 –– тензоры канонического базиса [15], диадные разложения которых имеют вид

I0 =
1√
3

(e1e1 + e2e2 + e3e3), I1 =
1√
6

(2e3e3 − e1e1 − e2e2), I2 =
1√
2

(e1e1 − e2e2)

I3 =
1√
2

(e1e2 + e2e1), I4 =
1√
2

(e2e3 + e3e2), I5 =
1√
2

(e3e1 + e1e3).

(4.2)

Число различных собственных значений тензора L для изотропного материала равно трем:
𝑏1, 𝑏2, 𝑏3. Они связаны с константами упругости третьего порядка [6] 𝜈1, 𝜈2, 𝜈3 соотношениями

𝑏1 = 3
√

3(𝜈1 + 2𝜈2 − 16𝜈3), 𝑏2 = −12
√

3𝜈2, 𝑏3 = 4𝜈3.

Собственные базисные тензоры B(1), B(2), B(3) для изотропного материала приведены в
работах [19, 20].

Ограничимся рассмотрением изотропных процессов конечного деформирования, в кото-
рых главные оси деформаций совпадают с одними и теми же материальными волокнами, в
связи с чем в дальнейших соотношениях в качестве меры деформаций используем тензор Ген-
ки H. Вычислим проекции тензора деформаций H в собственные подпространства тензора
упругости, характеризующие собственные упругие состояния материала:

1𝐷 : H(1) = H · ·N(1) = ℎ0I
0,

5𝐷 : H(2) = H · ·N(2) = ℎ1I
1 + ℎ2I

2 + ℎ3I
3 + ℎ4I

4 + ℎ5I
5,

(4.3)

где обозначено ℎ𝑖 = H · ·I𝑖.
Отметим, что квадрат тензора H(1) также принадлежит первому собственному подпро-

странству, а квадрат тензора H(2) имеет составляющие, принадлежащие подпространствам
1𝐷 и 5𝐷, которые обозначим соответственно H

(2)
1 и Q

(2)
2 . Подставляя (4.3) в соотношения

(3.11), (3.14), запишем представление для потенциала деформаций изотропного материала в
терминах собственных упругих состояний:

𝑊 =
1

6
𝑁1𝐽

2
1 (H(1)) +

1

2
𝑁2𝐽2(H

(2)) +
1

6

(︂
𝑏1

3
√

3
𝐽3
1 (H(1)) +

𝑏2√
3
𝐽1(H

(1))𝐽2(H
(2)) + 6𝑏3𝐽3(H

(2))

)︂
,

(4.4)
где 𝐽1(H(1)) = H(1) · ·E, 𝐽2(H(2)) = H(2) · ·H(2), 𝐽3(H(2)) = detH(2) –– инварианты тензоров
H(1) и H(2).
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Выражения для напряжений в случае изотропного материала принимают вид:

Σ(1) =
√

3𝜎0I
0,

Σ(2) = 𝜏𝑒H
(2) + 𝜏𝑞Q

(2)
2 ,

(4.5)

где 𝜎0 = 𝐾𝐽1(H
(1)) +

𝑏1

6
√

3
𝐽2
1 (H(1)) +

𝑏2

6
√

3
𝐽2(H

(2)), 𝜏𝑒 = 2𝐺+
𝑏2

3
√

3
𝐽1(H

(1)), 𝜏𝑞 = 𝑏3 –– матери-

альные функции, обозначения которых совпадают с принятыми в работе [19].
Обобщенный тензор жесткости (3.13) в случае изотропного материала принимает вид

C =

𝛼=2∑︁
𝛼=1

𝑁𝛼N
(𝛼) +

𝛾=2∑︁
𝛾=1

𝛽=3∑︁
𝛽=1

𝑏𝛽H
(𝛾) · ·B(𝛽), (4.6)

Для анализа нелинейных эффектов, описываемых моделью изотропного материала
(4.4)–(4.6), рассмотрим деформированные состояния, расположенные в собственных под-
пространствах тензора упругости. Пусть деформации определяются тензором H(1) = ℎ0I

0,
H(2) = 0. Исходя из геометрического смысла тензора логарифмических деформаций, это со-
стояние является чисто объемной деформацией. Возникающие при этом напряжения Σ(1) =

=

[︂√
3𝐾𝐽1(H

(1)) +
1

6
𝑏1𝐽

2
1 (H(1))

]︂
I0 являются гидростатическими, а наличие константы 𝑏1 поз-

воляет учесть нелинейность их изменения. Касательные напряжения при таких деформациях
не возникают.

Если деформации определяются только тензоромH(2),H(1) = 0, то рассматриваемое состо-
яние является чистым формоизменением. Напряжения в этом случае дают ненулевые проек-

ции в оба упругих собственных подпространства:Σ = Σ(1)+Σ(2), причемΣ(1) =
1

6
𝑏2𝐽2(H

(2))I0,

Σ(2) =

(︂
2𝐺+

𝑏2

3
√

3
𝐽1(H

(1))

)︂
H(2)+𝑏3Q

(2)
2 . Модель описывает дилатационные эффекты в мате-

риале, связанные с появлением гидростатических напряжений при чистом формоизменении.
Напряжения Σ(2) оказываются в общем случае несоосными деформациям H(2).

Несоосность девиаторов напряжений и деформаций указывает на то, что модель (4.4)–(4.6)
не удовлетворяет требованиям частного постулата изотропии А.А. Ильюшина [18]. Одним
из следствий частного постулата изотропии является независимость упругого потенциала от
третьего инварианта деформаций [21].

Рассматриваемая модель материала удовлетворит требованиям частного постулата изо-
тропии при условии равенства нулю коэффициента 𝑏3. Упругий потенциал такой четырехкон-
стантной модели имеет вид

𝑊 =
1

6
𝑁1𝐽

2
1 (H(1)) +

1

2
𝑁2𝐽2(H

(2)) +
1

6

(︂
𝑏1

3
√

3
𝐽3
1 (H(1)) +

𝑏2√
3
𝐽1(H

(1))𝐽2(H
(2))

)︂
, (4.7)

а связь между напряжениями и деформациями в собственных упругих подпространствах опре-
деляется соотношениями:

Σ(1) =
√

3𝜎0I
0, Σ(2) = 𝜏𝑒H

(2), (4.8)

причем функции 𝜎0 и 𝜏𝑒 по-прежнему определяются выражениями (3.4).
Обобщенный тензор жесткости материала (4.6) принимает вид

C =
𝛼=2∑︁
𝛼=1

𝑁𝛼N
(𝛼) +

𝛾=2∑︁
𝛾=1

𝛽=2∑︁
𝛽=1

𝑏𝛽H
(𝛾) · ·B(𝛽), (4.9)

Модель материала (4.7)–(4.9), удовлетворяющая частному постулату изотропии, описывает
такие же нелинейные эффекты, что и модель (4.4)–(4.6), однако в этом случае в соответствии
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с (4.8) девиаторы напряжений и деформаций соосны. Интерес представляет вопрос, каким
образом принятие частного постулата изотропии оказывает влияние на результаты решения
динамических задач. Далее этот вопрос проанализирован на примере решения задачи о рас-
пространении акустических волн в материале.

5. Плоские гармонические волны в предварительно деформиро-
ванном изотропном материале

Пусть возмущение поля перемещений из (2.2) связано с прохождением плоской монохро-
матической волны с полем перемещений

𝛿u(x𝑖, 𝜏) = 𝐴p exp (𝑖(𝑘n · x𝑖 + 𝜔𝜏)) , 𝜏 = 𝑡− 𝑡𝑖, (5.1)

где 𝐴 –– амплитуда, p –– вектор поляризации единичной длины, 𝑘 –– волновое число, 𝜔 ––
частота, n –– единичный вектор волновой нормали.

По полю перемещений (5.1) определим вариацию (2.7) тензора деформаций (𝛿K𝑖 = 𝛿H𝑖 в
рассматриваемых изотропных процессах):

𝛿H𝑖 =
1

2
𝑖𝑘(n𝛿u + 𝛿un)

и ее градиент, входящий в (2.8),

∇𝑖𝛿H𝑖 = −1

2
𝑘2n(n𝛿u + 𝛿un). (5.2)

Динамические уравнения (2.8) для изотропных материалов с обобщенным тензором жест-
кости, определяемым выражениями (4.6) или (4.9), после подстановки в них соотношений (5.1)
и (5.2) преобразуются к виду

A · p = 𝜌0𝑐
2p, (5.3)

где A –– акустический тензор среды, 𝑐 =
𝜔

𝑘
–– фазовая скорость распространения волны.

Акустический тензор среды с предварительными деформациями H𝑖 определяется выра-
жением

A(n,H𝑖) = M(n,H𝑖) −Σ𝑖 · nn, (5.4)

где M(n,H𝑖) = n ·C(H𝑖) · n –– обобщенный тензор Кристоффеля.
Тензоры A(n,H𝑖) и M(n,H𝑖) определяются свойствами среды и зависят как от направле-

ния распространения волны, так и от предварительных деформаций H𝑖. Из уравнений (5.3)
следует, что значение 𝜌0𝑐2 является собственным значением акустического тензора A(n, 𝜀𝜀𝜀1),
а вектор поляризации –– его собственным вектором.

При отсутствии предварительных деформаций, когда начальное состояние совпадает с
естественным, в изотропном материале в любом направлении распространяются две волны:

продольная со скоростью 𝑐𝑙 =

√︃
𝑁1 + 2𝑁2

3𝜌0
и поперечная со скоростью 𝑐𝑡 =

√︃
𝑁2

2𝜌0
.

Рассмотрим предварительные деформации изотропного материала, расположенные в его
упругих собственных подпространствах. В первом случае начальное состояние определим по-
лем перемещений u𝑖 = (𝜆(𝑡𝑖) − 1)x𝑖, где 𝜆 –– кратность удлинений при объемной деформации.
В этом случае тензор логарифмических деформаций имеет диадное разложение

H𝑖 = ln𝜆(e1e1 + e2e2 + e3e3) = ℎ0I
0, ℎ0 =

√
3 ln𝜆,
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и расположен в первом упругом собственном подпространстве. Напряжения, определяемые по
формулам (4.5), равны

Σ𝑖 =

(︂
𝑁1ℎ0 +

1

2
𝑏1ℎ

2
0

)︂
I0. (5.5)

Рассмотрим волну, распространяющуюся в направлении вектора n = e1. Акустический
тензор (5.4) с учетом выражений (4.6) и (5.5) записывается в виде

A(n,H𝑖) =
1

3

(︂
𝑁1 + 2𝑁2 + (𝑏1 + 2𝑏2)ℎ0 −

√
3

(︂
𝑁1 +

𝑏1
2
ℎ0

)︂
ℎ0

)︂
e1e1+

+
1

2

(︂
𝑁2 +

1

3
𝑏2ℎ0

)︂
(e2e2 + e3e3).

(5.6)

Акустический тензор (5.6) имеет два различных собственных значения, которые опреде-
ляют скорости распространения продольной 𝑐𝑙 и поперечных 𝑐𝑡 волн:

𝜌0𝑐
2
𝑙 =

1

3

(︂
𝑁1 + 2𝑁2 + (𝑏1 + 2𝑏2)ℎ0 −

√
3

(︂
𝑁1ℎ0 +

𝑏1
2
ℎ20

)︂)︂
,

𝜌0𝑐
2
𝑡 =

1

2

(︂
𝑁2 +

1

3
𝑏2ℎ0

)︂
.

(5.7)

Фазовые скорости (5.7) не содержат константу 𝑏3, поэтому при использовании четырех-
константной модели изотропного материала (4.7)–(4.9), удовлетворяющей частному постула-
ту изотропии, при предварительной чисто объемной деформации скорости распространения
продольных и поперечных волн также определяются выражениями (5.7).

На рис. 1 приведены угловые зависимости фазовых скоростей 𝑐𝑙(𝜙) и 𝑐𝑡(𝜙) для различных
направлений распространения волны, когда вектор волновой нормали расположен в плоскости
e1, e2 и определяется выражением n = cos𝜙e1 + sin𝜙e2. Предварительные деформации опре-
деляются значением 𝜆 = 0, 95 (всестороннее сжатие). Здесь же пунктиром приведены угловые
зависимости 𝑐𝑙(𝜙) и 𝑐𝑡(𝜙) для случая, когда предварительные деформации отсутствуют. Гра-
фики построенных угловых зависимостей показывают, что всестороннее сжатие не приводит
к анизотропии акустических свойств изотропного материала.

Рис. 1: Угловые зависимости фазовых скоростей 𝑐𝑙(𝜙) и 𝑐𝑡(𝜙) при предварительном всесто-
роннем сжатии
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Рассмотрим случай, когда начальное состояние определяется тензором деформаций

H𝑖 = ln𝜆(e1e1 − e2e2) = ℎ2I
2, ℎ2 =

√
2 ln𝜆,

который расположен во втором собственном подпространстве и определяет состояние растяже-
ния–сжатия по двум взаимно перпендикулярным направлениям. При таком деформированном
состоянии напряжения (4.5) определяются выражениями

Σ𝑖 = 𝑁1ℎ2I
2 +

1

6
√

3
𝑏2ℎ

2
2I

0 − 1√
6
𝑏3ℎ

2
2I

1. (5.8)

Пусть волна распространяется в направлении, перпендикулярной плоскости деформаций,
когда волновой вектор n = e3. На основании соотношений (5.4), (4.6) и (5.8) акустический
тензор определяется выражением

A(n,H𝑖) =
1

3

(︂
𝑁1 + 2𝑁2 −

1

2

(︂
𝑏2√

3
− 2𝑏3

)︂
ℎ22

)︂
e3e3+

+
1

2

(︂
𝑁2 +

1√
2
𝑏3ℎ2

)︂
e1e1 +

1

2

(︂
𝑁2 −

1√
2
𝑏3ℎ2

)︂
e2e2.

(5.9)

В соответствии с выражением для акустического тензора (5.9) в изотропном материале,
определяемом моделью (4.4)–(4.6), при рассматриваемых предварительных деформациях рас-
пространяется продольная волна с вектором поляризации p = e3 и фазовой скоростью

𝜌0𝑐
2
𝑙 =

1

3

(︂
𝑁1 + 2𝑁2 −

1

2

(︂
𝑏2√

3
− 2𝑏3

)︂
ℎ22

)︂
(5.10)

и две поперечные волны: с вектором поляризации p = e1 и фазовой скоростью

𝜌0𝑐
2
𝑡1 =

1

2

(︂
𝑁2 +

1√
2
𝑏3ℎ2

)︂
(5.11)

и с вектором поляризации p = e2 и фазовой скоростью

𝜌0𝑐
2
𝑡2 =

1

2

(︂
𝑁2 −

1√
2
𝑏3ℎ2

)︂
(5.12)

Из соотношений (5.10)–(5.12) следует, что рассматриваемое начальное состояние материала
приводит к тому, что в отношении акустических свойств начально изотропный материал ве-
дет себя как кристалл кубичесокй сингонии. Выражения для фазовых скоростей (5.10)–(5.12)
содержат константу 𝑏3, поэтому при использовании модели изотропного материала, удовле-
творяющей частному постулату изотропии, фазовые скорости продольных и поперечных волн
вычисляются по формулам:

𝜌0𝑐
2
𝑙 =

1

3

(︂
𝑁1 + 2𝑁2 −

𝑏2

2
√

3
ℎ22

)︂
, 𝜌0𝑐

2
𝑡1 = 𝜌0𝑐

2
𝑡2 =

1

2
𝑁2. (5.13)

Выражения (5.13) показывают, что использование четырехконстантной модели изотроп-
ного материала при предварительных деформациях растяжения-сжатия позволяет описать
появление анизотропии акустических свойств материала только в отношении скорости распро-
странения продольной волны. В этой модели не прогнозируется изменение величины фазовой
скорости распространения поперечных волн по отношению к начальному недеформированно-
му состоянию.
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Эти выводы иллюстрируются рис. 2, на котором приведены угловые зависимости фазовых
скоростей 𝑐𝑙(𝜙) и 𝑐𝑡(𝜙) для различных направлений распространения волны, когда вектор вол-
новой нормали расположен в плоскости e1, e3 и определяется выражением n = cos𝜙e1+sin𝜙e3.
Предварительные деформации определяются значением 𝜆 = 0, 95. На этих рисунках пункти-
ром приведены угловые зависимости 𝑐𝑙(𝜙) и 𝑐𝑡(𝜙) при отсутствии предварительных деформа-
ций. На рис. 2,а графики построены для модели материала (4.4)–(4.6), а на рис. 2,б –– для
модели материала (4.7)–(4.9), удовлетворяющей частному постулату изотропии.

а) б)

Рис. 2: Угловые зависимости фазовых скоростей 𝑐𝑙(𝜙) и 𝑐𝑡(𝜙) при предварительном растя-
жении-сжатии в плоскости e1, e2: а) расчеты по модели материала (4.4)–(4.6), б) расчеты по
модели материала (4.7)–(4.9)

Отметим также, что приведенные выражения для фазовых скоростей (5.7), (5.10)–(5.12)
достаточны для определения всех пяти констант модели (4.4)–(4.6) по измеренным скоро-
стям распространения продольных и поперечных волн. Выражения (5.7), (5.13), полученные
для модели (4.7)–(4.9), удовлетворяющей частному постулату изотропии, также пригодны для
идентификации этой модели по результатам динамических экспериментов.

6. Выводы

Для двух моделей гипоупругого изотропного материала проведен анализ влияния предва-
рительных конечных деформаций на скорости распространения акустических волн. Показано,
что при предварительных чисто объемных деформациях, когда тензоры деформаций и напря-
жений расположены в первом упругом собственном подпространстве материала, расчеты по
пятиконстантной и четырехконстантной моделям дают одинаковый результат.

При предварительных деформациях, расположенных во втором упругом собственном под-
пространстве, тензор напряжений имеет составляющую, расположенную в первом упругом
собственном подпространстве, а его проекция во второе подпространство при использовании
пятиконстантной модели несоосна девиатору деформаций. В этом случае оказывается, что на-
чально изотропный материал в отношении акустических свойств приобретает анизотропию.

Полученный результат может быть использован в качестве критерия проверки гипотезы о
выполнении в некотором конкретном материале частного постулата изотропии. Если в мате-
риале создать предварительное однородное деформированное состояние растяжения-сжатия
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и провести эксперимент по измерению фазовых скоростей распространения волн в направле-
нии, перпендикулярном плоскости деформаций, то в соответствии с (5.10)–(5.13) возможны
два принципиально разных результата измерений. В первом случае будут зафиксированы три
отклика на сигнал, возбуждающий волну, соответствующие одной продольной и двум попе-
речным волнам. В этом случае материал не удовлетворяет частному постулату изотропии. Во
втором случае в ответ на возбуждающий сигнал будет только два отклика, соответствующие
продольной и поперечной волнам. В этом случае можно утверждать, что материал удовлетво-
ряет частному постулату изотропии.
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