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Аннотация

Рассматривается одномерная начально-краевая задача для полого ортотропного мно-
гокомпонентного цилиндра, находящегося под действием объемных механодиффузионных
возмущений. Математическая модель включает в себя систему уравнений упругой диф-
фузии в цилиндрической системе координат, в которой учтены релаксационные диффу-
зионные эффекты, подразумевающие конечные скорости распространения диффузионных
потоков.

Поставленная задача решается методом эквивалентных граничных условий, согласно
которому рассматривается некоторая вспомогательная задача, решение которой может
быть получено с помощью разложения в ряды по собственным функциям упругодиффу-
зионного оператора. Далее строятся соотношения, связывающие правые части граничных
условий обеих задач и представляющие собой систему интегральных уравнений Вольтерры
1-го рода. Рассмотрен расчетный пример для трехкомпонентного полого цилиндра.
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функции Грина, метод эквивалентных граничных условий, полый цилиндр.

Библиография: 36 названий.

Для цитирования:

Н. А. Зверев, А. В. Земсков, В. М. Яганов. Моделирование механодиффузионных процессов
в полом цилиндре, находящемся под действием нестационарных объемных возмущений //
Чебышевcкий сборник, 2024, т. 25, вып. 2, с. 296–317.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (грант № 23-21-00189, https://rscf.ru/project/23-21-
00189/).



Моделирование механодиффузионных процессов в полом цилиндре . . . 297

CHEBYSHEVSKII SBORNIK

Vol. 25. No. 2.

UDC 539.3, 539.8 DOI 10.22405/2226-8383-2024-25-2-296-317

Modeling of elastic diffusion processes in a hollow cylinder under
the action of unsteady volume perturbations

N. A. Zverev, A. V. Zemskov, V. M. Yaganov

Zverev Nikolay Andreevich — candidate of physical and mathematical sciences, Moscow
Aviation Institute (National Research Institute) (Moscow).
e-mail: nik.zvereff2010@yandex.ru
Zemskov Andrey Vladimirovich — doctor of physical and mathematical sciences, Moscow
Aviation Institute (National Research Institute); Lomonosov Moscow State University (Moscow).
e-mail: azemskov1975@mail.ru
Yaganov Vladimir Mikhailovich — candidate of physical and mathematical sciences, Moscow
Aviation Institute (National Research Institute) (Moscow).
e-mail: avtofur@yandex.ru

Abstract

A one-dimensional initial-boundary value problem for a hollow orthotropic multicomponent
cylinder under the action of volumetric elastic diffusion perturbations is considered. The
mathematical model includes a system of equations of elastic diffusion in a cylindrical coordinate
system, which takes into account relaxation diffusion effects, implying finite propagation
velocities of diffusion flows.

The problem is solved by the method of equivalent boundary conditions. To do this, we
consider some auxiliary problem, the solution of which can be obtained by expanding into series
in terms of eigenfunctions of the elastic diffusion operator. Next, we construct relations that
connect the right-hand sides of the boundary conditions of both problems, which are a system
of Volterra integral equations of the first kind. A calculation example for a three-component
hollow cylinder is considered.
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1. Введение

При проектировании конструкций важнейшей проблемой, связанной с прочностью мате-
риалов, является учет влияния диффузионного движения частиц в твердом теле на процесс
деформирования. В частности, в работе рассматриваются вопросы, касающиеся моделиро-
вания связанных механодиффузионных процессов в телах цилиндрической формы. Данные
тела являются основой различных трубопроводов (нефте- и газопроводы, системы отопления),
используются в качестве валов и втулок в конструкциях, имеющих очень широкий спектр при-
менения в технике и эксплуатирующихся в условиях взаимодействия с агрессивными средами.
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Таким образом, учет взаимодействия полей очень важен при проектировании конструкций и
их отдельных элементов, работающих в условиях многофакторных внешних воздействий.

Вопрос о взаимодействии механического и диффузионного полей имеет уже почти сто-
летнюю историю, но и в настоящее время остается актуальным, так как круг исследуемых
вопросов в этой области постоянно расширяется за счет того, что в современных моделях
учитываются взаимосвязь все большего и большего количества полей различной физической
природы. Например, к механическому и диффузионному полям могут быть добавлены, тем-
пературные, электромагнитные и химические поля.

В настоящее время практически все модели тепломассопереноса учитывают конечную ско-
рость распространения тепловых и диффузионных возмущений, что обусловлено релаксацией
диффузионных потоков [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21]. Это осо-
бенно важно при описании высокочастотных и импульсных процессов. В представленных вы-
ше работах используются модели: Каттанео, Лорда-Шульмана, Грина-Линсди, Грина-Нагди
и т. д. Отдельно можно выделить статьи [1, 10, 17, 19], где для описания релаксационных
эффектов используется аппарат дробного дифференцирования.

Несмотря на большое разнообразие имеющихся в настоящее время моделей механодиффу-
зии и термомеханодиффузии, по-прежнему очень сложно обстоит вопрос, связанный с непо-
средственным решением соответствующих начально-краевых задач. Анализ публикаций по-
казывает, что здесь наиболее полно изучены модели в прямоугольной декартовой системе
координат.

Следует отметить работы [1, 2, 3, 4, 5, 10, 11, 12, 14, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28], в
которых рассматриваются методы решения указанных задач в криволинейных (в основном
в цилиндрической или сферической) системах координат. При их аналитическом решении
основной проблемой является нахождение системы собственных функций, являющихся ре-
шением соответствующей задачи Штурма-Лиувилля. Этот вопрос достаточно основательно
рассмотрен в работе [29], посвященной моделям теплопереноса в сплошных средах, в том чис-
ле в телах, имеющих цилиндрическую и сферическую формы. Применительно к связанным
задачам механодиффузии и термомеханодифузии данный вопрос на сегодняшний день в из-
вестных научных работах не обсуждался.

При решении нестационарных задач для сплошных сред используются, как правило, ин-
тегральные преобразования Лапласа по времени, Фурье и Ганкеля по координате и т.д., что
продемонстрировано в работах [1, 4, 5, 7, 10, 11, 12, 14, 15, 18, 20]. При этом обращение ин-
тегрального преобразования Лапласа осуществляется численно с помощью метода Дурбина
(и его модификаций) [4, 5, 11, 12, 14, 15, 17, 18], алгоритма Gaver–Stehfast [20], а также с
помощью квадратурных формул, основанных на использовании сумм Римана и т.д. [1, 7, 10].

Не вдаваясь в обсуждение достоинств и недостатков данных подходов, отметим только, что
такие алгоритмы подходят лишь для определенного класса функций. При этом изображения
Лапласа, получающиеся при решении конкретных задач, являются настолько громоздкими,
что практически проверить возможность применения того или иного метода, для нахождения
их оригиналов, далеко не всегда представляется возможным.

Альтернативные подходы, основанные на использовании методов конечных элементов
[6, 21] и конечных разностей [22], тоже не решают проблему, потому что, например, при ис-
пользовании конечно-разностных схем существенным вопросом является анализ этих схем на
устойчивость, что, в свою очередь, влияет на сходимость решения, полученного с помощью
таких схем, к решению исходной задачи. Это достаточно сложная математическая пробле-
ма, связанная с установлением непрерывной зависимости конечно-разностных схем от вход-
ных данных, к которым относятся коэффициенты дифференциальных операторов, а также
параметры начальных и граничных условий. Такие же проблемы могут возникнуть и при ис-
пользовании метода конечных элементов. Таким образом, вопросы, связанные с разработкой
аналитических методов решения нестационарных задач, и, в частности, задач механодиффу-
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зии, также являются актуальными.
В работе рассмотрена модель, описывающая одномерные нестационарные механодиффу-

зионные процессы в полом цилиндре, и предложен алгоритм решения, основанный на исполь-
зовании преобразования Лапласа по времени, разложении в ряды по собственным функци-
ям упругодиффузионного оператора и методе эквивалентных граничных условий. Данный
подход позволяет выразить решение поставленной задачи через известное решение некоторой
вспомогательной задачи данного класса, что существенно упрощает проблему обращения пре-
образования Лапласа, сведя ее к обращению рациональных функций с помощью вычетов и
таблиц операционного исчисления.

2. Постановка задачи

Рассматривается полярно-симметричная задача механодиффузии для многокомпонентно-
го ортотропного полого цилиндра, находящегося под действием нестационарных объемных
возмущений. Под действием приложенных нагрузок в деформируемом теле возникает восхо-
дящий диффузионный поток (эффект Горского), который в свою очередь, вследствие вызы-
ваемых им объемных изменений, также влияет на напряженно-деформированное состояние
среды.

Математическая постановка задачи, описывающая вышеуказанные физические процессы,
включает в себя: линеаризованное уравнение движения полого цилиндра, закон сохранения
массы в локальной форме, а также 𝑁 линеаризованных уравнений массопереноса с учетом
релаксации диффузионных потоков [30, 31, 32, 33]. Замыкают математическую постановку за-
дачи граничные условия. Начальные условия принимаются нулевыми, поскольку изначально
цилиндрическое тело находилось в состоянии покоя.
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Здесь 𝑡 – время; 𝑢𝑟 – радиальная компонента вектора механических перемещений; 𝑟* –
радиальная координата; 𝜌 – плотность сплошной среды; 𝑇0 – температура сплошной среды;
𝐷
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– время релаксации диффузионных процессов; 𝑅 – универсальная газовая постоянная; 𝐹1 –
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удельная плотность объёмных сил, 𝐹𝑞+1 – объемная плотность источников массопереноса; 𝑟1
и 𝑟2 – внутренний и внешний радиусы полого цилиндра.

3. Алгоритм решения задачи

Функции Грина. Задача (1), (2) решается методом эквивалентных граничный условий
[30, 31, 32, 34], согласно которому вначале рассматривается вспомогательная задача, состоя-
щая из исходной системы дифференциальных уравнений и новых граничных условий вида⎛⎝𝑢′ +
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1𝑚𝑙

𝑟
−
𝐺′

1𝑚𝑙

𝑟2
+
𝐺1𝑚𝑙

𝑟3

)︂
+𝐷𝑞

(︃
𝐺′′

𝑞+1,𝑚𝑙 +
𝐺′

𝑞+1,𝑚𝑙

𝑟

)︃
=

= �̇�𝑞+1,𝑚𝑙 + 𝜏𝑞�̈�𝑞+1,𝑚𝑙.

(5)

⎛⎝𝐺′
1𝑚𝑙 +

1

𝑟
𝐺1𝑚𝑙 −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺𝑗+1,𝑚𝑙

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑟=1

= 𝛿1𝑚𝛿1𝑙𝛿 (𝜏), 𝐺𝑞+1,𝑚𝑙|𝑟=1 = 𝛿𝑞+1,𝑚𝛿1𝑙𝛿 (𝜏),

⎛⎝𝐺′
1𝑚𝑙 +

1

𝑟
𝐺1𝑚𝑙 −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺𝑗+1,𝑚𝑙

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅1

= 𝛿1𝑚𝛿2𝑙𝛿 (𝜏), 𝐺𝑞+1,𝑚𝑙|𝑟=𝑅1
= 𝛿𝑞+1,𝑚𝛿2𝑙𝛿 (𝜏).

(6)

Объемные функции Грина являются решениями следующих задач:
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(︂
𝐺′′

1𝑚 +
𝐺′

1𝑚

𝑟
− 𝐺1𝑚

𝑟2

)︂
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺
′
𝑗+1,𝑚 + 𝛿1𝑚𝛿 (𝑟 − 𝜉) 𝛿 (𝜏) = �̈�1𝑚,

−Λ𝑞

(︂
𝐺′′′

1𝑚 +
2𝐺′′

1𝑚

𝑟
− 𝐺′

1𝑚

𝑟2
+
𝐺1𝑚

𝑟3

)︂
+𝐷𝑞

(︂
𝐺′′

𝑞+1,𝑚 +
𝐺′

𝑞+1,𝑚

𝑟

)︂
+

+𝛿𝑞+1,𝑚𝛿 (𝑟 − 𝜉) 𝛿 (𝜏) = �̇�𝑞+1,𝑚 + 𝜏𝑞�̈�𝑞+1,𝑚;

(7)

⎛⎝𝐺′
1𝑚 +

1

𝑟
𝐺1𝑚 −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺𝑗+1,𝑚

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑟=1

= 0, 𝐺𝑞+1,𝑚|𝑟=1 = 0,

⎛⎝𝐺′
1𝑚 +

1

𝑟
𝐺1𝑚 −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺𝑗+1,𝑚

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅1

= 0, 𝐺𝑞+1,𝑚|𝑟=𝑅1
= 0.

(8)

Начальные условия в обеих задачах полагаются нулевыми.
Решение задачи (5), (6) найдено в работе [30]. Выражения для поверхностных функций

Грина приведены в Приложении 1. Изложим здесь алгоритм решения задачи (7), (8). Вначале
применяем к уравнениям (7) и граничным условиям (8) интегральное преобразование Лапласа
по времени. Получаем (индекс 𝐿 обозначает трансформанту Лапласа, 𝐺𝐿

𝑘𝑚 = 𝐺𝐿
𝑘𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠), 𝑠 –

параметр преобразования Лапласа)(︂
𝐺′′𝐿

1𝑚 +
𝐺′𝐿

1𝑚

𝑟
− 𝐺𝐿

1𝑚

𝑟2

)︂
−

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺
′𝐿
𝑗+1,𝑚 + 𝛿1𝑚𝛿 (𝑟 − 𝜉) = 𝑠2𝐺𝐿

1𝑚,

−Λ𝑞

(︂
𝐺′′′𝐿

1𝑚 +
2𝐺′′𝐿

1𝑚

𝑟
− 𝐺′𝐿

1𝑚

𝑟2
+
𝐺𝐿

1𝑚

𝑟3

)︂
+𝐷𝑞

(︃
𝐺′′𝐿

𝑞+1,𝑚 +
𝐺′𝐿

𝑞+1,𝑚

𝑟

)︃
+

+𝛿𝑞+1,𝑚𝛿 (𝑟 − 𝜉) =
(︀
𝑠+ 𝜏𝑞𝑠

2
)︀
𝐺𝐿

𝑞+1,𝑚;

(9)

⎛⎝𝐺′𝐿
1𝑚 +

1

𝑟
𝐺𝐿

1𝑚 −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺
𝐿
𝑗+1,𝑚

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑟=1

= 0, 𝐺𝐿
𝑞+1,𝑚

⃒⃒
𝑟=1

= 0,

⎛⎝𝐺′𝐿
1𝑚 +

1

𝑟
𝐺𝐿

1𝑚 −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺
𝐿
𝑗+1,𝑚

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑅1

= 0, 𝐺𝐿
𝑞+1,𝑚

⃒⃒
𝑟=𝑅1

= 0.

(10)

Решение задачи (9), (10) ищется в виде рядов{︃
𝐺𝐿

1𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠)

𝐺𝐿
𝑞+1,𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠)

}︃
=

∞∑︁
𝑛=1

{︃
𝐺𝐿

1𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠) Ψ1 (𝜆𝑛𝑟)

𝐺𝐿
𝑞+1,𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠) Ψ0 (𝜆𝑛𝑟)

}︃
,

{︃
𝐺𝐿

1𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠)

𝐺𝐿
𝑞+1,𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠)

}︃
=

1

Ψ (𝜆𝑛)

1∫︁
𝑅1

𝑟

{︃
𝐺𝐿

1𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠) Ψ1 (𝜆𝑛𝑟)

𝐺𝐿
𝑞+1,𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠) Ψ0 (𝜆𝑛𝑟)

}︃
𝑑𝑟,

(11)

Ψ1 (𝜆𝑛𝑟) = 𝑌0 (𝜆𝑛) 𝐽1 (𝜆𝑛𝑟) − 𝐽0 (𝜆𝑛)𝑌1 (𝜆𝑛𝑟),

Ψ0 (𝜆𝑛𝑟) = 𝑌0 (𝜆𝑛) 𝐽0 (𝜆𝑛𝑟) − 𝐽0 (𝜆𝑛)𝑌0 (𝜆𝑛𝑟),

Ψ (𝜆𝑛) =
1

2
[Ψ1 (𝜆𝑛)]2 − 𝑅2

1

2
[Ψ1 (𝜆𝑛𝑅1)]

2,

где 𝜆𝑛 – числа, удовлетворяющие уравнению Ψ0 (𝜆𝑛𝑅1) = 0, 𝐽𝜈 (𝜆𝑛𝑟) – функция Бесселя I рода
порядка 𝜈, 𝑌𝜈 (𝜆𝑛𝑟) – функция Бесселя II рода порядка 𝜈.
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Для нахождения коэффициентов рядов (11) первое уравнение в (9) домножаем на Ψ1 (𝜆𝑛𝑟),
а второе – на Ψ0 (𝜆𝑛𝑟) и интегрируем в промежутке [𝑅1, 1]. При этом для преобразования
дифференциальных операторов используем формулы, полученные в работе [30]:

1∫︁
𝑅1

𝑟

[︂
𝐺′𝐿

1𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠) +
𝐺𝐿

1𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠)

𝑟

]︂
Ψ0 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟 = 𝜆𝑛Ψ (𝜆𝑛)𝐺𝐿

1𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠),

1∫︁
𝑅1

𝑟𝐺′𝐿
𝑞+1,𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠) Ψ1 (𝜆𝑛𝑟) 𝑑𝑟 = 𝑟Ψ1 (𝜆𝑛𝑟)𝐺

𝐿
𝑞+1,𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠)

⃒⃒1
𝑅1

− 𝜆𝑛Ψ (𝜆𝑛)𝐺𝐿
𝑞+1,𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠),

1∫︁
𝑅1

[︂
𝐺′′𝐿

1𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠) +
𝐺′𝐿

1𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠)

𝑟
− 𝐺𝐿

1𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠)

𝑟2

]︂
Ψ1 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟 = −𝜆2𝑛Ψ (𝜆𝑛)𝐺𝐿

1𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠) +

+𝑟

[︂
𝐺′𝐿

1𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠) +
𝐺𝐿

1𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠)

𝑟

]︂
Ψ1 (𝜆𝑛𝑟)

⃒⃒⃒⃒1
𝑅1

,

1∫︁
𝑅1

[︃
𝐺′′𝐿

𝑞+1,𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠) +
𝐺′𝐿

𝑞+1,𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠)

𝑟

]︃
Ψ0 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟 = −𝜆2𝑛Ψ (𝜆𝑛)𝐺𝐿

𝑞+1,𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠) +

+𝜆𝑛𝑟Ψ1 (𝜆𝑛𝑟)𝐺
𝐿
𝑞+1,𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠)

⃒⃒1
𝑅1
,

1∫︁
𝑅1

[︂
𝐺′′′𝐿

1𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠) +
2𝐺′′𝐿

1𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠)

𝑟
− 𝐺′𝐿

1𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠)

𝑟2
+
𝐺𝐿

1𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠)

𝑟3

]︂
Ψ0 (𝜆𝑛𝑟) 𝑟𝑑𝑟 =

= 𝜆𝑛 𝑟

[︂
𝐺′𝐿

1𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠) +
𝐺𝐿

1𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝑠)

𝑟

]︂
Ψ1 (𝜆𝑛𝑟)

⃒⃒⃒⃒1
𝑅1

− 𝜆3𝑛Ψ (𝜆𝑛)𝐺𝐿
1𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠).

В результате указанных преобразований краевая задача (9), (10) сводится к системе ли-
нейных алгебраических уравнений относительно 𝐺𝐿

𝑘𝑚 (𝜆𝑛, 𝜉, 𝑠), которая имеет следующий вид:

𝑘1𝑛 (𝑠)𝐺𝐿
1𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠) − 𝜆𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺
𝐿
𝑗+1,𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠) = 𝐹1𝑛 (𝜉),

−Λ𝑞𝜆
3
𝑛𝐺

𝐿
1𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠) + 𝑘𝑞+1,𝑛 (𝑠)𝐺𝐿

𝑞+1,𝑚𝑛 (𝜉, 𝑠) = 𝐹𝑞+1,𝑛 (𝜉),

𝐹1𝑛 (𝜉) =
𝛿1𝑚

Ψ (𝜆𝑛)
𝜉Ψ1 (𝜆𝑛𝜉), 𝐹𝑞+1,𝑛 (𝜉) =

𝛿𝑞+1,𝑚

Ψ (𝜆𝑛)
𝜉Ψ0 (𝜆𝑛𝜉),

𝑘1𝑛 (𝑠) = 𝜆2𝑛 + 𝑠2, 𝑘𝑞+1,𝑛 (𝑠) = 𝐷𝑞𝜆
2
𝑛 + 𝜏𝑞𝑠

2 + 𝑠.

Решая эту систему, получаем

𝐺𝐿
11𝑛 (𝜉, 𝑠) =

𝜉Ψ1 (𝜆𝑛𝜉)𝑃11𝑛 (𝑠)

Ψ (𝜆𝑛)𝑃𝑛 (𝑠)
, 𝐺𝐿

1,𝑞+1,𝑛 (𝜉, 𝑠) =
𝜉Ψ0 (𝜆𝑛𝜉)𝑃1,𝑞+1,𝑛 (𝑠)

Ψ (𝜆𝑛)𝑃𝑛 (𝑠)
,

𝐺𝐿
𝑞+1,1𝑛 (𝜉, 𝑠) =

𝜉Ψ1 (𝜆𝑛𝜉)

Ψ (𝜆𝑛)

𝑃𝑞+1,1𝑛 (𝑠)

𝑄𝑞𝑛 (𝑠)
,

𝐺𝐿
𝑞+1,𝑝+1,𝑛 (𝜉, 𝑠) =

𝜉Ψ0 (𝜆𝑛𝜉)

Ψ (𝜆𝑛)

[︂
𝛿𝑞𝑝

𝑘𝑞+1,𝑛 (𝑠)
+
𝑃𝑞+1,𝑝+1,𝑛 (𝑠)

𝑄𝑞𝑛 (𝑠)

]︂
.

(12)
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Здесь

𝑃𝑛 (𝑠) = 𝑘1𝑛 (𝑠) Π𝑛 (𝑠) − 𝜆4𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗Λ𝑗Π𝑗𝑛 (𝑠), 𝑄𝑞𝑛 (𝑠) = 𝑃𝑛 (𝑠) 𝑘𝑞+1,𝑛 (𝑠),

𝑃1,𝑞+1,𝑛 (𝑠) = 𝜆𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗Π𝑗𝑛 (𝑠), 𝑃𝑞+1,𝑘𝑛 (𝑠) = Λ𝑞𝜆
3
𝑛𝑃1𝑘𝑛 (𝑠),

𝑃11𝑛 (𝑠) = Π𝑛 (𝑠), Π𝑗𝑛 (𝑠) =
𝑁∏︁

𝑘=1,𝑘 ̸=𝑗

𝑘𝑘+1,𝑛 (𝑠), Π𝑛 (𝑠) =
𝑁∏︁
𝑗=1

𝑘𝑗+1,𝑛 (𝑠).

(13)

Так как функции 𝑃𝑛 (𝑠), 𝑃1𝑘𝑛 (𝑠), 𝑘1𝑛 (𝑠) и 𝑄𝑞𝑛 (𝑠) являются многочленами от 𝑠, то решения
(12) – рациональные функции. Поэтому переход в пространство оригиналов осуществляется
по следующим формулам:

𝐺11𝑛 (𝜉, 𝜏) =
𝜉Ψ1 (𝜆𝑛𝜉)

Ψ (𝜆𝑛)

2𝑁+2∑︁
𝑘=1

𝐴
(𝑘)
11𝑛 (𝑠𝑘𝑛) exp (𝑠𝑘𝑛𝜏),

𝐺1,𝑞+1,𝑛 (𝜉, 𝜏) =
𝜉Ψ0 (𝜆𝑛𝜉)

Ψ (𝜆𝑛)

2𝑁+2∑︁
𝑘=1

𝐴
(𝑘)
1,𝑞+1,𝑛 (𝑠𝑘𝑛) exp (𝑠𝑘𝑛𝜏),

𝐺𝑞+1,1𝑛 (𝜉, 𝜏) =
𝜉Ψ1 (𝜆𝑛𝜉)

Ψ (𝜆𝑛)

2𝑁+4∑︁
𝑘=1

𝐴
(𝑘)
𝑞+1,1𝑛 (𝑠𝑘𝑛) exp (𝑠𝑘𝑛𝜏),

𝐺𝑞+1,𝑝+1,𝑛 (𝜉, 𝜏) =
𝜉Ψ0 (𝜆𝑛𝜉)

Ψ (𝜆𝑛)

[︃
2∑︁

𝑙=1

𝛿𝑞𝑝 exp (𝜒𝑞𝑙𝑛𝜏)

𝑘𝑞+1,𝑛 (𝜒𝑞𝑙𝑛)
+

2𝑁+4∑︁
𝑘=1

𝐴
(𝑘)
𝑞+1,𝑝+1,𝑛 (𝑠𝑘𝑛) exp (𝑠𝑘𝑛𝜏)

]︃
.

(14)

Здесь 𝑠𝑘𝑛 – нули полинома 𝑃𝑛 (𝑠), а 𝜒𝑞𝑙𝑛 – дополнительные нули полинома 𝑘𝑞+1,𝑛 (𝑠), опре-
деляемые по формулам

𝜒𝑞1𝑛 =
−1 −

√︀
1 − 4𝜏𝑞𝐷𝑞𝜆2𝑛
2𝜏𝑞

, 𝜒𝑞2𝑛 =
−1 +

√︀
1 − 4𝜏𝑞𝐷𝑞𝜆2𝑛
2𝜏𝑞

. (15)

Таким образом, в соответствии с (11), объемные функции Грина имеют вид{︃
𝐺1𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝜏)

𝐺𝑞+1,𝑚 (𝑟, 𝜉, 𝜏)

}︃
=

∞∑︁
𝑛=1

{︃
𝐺1𝑚𝑛 (𝜉, 𝜏) Ψ1 (𝜆𝑛𝑟)

𝐺𝑞+1,𝑚𝑛 (𝜉, 𝜏) Ψ0 (𝜆𝑛𝑟)

}︃
,

где коэффициенты этих рядов находятся по формулам (14), с учетом равенств (13) и (15).
Метод эквивалентных граничных условий. Для нахождения функций 𝑓*1𝑗 (𝜏) подстав-

ляем решение (4) задачи (1), (3) в граничные условия (2). Получаем уравнения относительно
искомых функций 𝑓*1𝑘 (𝜏):
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𝜏∫︁
0

⎡⎣𝐺′
111 (1, 𝜏 − 𝑡) + 𝑐12𝐺111 (1, 𝜏 − 𝑡) −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺𝑗+1,11 (1, 𝜏 − 𝑡)

⎤⎦ 𝑓*11 (𝑡) 𝑑𝑡+

+

𝜏∫︁
0

⎡⎣𝐺′
112 (1, 𝜏 − 𝑡) + 𝑐12𝐺112 (1, 𝜏 − 𝑡) −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺𝑗+1,12 (1, 𝜏 − 𝑡)

⎤⎦ 𝑓*12 (𝑡) 𝑑𝑡 = 𝜙1 (𝜏),

𝜏∫︁
0

⎡⎣𝐺′
111 (𝑅1, 𝜏 − 𝑡) +

𝑐12
𝑅1

𝐺111 (𝑅1, 𝜏 − 𝑡) −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺𝑗+1,11 (𝑅1, 𝜏 − 𝑡)

⎤⎦ 𝑓*11 (𝑡) 𝑑𝑡+

+

𝜏∫︁
0

⎡⎣𝐺′
112 (𝑅1, 𝜏 − 𝑡) +

𝑐12
𝑅1

𝐺112 (𝑅1, 𝜏 − 𝑡) −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺𝑗+1,12 (𝑅1, 𝜏 − 𝑡)

⎤⎦ 𝑓*12 (𝑡) 𝑑𝑡 = 𝜙2 (𝜏);

(16)

𝜙1 (𝜏) = −
𝑁+1∑︁
𝑘=1

1∫︁
𝑅1

𝜏∫︁
0

𝜙1𝑘 (1, 𝜉, 𝜏 − 𝑡)𝐹𝑘 (𝜉, 𝑡) 𝑑𝜉𝑑𝑡,

𝜙2 (𝜏) = −
𝑁+1∑︁
𝑘=1

1∫︁
𝑅1

𝜏∫︁
0

𝜙2𝑘 (𝑅1, 𝜉, 𝜏 − 𝑡)𝐹𝑘 (𝜉, 𝑡) 𝑑𝜉𝑑𝑡,

(17)

𝜙1𝑘 (1, 𝜉, 𝜏 − 𝑡) = 𝐺′
1𝑘 (1, 𝜉, 𝜏 − 𝑡) + 𝑐12𝐺1𝑘 (1, 𝜉, 𝜏 − 𝑡) −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺𝑗+1,𝑘 (1, 𝜉, 𝜏 − 𝑡),

𝜙2𝑘 (𝑅1, 𝜉, 𝜏 − 𝑡) = 𝐺′
1𝑘 (𝑅1, 𝜉, 𝜏 − 𝑡) +

𝑐12
𝑅1

𝐺1𝑘 (𝑅1, 𝜉, 𝜏 − 𝑡) −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺𝑗+1,𝑘 (𝑅1, 𝜉, 𝜏 − 𝑡).

Соотношения (16), (17) представляют собой систему интегральных уравнений Вольтерры
1-го рода. С учетом граничных условий (6)

𝜏∫︁
0

⎡⎣𝐺′
111 (1, 𝜏 − 𝑡) +𝐺111 (1, 𝜏 − 𝑡) −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺𝑗+1,11 (1, 𝜏 − 𝑡)

⎤⎦ 𝑓*11 (𝑡) 𝑑𝑡+

+

𝜏∫︁
0

⎡⎣𝐺′
112 (1, 𝜏 − 𝑡) +𝐺112 (1, 𝜏 − 𝑡) −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺𝑗+1,12 (1, 𝜏 − 𝑡)

⎤⎦ 𝑓*12 (𝑡) 𝑑𝑡 =

=

𝜏∫︁
0

𝛿 (𝜏 − 𝑡) 𝑓*11 (𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑓*11 (𝜏),

𝜏∫︁
0

⎡⎣𝐺′
111 (𝑅1, 𝜏 − 𝑡) +

1

𝑅1
𝐺111 (𝑅1, 𝜏 − 𝑡) −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺𝑗+1,11 (𝑅1, 𝜏 − 𝑡)

⎤⎦ 𝑓*11 (𝑡) 𝑑𝑡+

+

𝜏∫︁
0

⎡⎣𝐺′
112 (𝑅1, 𝜏 − 𝑡) +

1

𝑅1
𝐺112 (𝑅1, 𝜏 − 𝑡) −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐺𝑗+1,12 (𝑅1, 𝜏 − 𝑡)

⎤⎦ 𝑓*12 (𝑡) 𝑑𝑡 =

=

𝜏∫︁
0

𝛿 (𝜏 − 𝑡) 𝑓*12 (𝑡) 𝑑𝑡 = 𝑓*12 (𝜏),
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а с учетом (8)

𝜙1 (𝜏) = (1 − 𝑐12)
𝑁+1∑︁
𝑘=1

1∫︁
𝑅1

𝜏∫︁
0

𝐺1𝑘 (1, 𝜉, 𝜏 − 𝑡)𝐹𝑘 (𝜉, 𝑡) 𝑑𝜉𝑑𝑡,

𝜙2 (𝜏) =
1 − 𝑐12
𝑅1

𝑁+1∑︁
𝑘=1

1∫︁
𝑅1

𝜏∫︁
0

𝐺1𝑘 (𝑅1, 𝜉, 𝜏 − 𝑡)𝐹𝑘 (𝜉, 𝑡) 𝑑𝜉𝑑𝑡.

(18)

Поэтому система (16) запишется так:

𝑓*11 (𝜏) + (𝑐12 − 1)

𝜏∫︁
0

𝐺111 (1, 𝜏 − 𝑡) 𝑓*11 (𝑡) 𝑑𝑡+ (𝑐12 − 1)

𝜏∫︁
0

𝐺112 (1, 𝜏 − 𝑡) 𝑓*12 (𝑡) 𝑑𝑡 = 𝜙1 (𝜏),

𝑐12 − 1

𝑅1

𝜏∫︁
0

𝐺111 (𝑅1, 𝜏 − 𝑡) 𝑓*11 (𝑡) 𝑑𝑡+ 𝑓*12 (𝜏) +
𝑐12 − 1

𝑅1

𝜏∫︁
0

𝐺112 (𝑅1, 𝜏 − 𝑡) 𝑓*12 (𝑡) 𝑑𝑡 = 𝜙2 (𝜏).

В полученных равенствах, в слагаемых, содержащих интегралы, выполним интегрирова-
ние по частям. Учитывая тот факт, что любую дифференцируемую функцию 𝑓 (𝜏) можно
представить в виде (точка обозначает производную по времени)

𝑓 (𝜏) − 𝑓 (0) =

𝜏∫︁
0

𝑓 (𝑡) 𝑑𝑡,

получаем

𝜏∫︁
0

𝑎11 (𝜏 − 𝑡) 𝑓*11 (𝑡) 𝑑𝑡+

𝜏∫︁
0

𝑎12 (𝜏 − 𝑡) 𝑓*12 (𝑡) 𝑑𝑡 = 𝜙1 (𝑡) −
2∑︁

𝑗=1

𝑎1𝑗 (𝜏) 𝑓*1𝑖 (0),

𝜏∫︁
0

𝑎21 (𝜏 − 𝑡) 𝑓*11 (𝑡) 𝑑𝑡+

𝜏∫︁
0

𝑎22 (𝜏 − 𝑡) 𝑓*12 (𝑡) 𝑑𝑡 = 𝜙2 (𝑡) −
2∑︁

𝑗=1

𝑎2𝑗 (𝜏) 𝑓*1𝑖 (0).

(19)

Здесь

𝑎11 (𝜏 − 𝑡) = (𝑐12 − 1) �̃�111 (1, 𝜏 − 𝑡) + 1, 𝑎12 (𝜏 − 𝑡) = (𝑐12 − 1) �̃�112 (1, 𝜏 − 𝑡),

𝑎21 (𝜏 − 𝑡) =
𝑐12 − 1

𝑅1
�̃�111 (𝑅1, 𝜏 − 𝑡), 𝑎22 (𝜏 − 𝑡) =

𝑐12 − 1

𝑅1
�̃�112 (𝑅1, 𝜏 − 𝑡) + 1,

�̃�11𝑖 (𝑟, 𝜏) =

𝜏∫︁
0

𝐺11𝑖 (𝑟, 𝑡) 𝑑𝑡.

(20)

Решение системы (19) будет зависеть от 𝑓*1𝑖 (0). Эти функции в нуле, вообще говоря, не
определены и могут принимать любые значения. Поэтому доопределим их, исходя из условия
сопряжения начальных и граничных условий в угловых точках рассматриваемой области. С
учетом нулевых начальных условий будем полагать:

𝑓*1𝑖 (0) = 0.

Система интегральных уравнений (19) решается численно. Для аппроксимации интегралов
используется формула средних прямоугольников [30, 34]
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𝑡𝑚∫︁
0

𝑎𝑖𝑗 (𝑡𝑚 − 𝑡) 𝑓*1𝑙 (𝑡) 𝑑𝑡 = ℎ𝐴
(1/2)
𝑖𝑗 𝑦

(𝑚−1/2)
𝑙 + ℎ𝑆

(𝑚−1/2)
𝑖𝑗𝑙 ,

где

𝑡𝑚 = 𝑚ℎ, 𝑡𝑚−1/2 =

(︂
𝑚− 1

2

)︂
ℎ,

𝑆
(𝑚−1/2)
𝑖𝑗𝑙 =

𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝐴
(𝑚−𝑘+1/2)
𝑖𝑗 𝑦

(𝑘−1/2)
𝑙

(︀
∀𝑚 = 0, 𝑁𝜏

)︀
,

𝑦
(𝑚)
𝑙 =

𝜕𝑓*1𝑙 (𝑡𝑚)

𝜕𝜏
, 𝑦

(𝑚−1/2)
𝑙 =

𝜕𝑓*1𝑙
(︀
𝑡𝑚 − 𝑡1/2

)︀
𝜕𝜏

,

𝐴
(𝑚)
𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗 (𝑡𝑚), 𝐴

(𝑚−𝑘+1/2)
𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑗

(︀
𝑡𝑚 − 𝑡𝑘−1/2

)︀
.

Таким образом, система интегральных уравнений (19) сводится к рекуррентной последо-
вательности систем линейных алгебраических уравнений

Ay𝑚−1/2 = b𝑚−1/2, A =

(︃
𝐴

(1/2)
11 𝐴

(1/2)
12

𝐴
(1/2)
21 𝐴

(1/2)
22

)︃
, y𝑚−1/2 =

(︃
𝑦
(𝑚−1/2)
1

𝑦
(𝑚−1/2)
2

)︃
,

b𝑚−1/2 =

(︃
𝑏
(𝑚−1/2)
1

𝑏
(𝑚−1/2)
2

)︃
, 𝑏

(𝑚−1/2)
𝑖 =

1

ℎ

(︁
𝜙𝑖 (𝑡𝑚) − ℎ𝑆

(𝑚−1/2)
𝑖11 − ℎ𝑆

(𝑚−1/2)
𝑖22

)︁
,

решения которых находим по формулам Крамера:

𝑦
(𝑚−1/2 )
1 =

𝑏1𝐴
(1/2 )
22 − 𝑏2𝐴

(1/2 )
12

𝐴
(1/2 )
11 𝐴

(1/2 )
22 −𝐴

(1/2 )
12 𝐴

(1/2 )
21

, 𝑦
(𝑚−1/2 )
2 =

𝑏2𝐴
(1/2 )
11 − 𝑏1𝐴

(1/2 )
21

𝐴
(1/2 )
11 𝐴

(1/2 )
22 −𝐴

(1/2 )
12 𝐴

(1/2 )
21

.

В результате, решение исходной задачи (1), (2) в точках 𝜏 = 𝑡𝑖 запишется так:

𝑢 (𝑟, 𝑡𝑖) =
𝑁+1∑︁
𝑘=1

1∫︁
𝑅1

𝑡𝑖∫︁
0

𝐺1𝑘 (𝑟, 𝜉, 𝑡𝑖 − 𝑡)𝐹𝑘 (𝜉, 𝑡) 𝑑𝜉𝑑𝑡+

+ℎ

2∑︁
𝑙=1

𝑖∑︁
𝑚=1

�̃�11𝑙

(︀
𝑟, 𝑡𝑖−𝑚+1/2

)︀
𝑦
(𝑚−1/2 )
𝑙 ,

𝜂𝑞 (𝑟, 𝑡𝑖) =

𝑁+1∑︁
𝑘=1

1∫︁
𝑅1

𝑡𝑖∫︁
0

𝐺𝑞+1,𝑘 (𝑟, 𝜉, 𝑡𝑖 − 𝑡)𝐹𝑘 (𝜉, 𝑡) 𝑑𝜉𝑑𝑡+

+ℎ
2∑︁

𝑙=1

𝑖∑︁
𝑚=1

�̃�𝑞+1,1𝑙

(︀
𝑟, 𝑡𝑖−𝑚+1/2

)︀
𝑦
(𝑚−1/2 )
𝑙 .

(21)

4. Предельные переходы к несвязанным и статическим задачам

Полагая 𝜏𝑞 = 0, получаем классическую модель механодиффузии с бесконечной скоростью
распространения диффузионных потоков. При этом степень полинома 𝑃 (𝜆𝑛, 𝑠) изменяется с
2𝑁 + 2 до 𝑁 + 2, а для дополнительных нулей имеют место следующие предельные переходы:
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𝜒𝑞1𝑛 → −𝐷𝑞𝜆
2
𝑛, 𝜒𝑞2𝑛 → −∞ (𝜏𝑞 → 0).

Тогда:

exp (𝜒𝑞1𝑛𝜏) → exp
(︀
−𝐷𝑞𝜆

2
𝑛𝜏
)︀
, exp (𝜒𝑞2𝑛𝜏) → 0 (𝜏𝑞 → 0).

Полагая далее 𝛼𝑝 = 0, переходим к классическим моделям упругости и массопереноса
для полого цилиндра в задаче (1), (2). Вычисляя соответствующие пределы в (13) и (14) при
𝛼𝑞 → 0, получаем (учитывая, что Λ𝑞 → 0 при 𝛼𝑞 → 0) следующие выражения для функций
Грина в несвязанных задачах упругости и диффузии (множители Ω𝑙𝑛 приведены в Приложе-
нии):

𝐺𝑢
𝑙𝑛 (𝜏) =

Ω𝑙𝑛 sin𝜆𝑛𝜏

Ψ (𝜆𝑛)𝜆𝑛
, 𝐺𝜂

𝑙𝑞𝑛 (𝜏) =
𝜆𝑛𝐷𝑞Ω𝑙𝑛

Ψ (𝜆𝑛)

2∑︁
𝑗=1

exp (𝜒𝑗𝑞𝑛𝜏)

𝑘′𝑞+1,𝑛 (𝜒𝑗𝑞𝑛)
,

�̃�𝑢
𝑛 (𝜉, 𝜏) =

𝜉Ψ1 (𝜆𝑛𝜉) sin𝜆𝑛𝜏

𝜆𝑛Ψ (𝜆𝑛)
, �̃�𝜂

𝑞𝑛 (𝜉, 𝜏) =
𝜉Ψ0 (𝜆𝑛𝜉)

Ψ (𝜆𝑛)

2∑︁
𝑗=1

exp (𝜒𝑗𝑞𝑛𝜏)

𝑘′𝑞+1,𝑛 (𝜆𝑛, 𝜒𝑗𝑞)
.

Для перехода к статическим механодиффузионным режимам, полагаем в уравнениях (1)
и граничных условиях (3)

𝑓*1𝑙 (𝜏) = 𝑓*1𝑙𝐻 (𝜏), 𝑓1𝑙 (𝜏) = 𝑓1𝑙𝐻 (𝜏), 𝑓𝑞+1,𝑙 (𝜏) = 𝑓𝑞+1,𝑙𝐻 (𝜏),

𝐹𝑘 (𝜉, 𝜏) = 𝐹𝑘 (𝜉)𝐻 (𝜏).

Здесь 𝐻 (𝜏) – функция Хевисайда, 𝑓*1𝑙, 𝑓𝑚𝑙 – статические нагрузки.
Обозначим функции Грина статической задачи через 𝐺𝑠𝑡

𝑚𝑘. Тогда, используя предельный
переход (символ «*» обозначает свертку по времени)

𝐺𝑠𝑡
𝑚𝑘 (𝑟) = lim

𝜏→∞
[𝐺𝑚𝑘 (𝑟, 𝜏) *𝐻 (𝜏)] = lim

𝑠→0

[︂
𝑠𝐺𝐿

𝑚𝑘 (𝑟, 𝑠)
1

𝑠

]︂
= lim

𝑠→0
𝐺𝐿

𝑚𝑘 (𝑟, 𝑠),

связывающий функции Грина статической и динамической задач [34, 35], из формул (12) и
(13) получаем статические функции Грина для полого цилиндра в виде

𝐺𝑠𝑡
11 (𝑟, 𝜉) = 𝜉Φ

∞∑︁
𝑛=1

Ψ1 (𝜆𝑛𝜉)

Ψ (𝜆𝑛)𝜆2𝑛
Ψ1 (𝜆𝑛𝑟),

𝐺𝑠𝑡
1,𝑞+1 (𝑟, 𝜉) = 𝜉𝛼𝑞Φ𝑞

∞∑︁
𝑛=1

Ψ0 (𝜆𝑛𝜉)

Ψ (𝜆𝑛)𝜆3𝑛
Ψ1 (𝜆𝑛𝑟),

𝐺𝑠𝑡
𝑞+1,1 (𝑟, 𝜉) = 𝜉Λ𝑞Φ𝑞

∞∑︁
𝑛=1

Ψ1 (𝜆𝑛𝜉)

Ψ (𝜆𝑛)𝜆𝑛
Ψ0 (𝜆𝑛𝑟),

𝐺𝑠𝑡
𝑞+1,𝑝+1 (𝑟, 𝜉) =

𝜉 (𝛿𝑞𝑝 + Λ𝑞𝛼𝑝Φ𝑝)

𝐷𝑞

∞∑︁
𝑛=1

Ψ0 (𝜆𝑛𝜉)

Ψ (𝜆𝑛)𝜆2𝑛
Ψ0 (𝜆𝑛𝑟),

где величины Φ𝑞 и Φ определяются по формулам

Φ =

𝑁∏︀
𝑗=1

𝐷𝑗

𝑁∏︀
𝑗=1

𝐷𝑗 −
𝑁∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗Λ𝑗

𝑁∏︀
𝑘=1,𝑘 ̸=𝑗

𝐷𝑘

, Φ𝑞 =

𝑁∏︀
𝑘=1,𝑘 ̸=𝑞

𝐷𝑘

𝑁∏︀
𝑗=1

𝐷𝑗 −
𝑁∑︀
𝑗=1

𝛼𝑗Λ𝑗

𝑁∏︀
𝑘=1,𝑘 ̸=𝑗

𝐷𝑘

.
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Статический аналог уравнений (19) и формул (18), (20) в этом случае записывается сле-
дующим образом:

�̃�11𝑓
*
11 + �̃�12𝑓

*
12 = 𝜙1, �̃�21𝑓

*
11 + �̃�22𝑓

*
12 = 𝜙2, (22)

где

�̃�11 = 1 + (𝑐12 − 1)𝐺𝑠𝑡
111 (1), �̃�12 = (𝑐12 − 1)𝐺𝑠𝑡

112 (1),

�̃�21 =
𝑐12 − 1

𝑅1
𝐺𝑠𝑡

111 (𝑅1), �̃�22 = 1 +
𝑐12 − 1

𝑅1
𝐺𝑠𝑡

112 (𝑅1),

𝜙1 = (1 − 𝑐12)
𝑁+1∑︁
𝑘=1

1∫︁
𝑅1

�̃�𝑠𝑡
1𝑘 (1, 𝜉)𝐹𝑘 (𝜉) 𝑑𝜉, 𝜙2 =

1 − 𝑐12
𝑅1

𝑁+1∑︁
𝑘=1

1∫︁
𝑅1

�̃�𝑠𝑡
1𝑘 (𝑅1, 𝜉)𝐹𝑘 (𝜉) 𝑑𝜉.

Решение (22) находим по формулам Крамера

𝑓*11 =
�̃�22𝜙1 − �̃�12𝜙2

�̃�11�̃�22 − �̃�12�̃�21
, 𝑓*12 =

�̃�11𝜙2 − �̃�21𝜙1

�̃�11�̃�22 − �̃�12�̃�21
.

Таким образом, статический аналог формул (21) запишется так:

𝑢 (𝑟) =
𝑁+1∑︁
𝑘=1

1∫︁
𝑅1

�̃�1𝑘 (𝑟, 𝜉)𝐹𝑘 (𝜉) 𝑑𝜉 +
2∑︁

𝑙=1

𝑖∑︁
𝑚=1

𝐺𝑠𝑡
11𝑙 (𝑟) 𝑓*1𝑙,

𝜂𝑞 (𝑟) =
𝑁+1∑︁
𝑘=1

1∫︁
𝑅1

�̃�𝑞+1,𝑘 (𝑟, 𝜉)𝐹𝑘 (𝜉) 𝑑𝜉 +
2∑︁

𝑙=1

𝑖∑︁
𝑚=1

𝐺𝑠𝑡
𝑞+1,1𝑙 (𝑟) 𝑓*1𝑙.

(23)

5. Пример

В качестве примера рассматриваем трехкомпонентный сплав (𝑁 = 2, независимые компо-
ненты: цинк 1,0% и медь 4,5%, диффундирующие в дюралюминии), физические характери-
стики которого следующие [36]:

𝐶12 = 6.93 · 1010
H
м2
, 𝐶66 = 2.56 · 1010

H
м2
, 𝑇0 = 700К, 𝜌 = 2700

кг
м3
, 𝑛

(2)
0 = 0.045,

𝐿 = 0.5 · 10−2м, 𝛼(1)
1 = 6.55 · 107

Дж
кг

, 𝛼
(2)
1 = 6.14 · 107

Дж
кг

, 𝑚(2) = 0.064
кг

моль
,

𝐷
(1)
1 = 2.62 · 10−12м

2

с
, 𝐷

(2)
1 = 2.89 · 10−15м

2

с
, 𝑛

(1)
0 = 0.01, 𝑚(1) = 0.065

кг
моль

.

Положим для расчета

𝐹1 (𝑟, 𝜏) = Ψ01 (𝜆1𝑟)𝐻 (𝜏), 𝐹2 (𝑟, 𝜏) = 𝐻 (𝜏). (24)

Результаты вычислений представлены на рисунках 1–9.
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Рис. 1: Перемещения 𝑢 (𝑟, 𝜏), соответству-
ющие решению упругодиффузионной за-
дачи.

Рис. 2: Перемещения 𝑢 (𝑟, 𝜏), соответству-
ющие решению упругой задачи.

Рис. 3: Сравнение перемещений упругой и
упругодиффузионной задач 𝑢 (𝑟, 𝜏).

Рис. 4: Сравнение перемещений упругой и
упругодиффузионной задач 𝑢 (𝑟, 𝜏).

На рисунках 3 и 4 сравниваются поля механических перемещений для упругой задачи
(пунктирная линия) и упругодиффузионной задачи. Видно, что диффузионные процессы при
заданных нагрузках (24) с течением времени начинают влиять на механическое поле. Однако,
как отмечалось ранее [34], это отличие проявляется преимущественно в виде сдвига упругих и
упругодиффузионных нестационарных колебаний друг относительно друга. Амплитуды этих
колебаний примерно одинаковы, что видно на рисунках 1 и 2. При этом релаксационные диф-
фузионные эффекты не влияют на поле механических перемещений. И в том, и в другом
случае, решение имеет вид, представленный на рисунках 3 и 4.
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Рис. 5: Приращение концентрации цинка
𝜂1 (𝑟, 𝜏) с учетом релаксации (начальные
моменты времени)

Рис. 6: Приращение концентрации цинка
𝜂1 (𝑟, 𝜏) без учета релаксации (начальные
моменты времени).

Рис. 7: Приращение концентрации цин-
ка 𝜂1 (𝑟, 𝜏) с учетом релаксации (развитие
процесса)

Рис. 8: Приращение концентрации цин-
ка 𝜂1 (𝑟, 𝜏) без учета релаксации (развитие
процесса).

На рисунках 5–9, на примере первой компоненты вещества (цинк), показаны различные
стадии развития процесса диффузии с учетом релаксации и без учета релаксации диффузи-
онных потоков. Видно, сколь существенно влияет релаксация на кинетику массопереноса в
начальные моменты времени (рисунки 5, 6), ее постепенное уменьшение с течением време-
ни (рисунки 7, 8) и полное затухание (рисунок 9). Для второй компоненты вещества (медь)
имеют место аналогичные результаты. Таким образом, релаксационные эффекты влияют на
кинетику массопереноса только в начальные моменты времени, соизмеримые с временами
релаксации компонент в составе сплошной среды.
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Рис. 9: Приращение концентрации цинка 𝜂1 (𝑟, 𝜏) (предельное развитие процесса).

6. Заключение

Предложена модель и разработан алгоритм решения нестационарной задачи для ортотроп-
ного полого многокомпонентного цилиндра, находящегося под действием объемных механо-
диффузионных возмущений. На примере полого цилиндра, выполненного из трехкомпонент-
ного материала и находящегося в поле действия массовых сил, смоделировано взаимодействие
механического и диффузионных полей, а также исследовано влияние релаксационных процес-
сов на кинетику массопереноса.

Приложение

Поверхностные функции Грина 𝐺𝑘𝑚𝑙 (𝑟, 𝜏), найденные в работе [30], имеют следующий вид:

𝐺𝑞+1,𝑚𝑙 (𝑟, 𝜏) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝑞+1,𝑚𝑙𝑛 (𝜏) Ψ0 (𝜆𝑛𝑟), 𝐺1𝑚𝑙 (𝑟, 𝜏) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐺1𝑚𝑙𝑛 (𝜏) Ψ1 (𝜆𝑛𝑟),

𝐺1𝑘𝑙𝑛 (𝜏) =
1

Ψ (𝜆𝑛)

2𝑁+2∑︁
𝑚=1

𝐴
(𝑚)
1𝑘𝑙𝑛 exp (𝑠𝑚𝑛𝜏), 𝐴

(𝑚)
1𝑘𝑙𝑛 =

𝑃1𝑘𝑙𝑛 (𝑠𝑚𝑛)

𝑃 ′
𝑛 (𝑠𝑚𝑛)

, 𝐴
(𝑚)
𝑞+1,𝑘𝑙𝑛 =

𝑃𝑞+1,𝑘𝑙𝑛 (𝑠𝑚𝑛)

𝑄′
𝑛 (𝑠𝑚𝑛)

,

𝐺𝑞+1,1𝑙𝑛 (𝜏) = − 1

Ψ (𝜆𝑛)

⎡⎣2𝑁+4∑︁
𝑚=1

𝐴
(𝑚)
𝑞+1,1𝑙𝑛 exp (𝑠𝑚𝑛𝜏) + 𝜆𝑛Λ𝑞Ω𝑙𝑛

2∑︁
𝑗=1

exp (𝜒𝑗𝑞𝑛𝜏)

𝑘′𝑞+1,𝑛 (𝜒𝑗𝑞𝑛)

⎤⎦,
𝐺𝑞+1,𝑝+1,𝑙𝑛 (𝜏) =

= − 1

Ψ (𝜆𝑛)

⎡⎣2𝑁+4∑︁
𝑚=1

𝐴
(𝑚)
𝑞+1,𝑝+1,𝑙𝑛 exp (𝑠𝑚𝑛𝜏) + 𝜆𝑛 (Λ𝑞𝛼𝑝 −𝐷𝑞𝛿𝑝𝑞) Ω𝑙𝑛

2∑︁
𝑗=1

exp (𝜒𝑗𝑞𝑛𝜏)

𝑘′𝑞+1,𝑛 (𝜒𝑗𝑞𝑛)

⎤⎦,
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𝑃11𝑙𝑛 (𝑠) = Ω𝑙𝑛

⎡⎣Π𝑛 (𝑠) − 𝜆2𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗Λ𝑗Π𝑗𝑛 (𝑠)

⎤⎦,
𝑃1,𝑞+1,𝑙𝑛 (𝜆𝑛, 𝑠) = 𝜆2𝑛𝛼𝑞Ω𝑙𝑛

⎡⎣𝐷𝑞Π𝑞𝑛 (𝑠) −
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗Λ𝑗Π𝑗𝑛 (𝑠)

⎤⎦,
𝑃𝑞+1,𝑘𝑙𝑛 (𝑠) = −Λ𝑞𝜆

3
𝑛𝑃1𝑘𝑙𝑛 (𝑠),

Ω𝑙𝑛 = Ψ01 (𝜆𝑛) 𝛿1𝑙 −𝑅1Ψ01 (𝜆𝑛𝑅1) 𝛿2𝑙.

Здесь 𝑠𝑘𝑛 – нули полинома 𝑃𝑛 (𝑠), а 𝜒𝑞𝑙𝑛 – дополнительные нули полинома 𝑘𝑞+1,𝑛 (𝑠), кото-
рые находятся по формулам (15).
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