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Abstract

The work constructs a theory of Dirichlet series of the second kind for irreducible lattices
repeated by multiplication. In particular, the theorem is proven that Dirichlet series of the
second kind for irreducible lattices repeated by multiplication form an algebra over the field of
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repeated by multiplication are considered, requiring further research.
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1. Введение

Хорошо известно, что максимальная неприводимая решётка, повторяющаяся умножением,
в пространстве R𝑠 задается чисто вещественным алгебраическим полем 𝐹𝑠 степени 𝑠 над полем
рациональных чисел Q (см. [3]).

Если 𝐹𝑠 — чисто вещественное алгебраическое расширение степени 𝑠 поля рациональных
чисел Q и Z𝐹𝑠 — кольцо целых алгебраических чисел поля 𝐹𝑠, то 𝑠-мерной решёткой является
множество Λ(𝐹𝑠), следующим способом образованное с помощью Z𝐹𝑠 :

Λ(𝐹𝑠) = {(Θ(1), . . . ,Θ(𝑠)) | Θ(1) ∈ Z𝐹𝑠}, (1)

где Θ(1), . . . ,Θ(𝑠) — система алгебраически сопряженных чисел, и если 𝑑 – дискриминант поля
𝐹𝑠 (см. [2]), то det Λ(𝐹𝑠) =

√
𝑑.

2The work has been prepared by the RSF grant № 23-21-00317 “Geometry of numbers and Diophantine
approximations in the number-theoretic method in approximate analysis”
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Прежде всего, следуя за работой [4], заметим, что гиперболическая дзета-функция решёток
является рядом Дирихле. Действительно, дадим несколько определений и обозначений.

Норменным спектром решётки Λ называется множество значений нормы на ненулевых
точках решётки Λ:

𝑁𝑠𝑝(Λ) = {𝜆 | 𝜆 = 𝑁(𝑥⃗), 𝑥⃗ ∈ Λ∖{⃗0}}.

Напомним, что нормой точки 𝑥⃗ называется величина 𝑁(𝑥⃗) = |𝑥1 · . . . · 𝑥𝑠|.
Соответственно усеченным норменным спектром решётки Λ — множество значений усе-

ченной нормы на ненулевых точках решётки:

𝑄𝑠𝑝(Λ) = {𝜆 | 𝜆 = 𝑞(𝑥⃗), 𝑥⃗ ∈ Λ∖{⃗0}},

где усечённая норма точки 𝑥⃗ задается равенством 𝑞(𝑥⃗) = 𝑥1·. . .·𝑥𝑠 и для любого вещественного
𝑥 полагаем 𝑥 = max(1, |𝑥|).

Усеченный норменный спектр является дискретным числовым множеством, то есть

𝑄𝑠𝑝(Λ) = {𝜆1 < 𝜆2 < . . . < 𝜆𝑘 < . . .} и lim
𝑘→∞

𝜆𝑘 = ∞.

Очевидно, что

𝑁(Λ) = inf
𝜆∈𝑁𝑠𝑝(Λ)

𝜆, 𝑞(Λ) = min
𝜆∈𝑄𝑠𝑝(Λ)

𝜆 = 𝜆1.

Порядком точки спектра называется количество точек решётки с заданным значением
нормы. Если таких точек решётки бесконечно много, то говорят, что точка спектра имеет бес-
конечный порядок. Порядок точки 𝜆 норменного спектра обозначается через 𝑛(𝜆), а порядок
точки 𝜆 усеченного норменного спектра, соответственно, через 𝑞(𝜆).

Понятие порядка точки спектра позволяет лучше понять определение гиперболической
дзета–функции решётки Λ(𝑇 ) = 𝑇 ·Λ(𝐹𝑠). В нем вместо нормы точки 𝑥⃗ фигурирует усеченная
норма:

𝜁𝐻(Λ(𝑇 )|𝛼) =
∑︁′

Θ∈Z𝐹𝑠

(︁
𝑇Θ(1) . . . 𝑇Θ(𝑠)

)︁−𝛼
(2)

Можно привести пример решётки Λ, для которой ряд∑︁′

𝑥⃗∈Λ
|𝑥1 · . . . · 𝑥𝑠|−𝛼

расходится при любом 𝛼.
Действительно, пусть Λ = 𝑇 · Λ(𝐹𝑠) – алгебраическая решётка, тогда∑︁′

𝑥⃗∈Λ
|𝑥1 · . . . · 𝑥𝑠|−𝛼 =

∑︁′

𝑤∈Z𝐹

|𝑇 𝑠 ·𝑁(𝑤)|−𝛼, (3)

где 𝑁(𝑤) — норма целого алгебраического числа из кольца Z𝐹𝑠 . В силу теоремы Дирихле о
единицах ряд в правой части равенства (3) расходится при любом 𝛼, так как в кольце Z𝐹𝑠

целых алгебраических чисел чисто вещественного алгебраического поля 𝐹𝑠 степени 𝑠 имеется
бесконечно много единиц 𝜀 и для них |𝑁(𝜀)| = 1. Таким образом в этом случае каждая точка
норменного спектра имеет бесконечный порядок, что и приводит к расходимости при любом
𝛼.

Для любой неприводимой решётки Λ, повторяющейся умножением, можно рассмотреть
ряды Дирихле второго рода, в которых в знаменателе стоит норма алгебраического числа,
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она же норма соответствующей точки решётки, а числители удовлетворяют дополнительному
условию, что сумма всех числителей для точек с одинаковой нормой абсолютно сходится.

𝑓(𝛼|Λ, 𝑎(·)) =
∑︁

𝑥⃗∈Λ∖{0⃗}

𝑎(𝑥⃗)

|𝑥1 · . . . · 𝑥𝑠|𝛼
=

∞∑︁
𝑘=1

𝐴(𝜆𝑘)𝜆−𝛼
𝑘 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎𝑓 ⩾ 𝜎*𝑓 ,

где 𝜎𝑓 — абсцисса абсолютной сходимости и 𝜎*𝑓 — абсцисса сходимости, а 𝜆𝑘 — точки нормен-
ного спектра 𝑁𝑠𝑝(Λ), который определяется равенством

𝑁𝑠𝑝(Λ) = {𝜆 | 𝜆 = 𝑁(𝑥⃗), 𝑥⃗ ∈ Λ∖{⃗0}}, 𝑁(𝑥⃗) = |𝑥1 · . . . · 𝑥𝑠|,

и
𝐴(𝜆𝑘) =

∑︁
|𝑥1·...·𝑥𝑠|=𝜆𝑘

𝑎(𝑥⃗),
∑︁

|𝑥1·...·𝑥𝑠|=𝜆𝑘

|𝑎(𝑥⃗)| <∞.

Так как выполняется очевидное включение 𝑁𝑠𝑝(Λ) ⊂ N и норменный спектр 𝑁𝑠𝑝(Λ) является
моноидом натуральных чисел, то получаем связь с теорией рядов Дирихле для моноидов
натуральных чисел (см. [6]).

В частности, если нам даны два ряда Дирихле второго рода для произвольной неприводи-
мой решётки Λ, повторяющейся умножением: 𝑓(𝛼|Λ, 𝑎(·)) и 𝑓(𝛼|Λ, 𝑏(·)), то можно рассмотреть
их произведение в силу абсолютной сходимости рядов 𝐴(𝜆𝑛) и 𝐵(𝜆𝑚):

𝑓(𝛼|Λ, 𝑎(·)) · 𝑓(𝛼|Λ, 𝑏(·)) = 𝑓(𝛼|Λ, 𝑐(·)) =
∞∑︁
𝑘=1

𝐶(𝜆𝑘)𝜆−𝛼
𝑘 ,

где
𝑐(𝑥⃗) =

∑︁
𝑦⃗·𝑧⃗=𝑥⃗

𝑎(𝑦⃗)𝑏(𝑧⃗), 𝐶(𝜆𝑘) =
∑︁

|𝑥1·...·𝑥𝑠|=𝜆𝑘

𝑐(𝑥⃗) =
∑︁

𝜆𝑛𝜆𝑚=𝜆𝑘

𝐴(𝜆𝑛)𝐵(𝜆𝑚).

Таким образом, если мы через D(Λ) обозначим множество рядов Дирихле второго рода для
произвольной неприводимой решётки Λ, повторяющейся умножением, то это будет коммута-
тивная алгебра с единицей, так как 1 ∈ D(Λ).

Цель данных исследований — построение теории рядов Дирихле второго рода для решёток
Λ, повторяющихся умножением.

2. Теорема Дирихле о единицах и общий вид рядов Дирихле вто-
рого рода с мультипликативной функцией

Обозначим через U𝐹𝑠 группу алгебраических единиц кольца целых алгебраических чисел
Z𝐹𝑠 чисто вещественного алгебраического поля 𝐹𝑠. Согласно теореме Дирихле эта бесконечная
группа имеет 𝑠− 1 образующую — фундаментальные единицы. Пусть Z*

𝐹𝑠
— мультипликатив-

ный моноид ненулевых целых алгебраических чисел кольца целых алгебраических чисел Z𝐹𝑠 .
Пусть Ω𝑠 — система целых алгебраических чисел 𝜔 по одному из каждого класса фактор
моноида Z*

𝐹𝑠
∖U𝐹𝑠 , тогда Z*

𝐹𝑠
=
⋃︀

𝜔∈Ω𝑠
𝜔 · U𝐹𝑠 . Будем считать, что всегда 1 ∈ Ω𝑠. Ясно, что

справедливо равенство 𝜔1 · 𝜔2 = 𝜔3 · 𝜀, где 𝜔1, 𝜔2, 𝜔3 ∈ Ω𝑠, 𝜀 ∈ U𝐹𝑠 и 𝜔3, 𝜀 однозначно опреде-
ляются по 𝜔1, 𝜔2.

На основании вышесказанного можно на Ω𝑠 определить алгебраическую операцию

𝜔1 * 𝜔2 = 𝜔3,

где 𝜔3, 𝜀 однозначно определяются по 𝜔1, 𝜔2 с помощью равенства 𝜔1 · 𝜔2 = 𝜔3 · 𝜀. Таким
образом, множество Ω𝑠 превращается в мультипликативный моноид относительно операции
*.
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Будем говорить, что на Ω𝑠 определена мультипликативная функция 𝑏(·), если справедливо
равенство

𝑏(𝜔1 * 𝜔2) = 𝑏(𝜔1) · 𝑏(𝜔2).

Будем через 𝑥⃗(𝜔) = (𝜔(1), . . . , 𝜔(𝑠)) обозначать точку алгебраической решётки Λ(𝐹𝑠), соот-
ветствующую целому алгебраическому числу 𝜔 ∈ Z𝐹𝑠 . Если 𝑥⃗ · 𝑦⃗ = (𝑥1𝑦1, . . . , 𝑥𝑠𝑦𝑠) — произве-
дение двух точек, то справедливо равенство для точек алгебраической решёткиΛ(𝐹𝑠):

𝑥⃗(𝜔1) · 𝑥⃗(𝜔2) = 𝑥⃗(𝜔3) · 𝑥⃗(𝜀),

при этом сомножители в правой части равенства однозначно определяются сомножителями в
левой части.

С другой стороны, для любой точки 𝑥⃗(𝜔) ∈ Λ(𝐹𝑠) однозначно определены 𝜔* ∈ Ω𝑠 и
𝜀* ∈ U𝐹𝑠 такие, что

𝑥⃗(𝜔) = 𝑥⃗(𝜔*) · 𝑥⃗(𝜀*).

Для дальнейшего нам потребуется функция числа делителей алгебраического числа
𝜔3 ∈ Ω𝑠, которая обозначается через 𝑑(𝜔3) и определяется равенством

𝑑(𝜔3) =
∑︁

𝜔1,𝜔2∈Ω𝑠,𝜀∈U𝐹𝑠
𝜔3=𝜔1·𝜔2·𝜀

1.

В силу предыдущего можно определить функцию числа делителей произвольной точки 𝑥⃗(𝜔3)
алгебраической решётки Λ(𝐹𝑠):

𝑑(𝑥⃗(𝜔3)) =
∑︁

𝜔1,𝜔2∈Ω𝑠,𝜀∈U𝐹𝑠
𝑥⃗(𝜔3)=𝑥⃗(𝜔1)·𝑥⃗(𝜔2)·𝑥⃗(𝜀)

1 = 𝑑(𝜔3).

Обозначим через 𝜁𝐷0(𝛼|𝐹𝑠) дзета-функцию Дедекинда главных идеалов (𝜔) чисто-веще-
ственного поля 𝐹𝑠 (см. [5]):

𝜁𝐷0(𝛼|𝐹𝑠) =
∑︁
(𝜔)

|𝑁(𝜔)|−𝛼,

которую можно записать как

𝜁𝐷0(𝛼|𝐹𝑠) =
∑︁
𝜔∈Ω𝑠

|𝑁(𝜔)|−𝛼 (𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 1).

Пусть на группе U𝐹𝑠 алгебраических единиц кольца целых алгебраических чисел Z𝐹𝑠 чисто
вещественного алгебраического поля 𝐹𝑠 определена произвольная функция 𝑎(𝜀) (𝜀 ∈ U𝐹𝑠),
которая удовлетворяет условию сходимости∑︁

𝜀∈U𝐹𝑠

|𝑎(𝜀)| <∞.

Таким образом, для величины
𝐴(U𝐹𝑠 , 𝑎(·)) =

∑︁
𝜀∈U𝐹𝑠

𝑎(𝜀)

справедливо неравенство |𝐴(U𝐹𝑠 , 𝑎(·))| <∞. Будем кроме того требовать выполнение условия
невырожденности: 𝐴(U𝐹𝑠 , 𝑎(·)) ̸= 0.

Теперь мы можем записать общий вид ряда Дирихле второго рода с мультипликативной
функцией числителя для неприводимых решёток, повторяющихся умножением. Рассмотрим



Ряды Дирихле второго рода для неприводимых решёток, повторяющихся умножением 265

алгебраическую решетку Λ(𝑇 ) = 𝑇 · Λ(𝐹𝑠) с растущим детерминантом det(𝑇 · Λ(𝐹𝑠)) = 𝑇 𝑠
√
𝑑

(𝑡→ ∞):

𝑓(𝛼|Λ(𝑇 ), 𝑏(·), 𝑎(·)) =
∑︁

𝑥⃗(𝜔)∈Λ(𝐹𝑠)

𝑏(𝜔*)𝑎(𝜀*)

(𝑇 𝑠 ·𝑁(𝑥⃗))𝛼
=
∑︁
𝜔∈Ω𝑠

∑︁
𝜀∈U𝐹𝑠

𝑏(𝜔)𝑎(𝜀)

|𝑇 𝑠 ·𝑁(𝜔)|𝛼
=

=
𝐴(U𝐹𝑠 , 𝑎(·))

𝑇 𝑠𝛼

∑︁
𝜔∈Ω𝑠

𝑏(𝜔)

|𝑁(𝜔)|𝛼
.

Теорема 1. Для любого 𝜎 > 1 справедливо равенство

𝑓(𝛼|Λ(𝑇 ), 1, 𝑎(·)) =
𝐴(U𝐹𝑠 , 𝑎(·))

𝑇 𝑠𝛼
· 𝜁𝐷0(𝛼|𝐹𝑠).

Доказательство. Действительно, в силу абсолютной сходимости ряда для величины
𝐴(U𝐹𝑠 , 𝑎(·)) имеем:

𝑓(𝛼|Λ(𝑇 ), 1, 𝑎(·))=
∑︁
𝜔∈Ω𝑠

1

𝑇 𝑠𝛼|𝑁(𝜔)|𝛼
·𝐴(U𝐹𝑠 , 𝑎(·))=

𝐴(U𝐹𝑠 , 𝑎(·))
𝑇 𝑠𝛼

·
∑︁
𝜔∈Ω𝑠

1

|𝑁(𝜔)|𝛼
=

=
𝐴(U𝐹𝑠 , 𝑎(·))

𝑇 𝑠𝛼
· 𝜁𝐷0(𝛼|𝐹𝑠).

2

Будем говорить, что функция 𝑎(𝜀) (𝜀 ∈ U𝐹𝑠) нормированная, если 𝐴(U𝐹𝑠 , 𝑎(·)) = 1. Очевид-
но, что функция 𝑎*(𝜀) = 𝑎(𝜀)

𝐴(U𝐹𝑠 ,𝑎(·))
будет нормированной. Нетрудно видеть, что справедливо

равенство

𝑓(𝛼|Λ(𝑇 ), 𝑏(·), 𝑎(·))=𝑓

(︂
𝛼 |Λ(𝑇 ), 𝑏(·)𝐴(U𝐹𝑠 , 𝑎(·)) , 𝑎(𝜀)

𝐴(U𝐹𝑠 , 𝑎(·))

)︂
.

Таким образом, если 𝑎*(𝜀) — нормированный сомножитель числителя ряда Дирихле второ-
го рода для неприводимой решётки, повторяющийся умножением, то справедливо равенство

𝑓(𝛼|Λ(𝑇 ), 𝑏(·), 𝑎*(·)) =
1

𝑇 𝑠𝛼

∑︁
𝜔∈Ω𝑠

𝑏(𝜔)

|𝑁(𝜔)|𝛼
.

Мы получили парадоксальный результат, что значение ряда Дирихле второго рода с мульти-
пликативным числителем для неприводимой решётки, повторяющийся умножением, не зави-
сит от нормированного сомножителя числителя ряда Дирихле.

Второй парадоксальный результат состоит в том, что справедливо равенство

𝑓(𝛼|Λ(𝑇 ), 𝑏(·), 𝑎*(·)) =
1

𝑇 𝑠𝛼
𝑓(𝛼|Λ(𝐹𝑠), 𝑏(·), 𝑎*(·)).

Из этого равенства следует, что вопрос об асимптотики рядов Дирихле второго рода с муль-
типликативным числителем и нормированным сомножителем для неприводимой решётки, по-
вторяющийся умножением, становится тривиальным.

3. Алгебра рядов Дирихле второго рода

Рассмотрим вопрос о алгебраической природе множества рядов Дирихле второго рода для
неприводимых решёток, повторяющихся умножением. Как уже было отмечено выше, D(Λ) —
множество рядов Дирихле второго рода для произвольной неприводимой решётки Λ, повто-
ряющейся умножением, является коммутативной алгеброй с единицей.
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На функцию 𝑏(·) наложим дополнительное условие мультипликативности

𝑏(𝜔1)𝑏(𝜔2) = 𝑏(𝜔1𝜔2) = 𝑏(𝜔1𝜔2𝜀)

для любого 𝜀 ∈ U𝐹𝑠 .

Лемма 1. Для любой мультипликативной функции 𝑏(·) справедливо равенство∑︁
𝜔1,𝜔2∈Ω𝑠,𝜀∈U𝐹𝑠

𝜔3=𝜔1·𝜔2·𝜀

𝑏(𝜔1)𝑏(𝜔2) = 𝑏(𝜔3)𝑑(𝜔3).

Доказательство. Действительно, из равенства 𝜔3 = 𝜔1 · 𝜔2 · 𝜀 и мультипликативности
функции 𝑏(·) следует, что 𝑏(𝜔1)𝑏(𝜔2) = 𝑏(𝜔3) и∑︁

𝜔1,𝜔2∈Ω𝑠,𝜀∈U𝐹𝑠
𝜔3=𝜔1·𝜔2·𝜀

𝑏(𝜔1)𝑏(𝜔2) = 𝑏(𝜔3)
∑︁

𝜔1,𝜔2∈Ω𝑠,𝜀∈U𝐹𝑠
𝜔3=𝜔1·𝜔2·𝜀

1 = 𝑏(𝜔3)𝑑(𝜔3).

2

Теорема 2. Пусть даны два ряда Дирихле второго рода для неприводимой решётки Λ,
повторяющихся умножением, 𝑓(𝛼|Λ, 𝑏(·), 𝑎(·)) и 𝑓(𝛼|Λ, 𝑏(·), 𝑐(·)). Тогда для суммы и произведе-
ния этих рядов Дирихле второго рода справедливы равенства

𝑓(𝛼|Λ, 𝑏1(·), 𝑎(·)) + 𝑓(𝛼|Λ, 𝑏2(·), 𝑐(·)) = 𝑓

(︂
𝛼

⃒⃒⃒⃒
Λ, 𝑏1(·)𝐴(U𝐹𝑠 , 𝑎(·)) + 𝑏2(·)𝐴(U𝐹𝑠 ,

𝑎*(·) + 𝑐*(·)
2

)︂
, (4)

𝑓(𝛼|Λ, 𝑏(·), 𝑎(·)) · 𝑓(𝛼|Λ, 𝑏(·), 𝑐(·)) = 𝑓(𝛼|Λ, 𝑏(·)𝑑(·), 𝑒(·)), (5)

где 𝑒(𝜀) =
∑︀

𝜀1𝜀2∈U𝐹𝑠 ,𝜀=𝜀1𝜀2
𝑎(𝜀1)𝑐(𝜀2) и 𝑑(·) — функция числа делителей.

Доказательство. Действительно, для суммы двух рядов Дирихле второго рода имеем:

𝑓(𝛼|Λ, 𝑏1(·), 𝑎(·)) + 𝑓(𝛼|Λ, 𝑏2(·), 𝑐(·)) =
∑︁
𝜔∈Ω𝑠

∑︁
𝜀∈U𝐹𝑠

𝑏1(𝜔)𝑎(𝜀)

|𝑁(𝜔)|𝛼
+
∑︁
𝜔∈Ω𝑠

∑︁
𝜀∈U𝐹𝑠

𝑏2(𝜔)𝑐(𝜀)

|𝑁(𝜔)|𝛼
=

=
∑︁
𝜔∈Ω𝑠

𝑏1(𝜔)𝐴(U𝐹𝑠 , 𝑎(·)) + 𝑏2(𝜔)𝐴(U𝐹𝑠 , 𝑐(·))
|𝑁(𝜔)|𝛼

1

2

∑︁
𝜀∈U𝐹𝑠

(𝑎*(𝜀) + 𝑐*(𝜀)) =

=
∑︁
𝜔∈Ω𝑠

∑︁
𝜀∈U𝐹𝑠

(𝑏1(𝜔)𝐴(U𝐹𝑠 , 𝑎(·)) + 𝑏2(𝜔)𝐴(U𝐹𝑠 , 𝑐(·)))
(︁
𝑎*(𝜀)+𝑐*(𝜀)

2

)︁
|𝑁(𝜔)|𝛼

=

= 𝑓

(︂
𝛼

⃒⃒⃒⃒
Λ, 𝑏1(·)𝐴(U𝐹𝑠 , 𝑎(·)) + 𝑏2(·)𝐴(U𝐹𝑠 ,

𝑎*(·) + 𝑐*(·)
2

)︂
.

Для произведения этих рядов в области абсолютной сходимости 𝜎 > 1 в силу мультипли-
кативности нормы алгебраического числа и мультипликативности функции 𝑏(·) имеем:

𝑓(𝛼|Λ, 𝑏(·), 𝑎(·)) · 𝑓(𝛼|Λ, 𝑏(·), 𝑐(·)) =
∑︁

𝜔1∈Ω𝑠

∑︁
𝜀1∈U𝐹𝑠

𝑏(𝜔1)𝑎(𝜀1)

|𝑁(𝜔1)|𝛼
∑︁

𝜔2∈Ω𝑠

∑︁
𝜀2∈U𝐹𝑠

𝑏(𝜔2)𝑐(𝜀2)

|𝑁(𝜔2)|𝛼
=

=
∑︁

𝜔3∈Ω𝑠

1

|𝑁(𝜔3)|𝛼
∑︁

𝜔1,𝜔2∈Ω𝑠,𝜀∈U𝐹𝑠
𝜔3=𝜔1·𝜔2·𝜀

𝑏(𝜔1)𝑏(𝜔2)𝐴(U𝐹𝑠 , 𝑎(·))𝐴(U𝐹𝑠 , 𝑐(·)) =

=
∑︁

𝜔3∈Ω𝑠

𝑏(𝜔3)

|𝑁(𝜔3)|𝛼
𝑑(𝜔3)

∑︁
𝜀∈U𝐹𝑠

∑︁
𝜀1𝜀2∈U𝐹𝑠 ,𝜀=𝜀1𝜀2

𝑎(𝜀1)𝑐(𝜀2) =
∑︁

𝜔3∈Ω𝑠

𝑏(𝜔3)𝑑(𝜔3)

|𝑁(𝜔3)|𝛼
∑︁

𝜀∈U𝐹𝑠

𝑒(𝜀).

2
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4. Заключение

В работе [5] достаточно сложными рассуждениями для гиперболической дзета-функции
алгебраической решётки Λ(𝑇 ) получена асимптотическая формула

𝜁𝐻(Λ(𝑇 )|𝛼) =
2(det Λ)𝛼

𝑅(𝑠− 1)!

𝑠−1∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈
𝑠−1

(ln det Λ(𝑇 ) − ln det Λ)𝑠−1−𝜈(−1)𝜈𝜁
(𝜈)
𝐷0

(𝛼|𝐹𝑠)

(det Λ(𝑇 ))𝛼
+𝑅(Λ(𝑇 ), 𝛼, 𝜃),

(6)
где

𝑅(Λ(𝑇 ), 𝛼, 𝜃) = 𝑂

(︂
ln𝑠−2(det Λ(𝑇 ))

(det Λ(𝑇 ))𝛼

)︂
и 𝑅 − регулятор поля.

Для величины 𝑅(Λ(𝑇 ), 𝛼, 𝜃) найдено выражение

𝑅(Λ(𝑇 ), 𝛼, 𝜃) =
∑︁
(𝜔)

2

(𝑇 𝑠|𝑁(𝜔)|)𝛼
1

𝑅 · (𝑠− 1)!

𝑠−2∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈
𝑠−1(ln𝑇

𝑠 + ln |𝑁(𝜔)|)𝜈(𝑠 · 𝜃𝑎)𝑠−1−𝜈+

+
∑︁
(𝜔)

2

(𝑇 𝑠|𝑁(𝜔)|)𝛼
𝑠−1∑︁
𝑝=1

∑︁
𝑗⃗∈𝐷(𝑝)

𝐶 (⃗𝑗, 𝑝)𝑒𝜃(𝑠−𝑝)𝛼𝑎

𝑅

𝑝−1∑︁
𝑚=0

(𝑠−𝑚)!𝐶𝑚
𝑝−1 · (ln𝑇 𝑠 + ln |𝑁(𝜔)| + 𝜃(2𝑝− 𝑠)𝑎)𝑚

(𝑝− 1)!(𝑠− 𝑝− 1)!𝛼𝑠−𝑚+1
,

𝑅(Λ(𝑇 ), 𝛼, 𝜃) = 𝑂

(︂
ln𝑠−2(det Λ(𝑇 ))

(det Λ(𝑇 ))𝛼

)︂
.

Области 𝐷(𝑝) целочисленных векторов, заданны равенством

𝐷(𝑝) =

{︂
(𝑗1, . . . , 𝑗𝑠)

⃒⃒⃒⃒
1 ⩽ 𝑗1 < . . . < 𝑗𝑝 ⩽ 𝑠, 1 ⩽ 𝑗𝑝+1 < . . . < 𝑗𝑠 < 𝑠,

{𝑗1, . . . , 𝑗𝑠} = {1, . . . , 𝑠}

}︂
.

Сравнивая эту асимптотическую формулу с утверждением теоремы 1, мы видим, что
асимптотическая формула для ряда Дирихле второго рода гораздо проще и её вывод практи-
чески тривиален.

Возникают новые вопросы об аналитическом продолжении ряда Дирихле второго рода.
Очевидно, этот вопрос эквивалентен вопросу об аналитическом продолжении дзета-функции
Дедекинда главных идеалов. Здесь необходимо отметить, что этот вопрос остается открытым,
хотя для дзета-функции Дедекинда известно (см. [1]), что дзета-функции Дедекинда имеет
аналитическое продолжение на всю комплексную плоскость кроме точки 𝛼 = 1, где полюс
первого порядка.

Дзета-функция Дедекинда главных идеалов отличается от дзета-функции Дедекинда и ра-
нее, как нам известно, не рассматривалась. Они совпадают только для алгебраических полей,
в которых все идеалы кольца целых алгебраических чисел являются главными идеалами, то
есть число классов дивизоров равно 1. Поэтому необходимы новые дополнительные исследо-
вания для ответа на поставленные вопросы.
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