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Abstract

Within the framework of the nonlinear method of angular boundary functions, the existence
of solutions to nonlinear boundary value problems is proven through the construction of barrier
functions. Barrier functions are constructed through specially designated support barriers. The
support barriers themselves can also act as barrier functions. The resulting inequalities, in turn,
are of independent functional interest.
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1. Постановка задачи

С целью получения необходимых барьерных функций рассмотрим начально-краевую за-
дачу для нелинейного сингулярно возмущенного параболического уравнения:

𝜀2
(︂
𝑎2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂
= 𝐹 (𝑢, 𝑥, 𝑡, 𝜀), (𝑥, 𝑡) ∈ Ω,

𝑢(𝑥, 0, 𝜀) = 𝜙(𝑥), 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 1,

𝑢(0, 𝑡, 𝜀) = 𝜓1(𝑡), 𝑢(1, 𝑡, 𝜀) = 𝜓2(𝑡), 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇,

где Ω = {(𝑥, 𝑡) | 0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑡 < 𝑇} – прямоугольник. Предположим, что выполнены
следующие условия.

Условие 1. Функции 𝐹 (𝑢, 𝑥, 𝑡, 𝜀), 𝜑(𝑥), 𝜓1(𝑡) и 𝜓2(𝑡) являются достаточно гладкими и в
угловых точках прямоугольника Ω выполняются условия согласованности начально-краевых
значений

𝜙(0) = 𝜓1(0), 𝜙(1) = 𝜓2(0).

Условие 2. Вырожденное уравнение 𝐹 (𝑢, 𝑥, 𝑡, 0) = 0 в замкнутом прямоугольнике Ω име-
ет решение, которое обозначается как 𝑢 = 𝑢̄0(𝑥, 𝑡).

Условие 3. Производная 𝐹 ′
𝑢(𝑢̄0 (𝑥, 𝑡), 𝑥, 𝑡, 0) > 0 в замкнутом прямоугольнике Ω.

Условие 4. Начальная задача

𝑑Π0

𝑑𝜏
= −𝐹 (𝑢̄0(𝑥, 0) + Π0, 𝑥, 0, 0), Π0(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥) − 𝑢̄0(𝑥, 0),

имеет решение Π0(𝑥, 𝜏) при 𝜏 ⩾ 0, удовлетворяющее условию Π0(𝑥,∞) = 0 (здесь параметр
𝑥 ∈ [0, 1]).

Условие 5. Для систем

𝑑𝑧1
𝑑𝑦

= 𝑧2, 𝑎2
𝑑𝑧2
𝑑𝑦

= 𝐹 (𝑢̄0(𝑘, 𝑡) + 𝑧1, 𝑘, 𝑡, 0),

прямые𝑧1=𝜓1+𝑘(𝑡)− 𝑢̄0(𝑘, 𝑡) пересекают сепаратрисы, входящие в точку покоя (𝑧1, 𝑧2)=(0, 0)
при 𝑦 → ∞ (здесь 𝑡 - параметр, 𝑘 = 0 или 1).

Применим нелинейный метод угловых пограничных функций, в рамках которого, как и в
линейном случае, решение задачи ищется в виде асимптотического ряда по параметру 𝜀→ 0:

𝑢(𝑥, 𝑡, 𝜀) = 𝑢̄+ (Π +𝑄+𝑄*) + (𝑃 + 𝑃 *).
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Здесь 𝑢̄– регулярная часть асимптотики, играющая роль внутри прямоугольника Ω, Π, 𝑄 и
𝑄*– погранслойные функции, играющие роль вблизи сторон прямоугольника Ω соответственно
𝑡 = 0, 𝑥 = 0 и 𝑥 = 1, 𝑃 и 𝑃 *– угловые пограничные функции, играющие роль вблизи вершин
прямоугольника Ω соответственно (0, 0) и (1, 0).

Формальная процедура построения регулярной части асимптотики и погранслойных функ-
ций хорошо отработана (см. [1]). Однако для понимания используемых обозначений необхо-
димы минимальные пояснения алгоритма, более подробно см. [2]. Каждая часть асимптотики
строится в виде ряда по степеням 𝜀. Регулярная часть:

𝑢̄(𝑥, 𝑡, 𝜀) =

∞∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘 𝑢̄𝑘(𝑥, 𝑡),

погранслойные функции:

Π(𝑥, 𝜏, 𝜀) =

∞∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘Π𝑘(𝑥, 𝜏), 𝑄(𝜉, 𝑡, 𝜀) =

∞∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘𝑄𝑘(𝜉, 𝑡), 𝑄*(𝜉*, 𝑡, 𝜀) =

∞∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘𝑄*
𝑘(𝜉*, 𝑡),

угловые пограничные функции:

𝑃 (𝜉, 𝜏, 𝜀) =

∞∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘𝑃𝑘(𝜉, 𝜏), 𝑃 *(𝜉*, 𝜏, 𝜀) =

∞∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘𝑃 *
𝑘 (𝜉*, 𝜏),

где

𝜉 =
𝑥

𝜀
, 𝜉* =

1 − 𝑥

𝜀
, 𝜏 =

𝑡

𝜀2

– растянутые переменные.
Наиболее сложной в алгоритме является нелинейная задача для нахождения главного чле-

на угловой части асимптотики. Для 𝑃0(𝜉, 𝜏) задача ставится в первой четверти плоскости
растянутых переменных (𝜉, 𝜏):

R2
+ := {(𝜉, 𝜏) | 𝜉 > 0, 𝜏 > 0},

и имеет вид
𝐿(𝑃0) = 0 в области R2

+, (1)

𝑃0(0, 𝜏) = −Π0(0, 𝜏), 𝑃0(𝜉, 0) = −𝑄0(𝜉, 0), (2)

𝑃0(𝜉, 𝜏) → 0 при 𝜉 + 𝜏 → ∞, (3)

где

𝐿(𝑍) := 𝑎2
𝜕2𝑍

𝜕𝜉2
− 𝜕𝑍

𝜕𝜏
− 𝐹 (𝑢̄0 + Π0 +𝑄0 + 𝑍) + 𝐹 (𝑢̄0 + Π0) + 𝐹 (𝑢̄0 +𝑄0) (4)

и 𝐹 (𝑢) = 𝐹 (𝑢, 0, 0, 0). Для определенности будем считать, что в угловой точке (0, 0) граничное
значение 𝜙 больше корня вырожденного уравнения 𝑢̄0. Кроме этого, будем рассматривать
случай, когда функция 𝐹 (𝑢) положительна на промежутке [𝑢̄0, 𝜙].

Для доказательства существования решения задачи (1)–(4) используется метод верхних и
нижних решений (см. [3] – [5]), который заключается в том, что задача

𝐿(𝑍) = 0 в области 𝐷,

𝑍 = ℎ на границе 𝜕𝐷

имеет решение 𝑍 в границах
𝑍− ⩽ 𝑍 ⩽ 𝑍+,
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если в области 𝐷 выполняются неравенства

𝐿(𝑍+) ⩽ 0, 𝐿(𝑍−) ⩾ 0, 𝑍− ⩽ 𝑍+,

а на ее границе

𝑍− ⩽ ℎ ⩽ 𝑍+.

Основную трудность в применении этого метода представляет построение барьерных функ-
ций. Кроме роли барьерных эти функции, в нашем случае, еще должны удовлетворять экспо-
ненциальным оценкам убывания.

Определение. Барьерную функцию 𝑍(𝜉, 𝜏) назовем опорной, если ее использование в ка-
честве барьера задачи (1)–(4) приводит к неравенству, линейному относительно функции
𝐹 (𝑢).

Опорные барьерные функции впервые появились в работах [6], [7], однако отдельно не изу-
чались. К настоящему моменту удалось выделить три опорных барьерных функции. Рассмот-
рим эти функции, из которых, при необходимости, конструируются более сложные барьеры.

2. Первая опорная барьерная функция

Первая опорная барьерная функция – нулевая:

𝑍1 = 0.

Для этой функции на границе области R2
+ выполняются неравенства

𝑍1(0, 𝜏) = 0 > −Π0(0, 𝜏), 𝑍1(𝜉, 0) = 0 > −𝑄0(𝜉, 0).

Поэтому 𝑍1 может претендовать только на роль верхнего барьера. Внутри области R2
+ для

верхнего барьера должно выполняться неравенство 𝐿(𝑍1) ≤ 0. Имеем

𝐿(𝑍1) = −𝐹 (𝑢̄0 + Π0 +𝑄0) + 𝐹 (𝑢̄0 + Π0) + 𝐹 (𝑢̄0 +𝑄0) . (5)

Для краткости обозначим

Π0(0, 𝜏) = 𝑠, 𝑄0(𝜉, 0) = 𝑡. (6)

В результате выражение (5) примет вид

𝐿(𝑍1) = −𝐹 (𝑢̄0 + 𝑠+ 𝑡) + 𝐹 (𝑢̄0 + 𝑠) + 𝐹 (𝑢̄0 + 𝑡) ,

и можно сформулировать следующее утверждение.
Лемма 1. Функция

𝑍1 = 0

является верхним барьером для решения 𝑃0 = 𝑃0(𝜉, 𝜏) задачи (1)–(4), если при любых значе-
ниях 𝑠 и 𝑡 из промежутка (0, 𝜙− 𝑢̄0] величина

𝐿(0) = −𝐹 (𝑢̄0 + 𝑠+ 𝑡) + 𝐹 (𝑢̄0 + 𝑠) + 𝐹 (𝑢̄0 + 𝑡) ≤ 0. (7)
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3. Вторая опорная барьерная функция

Вторая опорная барьерная функция имеет вид

𝑍2 = − Π0𝑄0

𝜙− 𝑢̄0
.

Такой вид продиктован соотношением

Π0 +𝑄0 −
Π0𝑄0

𝜙− 𝑢̄0
= (𝜙− 𝑢̄0)

(︂
1 −

(︂
1 − Π0

𝜙− 𝑢̄0

)︂(︂
1 − 𝑄0

𝜙− 𝑢̄0

)︂)︂
, (8)

из которого следует, что величина

𝑢̄0 + Π0 +𝑄0 + 𝑍2 ∈ (𝑢̄0;𝜙].

На границе области R2
+ имеем

𝑍2(0, 𝜏) = −Π0(0, 𝜏),

𝑍2(𝜉, 0) = −𝑄0(𝜉, 0),

𝑍2(𝜉, 𝜏) → 0 при 𝜉 + 𝜏 → ∞.

Поэтому 𝑍2 может претендовать на роль как верхнего, так и нижнего барьера. Внутри
области R2

+ имеем

𝐿(𝑍2) = −𝑎2 Π0

𝜙− 𝑢̄0

𝑑2𝑄0

𝑑𝜉2
+

𝑄0

𝜙− 𝑢̄0

𝑑Π0

𝑑𝜏
− 𝐹

(︂
𝑢̄0 + Π0 +𝑄0 −

Π0𝑄0

𝜙− 𝑢̄0

)︂
+

+𝐹 (𝑢̄0 + Π0) + 𝐹 (𝑢̄0 +𝑄0) =

= − Π0

𝜙− 𝑢̄0
𝐹 (𝑢̄0 +𝑄0) −

𝑄0

𝜙− 𝑢̄0
𝐹 (𝑢̄0 + Π0) − 𝐹

(︂
𝑢̄0 + Π0 +𝑄0 −

Π0𝑄0

𝜙− 𝑢̄0

)︂
+

+𝐹 (𝑢̄0 + Π0) + 𝐹 (𝑢̄0 +𝑄0) =

=

(︂
1 − Π0

𝜙− 𝑢̄0

)︂
𝐹 (𝑢̄0 +𝑄0) +

(︂
1 − 𝑄0

𝜙− 𝑢̄0

)︂
𝐹 (𝑢̄0 + Π0) − 𝐹

(︂
𝑢̄0 + Π0 +𝑄0 −

Π0𝑄0

𝜙− 𝑢̄0

)︂
=

=

(︂
1 − 𝑠

𝜙− 𝑢̄0

)︂
𝐹 (𝑢̄0 + 𝑡) +

(︂
1 − 𝑡

𝜙− 𝑢̄0

)︂
𝐹 (𝑢̄0 + 𝑠) − 𝐹

(︂
𝑢̄0 + 𝑠+ 𝑡− 𝑠𝑡

𝜙− 𝑢̄0

)︂
при обозначениях (6). Таким образом, верно следующее утверждение.

Лемма 2. Функция

𝑍2 = − Π0𝑄0

𝜙− 𝑢̄0

является барьером для решения 𝑃0 = 𝑃0(𝜉, 𝜏) задачи (1)–(4), если при любых значениях 𝑠 и 𝑡
из промежутка (0, 𝜙− 𝑢̄0] выражение

𝐿(𝑍2) =

(︂
1 − 𝑠

𝜙− 𝑢̄0

)︂
𝐹 (𝑢̄0 + 𝑡) +

(︂
1 − 𝑡

𝜙− 𝑢̄0

)︂
𝐹 (𝑢̄0 + 𝑠) − 𝐹

(︂
𝑢̄0 + 𝑠+ 𝑡− 𝑠𝑡

𝜙− 𝑢̄0

)︂
(9)

сохраняет свой знак.
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4. Третья опорная барьерная функция

Третья опорная барьерная функция определяется с помощью погранслойных функций
Π0 = Π0(0, 𝜏) и 𝑄0 = 𝑄0(𝜉, 0) как

𝑍3 = −2
√︀

Π0𝑄0.

Выбор такого вида продиктован соотношением

Π0 +𝑄0 − 2
√︀

Π0𝑄0 =
(︁√︀

Π0 −
√︀
𝑄0

)︁2
, (10)

которое показывает, что величина

𝑢̄0 + Π0 +𝑄0 + 𝑍3 ∈ [𝑢̄0;𝜙),

так как Π0, 𝑄0 ∈ (0;𝜙− 𝑢̄0].
Задача для определения функции Π0 = Π0(0, 𝜏) имеет вид

−𝑑Π0

𝑑𝜏
= 𝐹 (𝑢̄0 + Π0) , Π0(0, 0) = 𝜙− 𝑢̄0

(см. [2]). Поэтому
𝑑Π0

𝑑𝜏
= −𝐹 (𝑢̄0 + Π0) ,

и решение Π0(0, 𝜏) представляет собой функцию, убывающую от Π0(0, 0) = 𝜙 − 𝑢̄0 > 0 до
Π0(0,∞) = 0.

Задача для определения функции 𝑄0(𝜉, 0) имеет вид

𝑎2
𝑑2𝑄0

𝑑𝜉2
= 𝐹 (𝑢̄0 +𝑄0) , 𝑄0(0, 0) = 𝜙− 𝑢̄0, 𝑄0(∞, 0) = 0,

(также см. [2]). Поэтому
𝑑2𝑄0

𝑑𝜉2
=

1

𝑎2
𝐹 (𝑢̄0 +𝑄0),

и, понижая порядок уравнения, получаем(︂
𝑑𝑄0

𝑑𝜉

)︂2

=
2

𝑎2

∫︁ 𝑄0

0
𝐹 (𝑢̄0 + 𝑢)𝑑𝑢.

Выбираем случай отрицательной производной:

𝑑𝑄0

𝑑𝜉
= − 2

𝑎2

∫︁ 𝑄0

0
𝐹 (𝑢̄0 + 𝑢)𝑑𝑢,

и решение 𝑄0(𝜉, 0), которое является функцией, убывающей от 𝑄0(0, 0) = 𝜙 − 𝑢̄0 > 0 до
𝑄0(∞, 0) = 0.

На границе области R2
+ имеем

𝑍3(0, 𝜏) = −2
√︀

(𝜙− 𝑢̄0)Π0 < −Π0,

𝑍3(𝜉, 0) = −2
√︀

(𝜙− 𝑢̄0)𝑄0 < −𝑄0,

𝑍3(𝜉, 𝜏) → 0 при 𝜉 + 𝜏 → ∞,

поэтому 𝑍3 может претендовать только на роль нижнего барьера.
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Внутри области R2
+ имеем

𝐿
(︁
−2
√︀

Π0𝑄0

)︁
= −2𝑎2

√︀
Π0

𝑑2
√
𝑄0

𝑑𝜉2
− 2
√︀
𝑄0

𝑑
√

Π0

𝑑𝜏
−

−𝐹
(︁
𝑢̄0 + Π0 +𝑄0 − 2

√︀
Π0𝑄0

)︁
+ 𝐹 (𝑢̄0 + Π0) + 𝐹 (𝑢̄0 +𝑄0) . (11)

Здесь

−2𝑎2
√︀

Π0
𝑑2
√
𝑄0

𝑑𝜉2
= −2𝑎2

√︀
Π0

𝑑

𝑑𝜉

(︂
𝑑
√
𝑄0

𝑑𝜉

)︂
= −2𝑎2

√︀
Π0

𝑑

𝑑𝜉

(︂
1

2
√
𝑄0

𝑑𝑄0

𝑑𝜉

)︂
=

= −2𝑎2
√︀

Π0

(︃
− 1

4𝑄0
√
𝑄0

(︂
𝑑𝑄0

𝑑𝜉

)︂2

+
1

2
√
𝑄0

𝑑2𝑄0

𝑑𝜉2

)︃
=

= −2𝑎2
√︀

Π0

(︂
− 1

4𝑄0
√
𝑄0

2

𝑎2

∫︁ 𝑄0

0
𝐹 (𝑢̄0 + 𝑢)𝑑𝑢+

1

2
√
𝑄0

1

𝑎2
𝐹 (𝑢̄0 +𝑄0)

)︂
=

=

√
Π0

𝑄0
√
𝑄0

∫︁ 𝑄0

0
𝐹 (𝑢̄0 + 𝑢)𝑑𝑢−

√
Π0√
𝑄0

𝐹 (𝑢̄0 +𝑄0),

а

−2
√︀
𝑄0

𝑑
√

Π0

𝑑𝜏
= −

√
𝑄0√
Π0

𝑑Π0

𝑑𝜏
=

√
𝑄0√
Π0

𝐹 (𝑢̄0 + Π0) .

Собираем все вместе и с учетом замены (6) получаем

𝐿(𝑍3) =

√
𝑠

𝑡
√
𝑡

∫︁ 𝑡

0
𝐹 (𝑢̄0 + 𝑢)𝑑𝑢−

√
𝑠√
𝑡
𝐹 (𝑢̄0 + 𝑡) −

√
𝑡√
𝑠
𝐹 (𝑢̄0 + 𝑠)−

−𝐹
(︁
𝑢̄0 + 𝑠+ 𝑡− 2

√
𝑠𝑡
)︁

+ 𝐹 (𝑢̄0 + 𝑠) + 𝐹 (𝑢̄0 + 𝑡) =

=

(︂
1 −

√
𝑠√
𝑡

)︂
𝐹 (𝑢̄0 + 𝑡) +

(︂
1 −

√
𝑡√
𝑠

)︂
𝐹 (𝑢̄0 + 𝑠) − 𝐹

(︁
𝑢̄0 + 𝑠+ 𝑡− 2

√
𝑠𝑡
)︁

+

√
𝑠

𝑡
√
𝑡

∫︁ 𝑡

0
𝐹 (𝑢̄0 + 𝑢)𝑑𝑢.

Таким образом, верно следующее утверждение.
Лемма 3. Функция

𝑍3 = −2
√︀

Π0𝑄0

является нижним барьером для решения 𝑃0 = 𝑃0(𝜉, 𝜏) задачи (1)–(4), если при любых зна-
чениях 𝑠 и 𝑡 из промежутка (0, 𝜙− 𝑢̄0] величина

𝐿 (𝑍3) =

(︂
1 −

√
𝑠√
𝑡

)︂
𝐹 (𝑢̄0 + 𝑡) +

(︂
1 −

√
𝑡√
𝑠

)︂
𝐹 (𝑢̄0 + 𝑠)−

−𝐹
(︁
𝑢̄0 + 𝑠+ 𝑡− 2

√
𝑠𝑡
)︁

+

√
𝑠

𝑡
√
𝑡

∫︁ 𝑡

0
𝐹 (𝑢̄0 + 𝑢)𝑑𝑢 ≥ 0. (12)

5. Сравнение опорных барьерных функций

При любых значениях 𝑠 и 𝑡 из промежутка (0, 𝜙− 𝑢̄0] справедливо неравенство

2
√
𝑠𝑡− 𝑠𝑡

𝜙− 𝑢̄0
=

√
𝑠𝑡

(︂
2 −

√
𝑠𝑡

𝜙− 𝑢̄0

)︂
> 0.

Поэтому

−2
√
𝑠𝑡 < − 𝑠𝑡

𝜙− 𝑢̄0
и имеет место следующее утверждение.

Лемма 4. Опорные барьерные функции находятся между собой в следующем порядке:

𝑍3 < 𝑍2 < 𝑍1.
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