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Аннотация

Разработан подход к конструированию программ цифровых контроллеров, выполняю-
щих функции управления опросом сенсоров и исполнительных устройств, а также расчета
векторных управляющих воздействий на объект. Исследованы три типа векторных алго-
ритмов расчета управляющих воздействий: решение систем разностных уравнений, вычис-
ление цифровой свертки и ПИД регулятор. Показано, что контроллер, как реальный фи-
зический прибор, при реализации на нем программы поллинга является времязадающим
элементом, и обеспечивает не только заданный период опроса периферийных устройств,
но и задержки по времени между транзакциями. Произведена оценка временных интерва-
лов по полумарковской модели алгоритма поллинга с гамильтоновым циклом управления
транзакциями. На модели замкнутой линейной векторной системы управления показано
влияние задержек по времени на такие характеристики системы, как перерегулирование
и время выхода на установившийся режим. Разработана методика синтеза алгоритма пол-
линга по матричной модели системы управления, учитывающей реальные характеристики
контроллера как прибора, включаемого в контур векторной обратной связи.
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Abstract

An approach to digital controller’s programs design, that perform the functions both sensors
and actuators polling control, and control actions calculation, id worked out. Three types
of control action computation vector algorithms: the solving systems of difference equations,
calculation the digital convolution and PID controller are investigated: It is shown that the
controller, as a real physical device, when implementing a polling program on it, is a time-
setting element, and provides not only a specified peripheral devices polling period, but also
time delays between transactions. An estimation of time intervals using the semi-Markov model
of the polling algorithm with a Hamiltonian transaction management cycle is made. The model
of a closed linear vector control system shows the influence of time delays on such system
characteristics as overshoot and time to reach steady state. A method has been developed for
polling algorithm synthesis using a control system matrix model that takes into account the
real characteristics of the controller as the device included in the vector feedback loop.
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1. Введение

Основным направлением развития современной промышленности является широкое внед-
рение цифровых систем управления технологическим оборудованием на всех этапах произ-
водства [1], что предполагает использование в качестве аппаратной платформы контроллеров
с последовательной интерпретацией команд программы управления [2]. Наиболее просто ре-
ализуемым и часто встречающимся способом организации доступа к сенсорам, измеряющим
контролируемые параметры объекта управления, и исполнительным устройствам, осуществ-
ляющим воздействие на объект, является программный опрос периферийного оборудования,
поллинг [3, 4] . Вследствие того, что программа поллинга интерпретируется контроллером в
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реальном физическом времени, подобная реализация позволяет, с одной стороны, достаточ-
но просто задавать требуемые периоды опроса сенсоров и приводов. С другой стороны, при
реализации законов управления поллинг естественным образом приводит к возникновению
задержек по времени между транзакциями, которые изменяют динамику работы цифровой
системы управления в целом, по сравнению с аналоговой системой с теми же законами управ-
ления [5, 6]. В то же время, ухудшение динамики системы управления при переходе на цифро-
вые платформы не должно приводить к снижению качества выпускаемой продукции, в связи
с чем возникает научная задача учета реальных физических характеристик контроллеров
с установленной программой поллинга при анализе и синтезе систем векторного управления.
Методики оценки временных интервалов и учета оценок при синтезе систем цифрового управ-
ления распространены в инженерной практике недостаточно, что подтверждает актуальность
исследований в данной области.

2. Модель контроллера с программой поллинга

В типовой системе цифрового векторного управления, приведенной на рис. 1, объект управ-
ления (ОУ) и цифровой контроллер (K) разделены интерфейсом И. В контроллере текущее
время определяется дискретной переменной 𝑛, вне цифрового контроллера события развива-
ются в физическом времени 𝑡.

Рис. 1: Структурная схема цифровой векторной системы управления

Система функционирует следующим образом. Желаемое состояние ОУ задается цифро-
вым вектором u(𝑛) = [𝑢1(𝑛), ..., 𝑢𝑘(𝑛), ..., 𝑢𝐾(𝑛)], где 𝑘 – номер регулируемого параметра;𝐾 –
количество регулируемых параметров. Текущее состояние ОУ, x(𝑡)=[𝑥1(𝑡), ..., 𝑥𝑘(𝑡), ..., 𝑥𝐾(𝑡)],
измеряется с помощью сенсоров подсистемы и через интерфейс И в виде потока данных
x𝑐(𝑛) = [𝑥𝑐,1(𝑛), ..., 𝑥𝑐,𝑘(𝑛), ..., 𝑥𝑐,𝐾(𝑛)], где 𝑥𝑐,𝑘(𝑛) – код, формируемый на интерфейсе, по
результатам оценки 𝑘-го параметра состояния 𝑥𝑘(𝑡) в дискретный момент времени 𝑛, вводит-
ся в контроллер. В контроллере из векторов x𝑐(𝑛) и u(𝑛) формируется вектор кода ошибки

𝜀(𝑛) = u(𝑛) − x𝑐(𝑛), (1)

где 𝜀(𝑛) = [𝜀1(𝑛), ..., 𝜀𝑘(𝑛), ..., 𝑧𝐾(𝑛)] – 𝐾-элементный вектор разности между желаемым и
текущим состояниями системы.

На следующем этапе в соответствии с выбранным законом управления

w𝑐 [𝜀(𝑛), v𝑐(𝑛)] = 0, (2)

формируется поток векторов управляющих кодов v𝑐(𝑛) = [𝑣𝑐,1(𝑛), ..., 𝑣𝑐,𝑘(𝑛), ..., 𝑣𝑐,𝐾(𝑛)], по-
даваемых после преобразования в аналоговые сигналы v(𝑡) = [𝑣1(𝑡), ..., 𝑣𝑘(𝑡), ..., 𝑣𝐾(𝑡)] на ис-
полнительные устройства ОУ.

Обработка данных (2) может быть реализована по одному их следующих алгоритмов: ре-
шение системы конечно-разностных уравнений [7], вычисление свертки [8]; реализация ПИД
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регулятора [9, 10]. Каждый из перечисленных алгоритмов обеспечивает свою точность реали-
зации закона управления и временную вычислительную сложность.

Алгоритмы, основанные на решении системы конечно-разностных уравнений, в общем
случае имеют вид

𝑤𝑐,𝐷,𝑙

[︀
𝑛, Δ0(𝑣,1)𝑣𝑐,1(𝑛), Δ1(𝑣,1𝑣𝑐,1(𝑛), ..., Δ𝑚(𝑣,1)𝑣𝑐,1(𝑛), ..., Δ𝑀(𝑣,1𝑣𝑐,1(𝑛) , ...,

Δ0(𝑣,𝑘𝑣𝑐,𝑘(𝑛), Δ1(𝑣,𝑘𝑣𝑐,𝑘(𝑛), ..., Δ𝑚(𝑣,𝑘)𝑣𝑐,𝑘(𝑛), ..., Δ𝑀(𝑣,𝑘)𝑣𝑐,𝑘(𝑛), ...,

Δ0(𝑣,𝐾)𝑣𝑐,𝐾(𝑛), Δ1(𝑣,𝐾)𝑣𝑐,𝐾(𝑛), ..., Δ𝑚(𝑣,𝐾)𝑣𝑐,𝐾(𝑛), ..., Δ𝑀(𝑣,𝐾)𝑣𝑐,𝐾(𝑛), ...,

Δ0(𝜀,𝑙)𝜀𝑙(𝑛), Δ1(𝜀,𝑙)𝜀𝑙(𝑛), ..., Δ𝑚(𝜀,𝑙)𝜀𝑙(𝑛), ..., Δ𝑀(𝜀,𝑙)𝜀𝑙(𝑛)
]︀

= 0 ;
1 ⩽ 𝑙 ⩽ 𝐾,

(3)

где 𝑤𝑐,𝐷,𝑙 [...] – скалярные функции; Δ𝑚(𝑣,𝑘)𝑣𝑐,𝑘(𝑛), Δ𝑚(𝜀,𝑙)𝜀𝑙(𝑛) – конечные разности; 𝑚(𝜀, 𝑙),
𝑚(𝑣, 𝑘) – индекс-функции, обозначающие порядок конечной разности, в которых символы,
перечисленные в скобках, указывают на переменную, к которой относятся, и на индекс пере-
менной в системе; 𝑀(𝜀, 𝑙) и 𝑀(𝑣, 𝑘) – максимальные значения порядков;

Δ𝜅𝜌(𝑛) =

𝜅∑︁
𝜄=0

(−1)𝜄 · 𝐶𝜄
𝜅 · 𝜌(𝑛+ 𝜅− 𝜄), 𝐶𝜄

𝜅 =
𝜅!

𝜄! (𝜅− 𝜄)!
.

Решение системы (3) без учета начальных условий может быть представлено в следую-
щем виде: 𝑣𝑐,𝑘(𝑛) = 𝑤𝑣,𝑘 [𝜀1(𝑛), ..., 𝜀𝑙(𝑛), ..., 𝜀𝐾(𝑛)]. Вычислительная сложность алгоритма
(3) определяется видом функций 𝑤𝑐,𝐷,𝑙 [...] и значениями порядков 𝑀 (𝜀, 𝑙) и 𝑀 (𝑣, 𝑘).

Алгоритм свертки в общем случае имеет вид

𝑣𝑐,𝑘(𝑛) = 𝑤𝑛̃,𝐶,𝑘 {𝜀1[𝑛], ..., 𝜀1[𝑛−𝑚(𝑣, 𝑘, 1)], ..., 𝜀1[𝑛−𝑀(𝑣, 𝑘, 1)], 𝑣𝑘,1[0], ..., 𝑣𝑘,1[𝑚(𝑣, 𝑘, 1)],
..., 𝑣𝑘,1 [𝑀 (𝑣, 𝑘, 1)] , ..., 𝜀𝑙 [𝑛] , ..., 𝜀𝑙 [𝑛−𝑚 (𝑣, 𝑘, 𝑙)] , ..., 𝜀𝑙 [𝑛−𝑀 (𝑣, 𝑘, 𝑙)] , 𝑣𝑘,𝑙 [0] , ...,

𝑣𝑘,𝑙 [𝑚 (𝑣, 𝑘, 𝑙)] , ..., 𝑣𝑘,𝑙 [𝑀 (𝑣, 𝑘, 𝑙)] , 𝜀𝐾 [𝑛] , ..., 𝜀𝐾 [𝑛−𝑚 (𝑣, 𝑘,𝐾)] , ..., 𝜀𝐾 [𝑛−𝑀 (𝑣, 𝑘,𝐾)] ,
𝑣𝑘,𝐾 [0] , ..., 𝑣𝑘,𝐾 [𝑚 (𝑣, 𝑘,𝐾)] , ..., 𝑣𝑘,𝐾 [𝑀 (𝑣, 𝑘,𝐾)]} , 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝐾,

(4)
где 𝑤𝑐,𝐶,𝑘{...}, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝐾 – скалярные функции, в общем случае нелинейные, от значений эле-
ментов вектора 𝜀(𝑛), как текущих, так и полученных ранее; [𝑛−𝑚(𝑣, 𝑘, 𝑙)] – ранее прошедшие
дискретные моменты времени; 𝑣𝑘,𝑙[𝑚(𝑣, 𝑘, 𝑙)], 0 ⩽ 𝑚(𝑣, 𝑘, 𝑙) ⩽ 𝑀(𝑣, 𝑘, 𝑙) – дискретные значе-
ния импульсного отклика фильтра сигнала 𝜀𝑙 при формировании сигнала 𝑣𝑐,𝑘; 𝑀(𝑣, 𝑘, 𝑙) + 1,
1 ⩽ 𝑘, 𝑙 ⩽ 𝐾 – величины апертур соответствующих фильтров.

Точность воспроизведения закона управления и вычислительная сложность процедуры
расчета управляющего воздействия 𝑣𝑐,𝑘 при обработке сигнала ошибки 𝜀𝑙 по каждому регу-
лируемому параметру 𝑥𝑘 напрямую определяются величиной апертуры 𝑀(𝑣, 𝑘, 𝑙) + 1. При
необходимости достижения высокой точности вычислительная сложность алгоритма свертки
может быть весьма значительной.

Одной из разновидностей законов управления, реализуемых в алгоритме свертки, является
алгоритм 𝑤𝑐,𝑃 𝐼𝐷 ПИД регулятора, имеющий вид

𝑣𝑐,𝑃 𝐼𝐷,𝑘(𝑛) =

𝐾∑︁
𝑙=1

⎧⎨⎩𝑤̃𝑘,𝑙,𝑃 𝜀𝑙(𝑛) + 𝑤̃𝑘,𝑙,𝐷 [𝜀𝑙(𝑛) − 𝜀𝑙(𝑛− 1)] + 𝑤̃𝑘,𝑙,𝐼𝑛

𝑛∑︁
𝑚(𝐼𝑛,𝑘,𝑙)=0

𝜀𝑙 [𝑚(𝐼𝑛, 𝑘, 𝑙)]

⎫⎬⎭ ,

(5)
где 𝑤̃𝑘,𝑙,𝑃 , 𝑤̃𝑘,𝑙,𝐷, 𝑤̃𝑘,𝑙,𝐼𝑛 – коэффициенты при пропорциональной (𝑃 ), дифференциальной (𝐷)
и интегральной составляющей (𝐼𝑛), соответственно; [𝜀𝑙(𝑛) − 𝜀𝑙(𝑛− 1)] – конечная разность;

𝑛∑︁
𝑚(𝐼𝑛,𝑘,𝑙)=0

𝜀𝑙 [𝑚(𝐼𝑛, 𝑘, 𝑙)] – конечная сумма; 1 ⩽ 𝑘, 𝑙 ⩽ 𝐾.
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Следует отметить, что конечная сумма значений 𝜀𝑙 [𝑚(𝐼𝑛, 𝑘, 𝑙)] накапливается в процессе
пошаговой реализации алгоритма (5) на предыдущих этапах и не оказывает существенного
влияния на его вычислительную сложность.

Элементы вектора x𝑐(𝑛) вводятся, а вектора u𝑐(𝑛) выводятся из контроллера в результате
работы программы поллинга (polling). В общем случае алгоритм поллинга имеет структу-
ру, показанную на рис. 2 [11] и включает неисполнимые операторы 𝑎0(𝑎) «Начало» и 𝑎𝐽(𝑎)+1

«Конец», а также исполнимые операторы 𝑎1(𝑎), ..., 𝑎𝑗(𝑎), ..., 𝑎𝐽(𝑎), реализующие функции тран-
закций и обработки данных. Циклическим алгоритм делает обратная связь [𝑎𝐽(𝑎)+1, 𝑎0(𝑎)],
показанная на рис. 2 штриховой стрелкой.

Рис. 2: Структура программы поллинга

Исполнимые операторы алгоритма осуществляют как опрос периферийных устройств, так
и программную обработку данных. Принято в структуре, подобной приведенной на рис. 2,
представлять только операторы транзакций, а обработку данных включать в операторы тран-
закций [11, 12]. Вследствие того, что техническими средствами контроллера алгоритм интер-
претируется в реальном физическом времени 𝑡 последовательно, оператор за оператором, меж-
ду транзакциями естественным образом образуются временные интервалы, наличие которых
должно учитываться при включении контроллера в контур управления.

Величины временных интервалов могут быть оценены с применением полумарковской мо-
дели интерпретации алгоритма [13, 14, 15]

𝜇 = {𝐴, h(t)} , (6)

где 𝐴 =
{︀
𝑎0(𝑎), 𝑎1(𝑎), ..., 𝑎𝑗(𝑎), ..., 𝑎𝐽(𝑎), 𝑎𝐽(𝑎)+1

}︀
– множество состояний полумарковского про-

цесса, совпадающее с множеством операторов алгоритма; h(𝑡) =
[︀
ℎ𝑗(𝑎),𝑛(𝑎)(𝑡)

]︀
= p ⊗ f(t) –

[𝐽(𝑎) + 2] × [𝐽(𝑎) + 2] полумарковская матрица; p =
[︀
𝑝𝑗(𝑎),𝑛(𝑎)

]︀
– [𝐽(𝑎) + 2] × [𝐽(𝑎) + 2] стоха-

стическая матрица; f(𝑡) =
[︀
𝑓𝑗(𝑎),𝑛(𝑎)(𝑡)

]︀
– [𝐽(𝑎) + 2]×[𝐽(𝑎) + 2] матрица плотностей распределе-

ния времени пребывания процесса в состояниях множества 𝐴 до переключения в сопряженные
состояния.

Правильно сконструированный алгоритм обладает следующими свойствами:
– для каждого оператора алгоритма (состояния полумарковского процесса) 𝑎𝑗(𝑎), суще-

ствует хотя бы один путь 𝑎0(𝑎) → 𝑎𝑗(𝑎) и хотя бы один путь 𝑎𝑗(𝑎) → 𝑎𝐽(𝑎)+1, т.е. алгоритм
поллинга является циклическим без зацикливания, а полумарковский процесс при замкнутой
обратной связи является возвратным.
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– на вероятности переключения из операторов (состояний) 𝑎𝑗(𝑎) накладываются ограниче-
ния

𝐽(𝑎)∑︁
𝑛(𝑎)=0(𝑎)

𝑝𝑗(𝑎),𝑛(𝑎) =

{︂
1, 𝑗(𝑎) ̸= 𝐽(𝑎) + 1 или 𝑗(𝑎) = 𝐽(𝑎) + 1 (обратная связь замкнута);
0, 𝑗(𝑎) = 𝐽(𝑎) + 1 (обратная связь разомкнута);

– на время интерпретации операторов алгоритма (пребывания в состояниях полумарков-
ского процесса) 𝑎𝑗(𝑎), накладываются ограничения:

0 < 𝑇𝑗(𝑎),𝑛(𝑎)min ⩽ arg 𝑓𝑗(𝑎),𝑛(𝑎)(𝑡) ⩽ 𝑇𝑗(𝑎),𝑛(𝑎)max <∞,

∞∫︁
0

𝑓𝑗(𝑎),𝑛(𝑎)(𝑡) 𝑑𝑡 = 1.

Таким образом, в полумарковской матрице h(𝑡) модели (6) с разомкнутой обратной связью
[𝐽(𝑎) + 1]-я строка имеет вид [0, ..., 0, ..., 0], а в модели h′(𝑡) с замкнутой обратной связью
она равна

[︀
𝑓𝐽(𝑎)+1,0(𝑎)(𝑡), ..., 0, ..., 0

]︀
, где 𝑓𝐽(𝑎)+1,0(𝑎)(𝑡) – плотность распределения времени

работы операционной системы контроллера по перезапуску программы.
Одной из важных характеристик программы поллинга является период следования тран-

закций [8]. Для самого общего случая он может быть оценен по модели (6) согласно следующей
зависимости

𝑓𝑐(𝑡) = I𝑅0(𝑎)𝐿
−1

⎡⎣ ∞∑︁
𝜉=1

{𝐿 [h(𝑡)]}𝜉
⎤⎦ I𝐶𝐽(𝑎)+1 * 𝑓𝐽(𝑎)+1,0(𝑎)(𝑡), (7)

где 𝑓𝑐(𝑡) – плотность распределения времени от текущего до следующего перезапуска програм-
мы поллинга; 𝐼𝑅0(𝑎) – [𝐽(𝑎) + 2]-элементный вектор-строка, нулевой элемент которого равен

единице, а остальные элементы равны нулю; 𝐼𝐶𝐽(𝑎)+1 – [𝐽(𝑎) + 2]-элементный вектор-столбец,
последний, [𝐽(𝑎) + 1]-й элемент которого равен единице, а остальные элементы равны нулю;
𝐿 [...], 𝐿−1 [...] – прямое и обратное преобразование Лапласа, соответственно.

Математическое ожидание от 𝑓𝑐(𝑡) дает собственно период опроса 𝑇𝑐, а дисперсия 𝐷𝑐 –
оценку шума поллинга

𝑇𝑐 =

∞∫︁
0

𝑡𝑓𝑐(𝑡) 𝑑𝑡; 𝐷𝑐 =

∞∫︁
0

(𝑡− 𝑇𝑐)
2 𝑓𝑐(𝑡) 𝑑𝑡.

В реальном алгоритме поллинга (полумарковской модели (6)) на структуру может быть
наложено следующее ограничение: в течение одного цикла каждое устройство ОУ (сенсор или
привод) опрашивается по одному разу, а следовательно, исполнимые операторы 𝑎1(𝑎), ..., 𝑎𝑗(𝑎),
..., 𝑎𝐽(𝑎) (последовательность смены состояний полумарковского процесса) образуют гамиль-
тонов цикл на графе, показанном на рис. 2. Схема линейно-циклического алгоритма, пред-
ставляющего один из возможных гамильтоновых циклов, приведена на рис. 3 а, где показано
𝑎𝑘(𝐻) ∈

{︀
𝑎1(𝑎), ..., 𝑎𝑗(𝑎), ..., 𝑎𝐽(𝑎)

}︀
, 1(𝐻) ⩽ 𝑘(𝐻) ⩽ 2𝐾(𝐻).

Кроме интервала опроса 𝑇𝑐 алгоритм поллинга формирует также и временные интервалы
между транзакциями (рис. 3 b). Транзакции ввода данных от сенсоров отмечены стрелками с
круглым наконечником, транзакции вывода управляющих воздействий на приводы отмечены
стрелкам с ромбическим наконечником. Без нарушения общности можно считать, что внутри
гамильтонова цикла первой транзакцией является ввод элемента 𝑥𝑐,1 вектора состояния x𝑐,
после чего в порядке, определенном алгоритмом, вводятся оставшиеся элементы указанного
вектора и выводятся элементы вектора v𝑐.



Модель контроллера с установленной программой поллинга . . . 133

Рис. 3: Реализация гамильтонова пути на исполнимых операторах (a)
и порядок следования транзакций (b)

Временные интервалы между началом ввода 𝑥𝑐,1 и началами вводов 𝑥𝑐,2, ..., 𝑥𝑐,𝑘, ..., 𝑥𝑐,𝐾
порождают перекос данных 𝜏in,1, ..., 𝜏in,𝑘, ..., 𝜏in,𝐾 при вводе, где 𝜏in,1 = 0. Временные интер-
валы 𝜏out,1, ..., 𝜏out,𝑘, ..., 𝜏out,𝐾 между началом вывода элемента 𝑣𝑐,1 вектора v𝑐 и началами
выводов элементов 𝑣𝑐,2, ..., 𝑣𝑐,𝑙, ..., 𝑣𝑐,𝐾 , порождают перекос данных 𝜏out,1, ..., 𝜏out,𝑙, ..., 𝜏out,𝐾
при выводе v𝑐. Временной интервал 𝜏del,𝑘,𝑙, алгоритмически формируемый между вводом 𝑥𝑐,𝑘
и выводом 𝑣𝑐,𝑙, дает часть времени чистого запаздывания формирования 𝑙-го элемента вектора
управления относительно 𝑘-го элемента вектора состояния. Полное время чистого запазды-
вания определяется используемым в системе алгоритмом обработки данных (𝑤𝑐,𝐷, 𝑤𝑐,𝐶 или
𝑤𝑐,𝑃 𝐼𝐷)

𝜏𝑘,𝑙 = 𝜏del,𝑘,𝑙 +𝑁𝑤𝑇𝑐, (8)

где 𝜏del,𝑘,𝑙 = (𝜏del,1,1 + 𝜏out,𝑙) − 𝜏in,𝑘; 𝑁𝑤 – количество вводов элементов вектора x𝑐, которые
необходимо совершить для расчета 𝑣𝑐,𝑙.

В алгоритме (3) 𝑁𝑤 = max {𝑀(𝑣, 1), ..., 𝑀(𝑣, 𝑘), ..., 𝑀(𝑣,𝐾)}. В алгоритме (4) 𝑁𝑤 =
= max {𝑀(𝑣, 𝑘, 1), ..., 𝑀(𝑣, 𝑘, 𝑙), ..., 𝑀(𝑣, 𝑘,𝐾)}. В алгоритме (5) 𝑁𝑤 = 1, поскольку в общем
случае в алгоритме используется конечная разность порядка не выше первого, а конечная
сумма накапливается в течение всех циклов работы алгоритма.

Текущее значение дискретного аргумента 𝑛 может быть представлено в виде 𝑛 = 𝑡/𝑇𝑐. В
этом случае при 𝑇𝑐 → 0 конечные разности в (3), (5) преобразуются в производные. Конечная
сумма в (5) и дискретная свертка в (4) преобразуются в интеграл и континуальную свертку,
соответственно. Общее для (3), (4), (5) выражение (2), после линеаризации, добавления к нему
(1) и применения к системе преобразования Лапласа может быть представлено как

V𝑐(𝑠) = W𝑛̃(𝑠) · [U(𝑠) −X𝑛̃(𝑠)] , (9)

где V𝑐(𝑠) = 𝐿
[︀
v𝜃
𝑐(𝑡)

]︀
,U(𝑠) = 𝐿

[︀
u𝜃(𝑡)

]︀
, x𝑐(𝑡), v𝑐(𝑡), u(𝑡) – векторы, получаемые из x𝑐(𝑛); v𝑐(𝑛),

u(𝑛) путем подстановки вместо дискретного аргумента 𝑛 непрерывного времени 𝑡; 𝜃 – опера-
ция транспонирования; 𝑊𝑐(𝑠) = [𝑊𝑐,𝑘,𝑙(𝑠)] – матрица передаточных функций; 𝑊𝑐,𝑘,𝑙(𝑠) =
= 𝑉𝑐,𝑘(𝑠)/𝜀𝑙(𝑠) – передаточные функции, определяемые из реализованных алгоритмов (3), (4)
или (5); 𝜀(𝑠) = 𝐿 [𝜀(𝑡)]; 𝜀(𝑡) – вектор, получаемый из 𝜀(𝑛) путем подстановки вместо дискрет-
ного аргумента 𝑛 непрерывного времени 𝑡; 𝑠 – переменная Лапласа (оператор дифференциро-
вания).

В свою очередь, линейный ОУ может быть представлен как

X(𝑠) = W𝑜(𝑠) ·V(𝑠), (10)
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где V(𝑠) = 𝐿
[︀
𝑣𝜃(𝑡)

]︀
; X(𝑠) = 𝐿

[︀
𝑥𝜃(𝑡)

]︀
; W𝑜(𝑠) = [𝑊𝑜,𝑘,𝑙(𝑠)] – матрица передаточных функций,

которая получается из модели ОУ w𝑜 [v(𝑡), x(𝑡)] = 0 (рис. 1) с помощью операций линеариза-
ции и выполнения преобразования Лапласа.

Из (9) и (10) следует, что без учета временного фактора формирование состояний ОУ
описывается матричной системой

X(𝑠) = [E + W𝑐(𝑠) ·W𝑜(𝑠)]
−1 ·W𝑐(𝑠) ·W𝑜(𝑠) ·U(𝜔), (11)

где E – единичная диагональная 𝐾 ×𝐾 матрица.
Задержки по времени при выводе элементов вектора V(𝑠) относительно момента ввода

элементов вектора X(𝑠), оцененные в соответствии с (8), согласно теореме о смещении в дей-
ствительной области могут быть представлены в виде 𝐾×𝐾 матрицы передаточных функций
интерфейса И

𝑊𝐼(𝑠) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
exp(−𝑠𝜏1,1) ... exp(−𝑠𝜏1,𝑙) ... exp(−𝑠𝜏1,𝐾)

...
exp(−𝑠𝜏𝑘,1) ... exp(−𝑠𝜏𝑘,𝑙) ... exp(−𝑠𝜏𝑘,𝐾)

...
exp(−𝑠𝜏𝐾,1) ... exp(−𝑠𝜏𝐾,𝑙) ... exp(−𝑠𝜏𝐾,𝐾)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . (12)

С учетом (12) выражение (11) принимает вид

X(𝑠) = [E + W𝐼(𝑠) ·W𝑐(𝑠) ·W𝑜(𝑠)]
−1 ·W𝐼(𝑠) ·W𝑐(𝑠) ·W𝑜(𝑠) ·U(𝜔). (13)

Матрица передаточных функций интерфейса оказывает существенное влияние на динами-
ку процесса программного управления. Изменение динамических характеристик замкнутой
системы обусловлено изменением характеристического уравнения, которое в данном случае
принимает вид

det [E + W𝐼(𝑠) ·W𝑐(𝑠) ·W𝑜(𝑠)] = 0. (14)

Отличительной особенностью (14) является наличие в характеристическом уравнении ком-
плексных экспонент, которые зависят от временных интервалов (8), создаваемых алгоритмом
поллинга. Комплексные экспоненты изменяют местоположение корней на комплексной плос-
кости [16, 17], а следовательно, и характер переходных процессов [18, 19].

3. Методика конструирования программ поллинга

Из изложенного следует методика конструирования программ поллинга, реализующих си-
стемы векторного управления сложными многоконтурными объектами. Исходными данными
для реализации методики является модель ОУ и технические требования к цифровому кон-
троллеру, как к платформе для размещения управляющей программы.

Порядок моделирования системы управления с контроллером на основе программы пол-
линга представляется следующим:

1) Разработка математической модели ОУ w𝑜 [v(𝑡), x(𝑡)] = 0, включающей модель соб-
ственно объекта, а также модели приводов и сенсоров, обеспечивающих функционирование
ОУ.

2) Выбор закона управления w𝑐 [𝜀(𝑛), v𝑐(𝑛)] = 0 для реализации в виде алгоритма и про-
граммы поллинга.

3) Определение платформы для реализации системы управления и проверка реализуемости
выбранного закона на заданной платформе.
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4) Моделирование процесса управления без учета задержек по времени, вносимых кон-
троллером как реальным физическим прибором, реализующим алгоритм поллинга в реальном
времени. При необходимости корректировка закона управления.

5) Оценка задержек по времени между транзакциями в алгоритме поллинга и модели-
рование системы управления с их учетом. При невыполнении требований к системе управле-
ния корректировка алгоритма поллинга, закона управления, выбранной цифровой платформы
и/или обеспечивающей аппаратуры ОУ.

Рассмотрим применение методики на примере, в котором ОУ описывается матричным
уравнением

[︂
𝑋1(𝑠)
𝑋2(𝑠)

]︂
=

1

𝑠

⎡⎢⎣ 20

0.0002𝑠2 + 0.03𝑠+ 1

5

0.04𝑠+ 1

− 5

0.04𝑠+ 1

20

0.0002𝑠2 + 0.03𝑠+ 1

⎤⎥⎦[︂ 𝑉1(𝑠)
𝑉2(𝑠)

]︂
.

Вследствие того, что в ОУ присутствует астатизм первого порядка, из ПИД регулятора
исключен канал интегрирования и закон управления имеет вид ПД регулятора:(︂

0.15 [𝜀1(𝑛) − 𝜀1 (𝑛− 1)] + 1.5𝜀1(𝑛)
0.15 [𝜀2(𝑛) − 𝜀2 (𝑛− 1)] + 1.5𝜀2(𝑛)

)︂
=

(︂
0.01 [𝑣1(𝑛) − 𝑣1 (𝑛− 1)] + 𝑣1(𝑛)
0.01 [𝑣2(𝑛) − 𝑣2 (𝑛− 1)] + 𝑣2(𝑛)

)︂
,

[︂
𝜀1(𝑛)
𝜀2(𝑛)

]︂
=

[︂
𝑢1(𝑛) − 𝑥1(𝑛)
𝑢2(𝑛) − 𝑥2(𝑛)

]︂
.

На вход системы подаются единичные ступенчатые функции Хевисайда

𝑢1(𝑛) = 𝑢2(𝑛) =

{︂
0, при 𝑛 ⩽ 0;
1, при 𝑛 > 0.

Результат моделирования представлен на рис. 4, где на рис. 4 a показан переходный процесс
в модели, не учитывающей запаздывание в контурах обратной связи; на рис. 4 b, с, d учтено
запаздывание 𝜏 , которое равно, соответственно, 0.0025, 0.005 и 0.0079 с.

Рис. 4: Переходные процессы в системе без учета (a)
и с учетом задержек (b, c, d) вносимых программой поллинга
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Как следует из примера, с увеличением времени запаздывания в указанных диапазонах
время выхода системы на установившийся режим равно, соответственно 0.4 с, 0.45 с, 0.9 с, > 1 с
(неустойчивое функционирование). Перерегулирование при реакции системы на единичную
функцию Хевиисайда равно: по каналу 𝑥1 – 25%, 30%, 35%, 45%; по каналу 𝑥2 – 20%, 30%,
40%, 60%.

4. Заключение

Основным результатом данной работы следует считать модель функционирования цифро-
вого контроллера как физического прибора, осуществляющего расчет вектора управляющих
воздействий на многоконтурный объект на основании информации, получаемой от сенсоров,
в реальном физическом времени.

Подобная модель позволяет оценить задержки по времени, вносимые контроллером и усчи-
тывать эти задержки при синтезе алгоритма поллинга. Практическим результатом является
методика конструирования программ поллинга для систем векторного управления.

Дальнейшие исследования в данной области могут быть направлены на установление зави-
симостей, прямую связывающих временную вычислительную сложность программы поллин-
га, структурную сложность объекта управления и требуемые параметры функционирования
системы управления.
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