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Аннотация

Изучается обобщенный гармонический анализ Данкля на прямой, зависящий от па-
раметра 𝑟 ∈ N. Случай 𝑟 = 0 ответствует обычному гармоническому анализу Данкля.
Все конструкции зависят от параметра 𝑟 ⩾ 1. С помощью оператора обобщенного сдвига
определяются разности и модули гладкости. С помощью дифференциально-разностного
оператора определяется пространство Соболева. Исследуется приближение функций из
пространства 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) целыми функциями экспоненциального типа не выше 𝜎 из класса
𝑓 ∈ 𝐵𝜎,𝑟

𝑝,𝜆, обладающих свойством 𝑓 (2𝑠+1)(0) = 0, 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑟 − 1. Для целымх функций

из класса 𝑓 ∈ 𝐵𝜎,𝑟
𝑝,𝜆 доказываются неравенства, которые используются в обратных зада-

чах теории приближений. В зависимости от поведения величин наилучшего приближения
функции дается оценка модуля гладкости функции, а так же модуля гладкости от степени
ее дифференциально-разностного оператора второго порядка. Дается условие асимптоти-
ческого равенства между наилучшим приближением функции и ее модулем гладкости.
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Abstract

The generalized Dunkl harmonic analysis on the line, depending on the parameter 𝑟 ∈ N, is
studied. The case 𝑟 = 0 corresponds to the usual Dunkl harmonic analysis. All designs depend on
the parameter 𝑟 ⩾ 1. Using the generalized shift operator, differences and moduli of smoothness
are determined. Using the differential-difference operator, the Sobolev space is defined. We study
the approximation of functions from space 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) by entire functions of exponential type not
higher than 𝜎 from the class 𝑓 ∈ 𝐵𝜎,𝑟

𝑝,𝜆 that have the property 𝑓
(2𝑠+1)(0) = 0, 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑟− 1.

For entire functions from the class 𝑓 ∈ 𝐵𝜎,𝑟
𝑝,𝜆, inequalities are proved that are used in inverse

problems of approximation theory. Depending on the behavior of the values of the function best
approximation, an estimate is given of the modulus of smoothness of the function, as well as
the modulus of smoothness on the degree of its second-order differential-difference operator. A
condition is given for asymptotic equality between the best approximation of the function and
its modulus of smoothness.
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1. Введение

В 2012 г. С. Бен Саид, Т. Кобаяши и Б. Орстед [1] определили двупараметрическое (𝑘, 𝑎)-
обобщенное унитарное преобразование Фурье. В одномерном случае оно является интеграль-
ным оператором

ℱ𝑘,𝑎(𝑓)(𝑦) = 𝑐𝑘,𝑎

∫︁
R
𝑏𝑘,𝑎(𝑥𝑦)𝑓(𝑥)|𝑥|2𝑘+𝑎−2 𝑑𝑥 (1)

с ядром

𝑏𝑘,𝑎(𝑥) = 𝑗𝜆

(︁2

𝑎
|𝑥|𝑎/2

)︁
+

Γ(𝜆+ 1)

Γ(𝜆+ 1 + 2/𝑎)

𝑥

(𝑎𝑖)2/𝑎
𝑗𝜆+ 2

𝑎

(︁2

𝑎
|𝑥|𝑎/2

)︁
.

Здесь 𝑎 > 0, 2𝑘 + 𝑎 − 1 > 0, 𝑐−1
𝑘,𝑎 = 2𝑎𝜆Γ(𝜆 + 1), 𝜆 = (2𝑘 − 1)/𝑎, 𝐽𝜆(𝑥) — функция Бесселя,

𝑗𝜆(𝑥) = 2𝜆Γ(𝜆+ 1)𝑥−𝜆𝐽𝜆(𝑥) — нормированная функция Бесселя.
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При 𝑘 = 0, 𝑎 = 2 оно совпадает с классическим преобразованием Фурье, а при 𝑎 = 2 — с
преобразованием Данкля (см. [2, 3]).

Пусть 𝜆 ⩾ −1/2, 𝑑𝜈𝜆(𝑥) = (2𝜆+1Γ(𝜆+ 1))−1|𝑥|2𝜆+1 𝑑𝑥 – мера на R, 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) —
лебегово пространство измеримых комплекснозначных функций с конечной нормой

‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 =
(︁∫︁

R
|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝜈𝜆(𝑥)

)︁1/𝑝
<∞, 1 ⩽ 𝑝 <∞,

𝐿∞(R, 𝑑𝜈𝜆) = 𝐶𝑏(R) — множество непрерывных ограниченных функций с нормой ‖𝑓‖∞ =
= supR |𝑓(𝑥)|, 𝐶∞(R) — множество бесконечно дифференцируемых функций, 𝐶∞

Π (R) — мно-
жество бесконечно дифференцируемых функций, имеющих полиномиальный рост на беско-
нечности, 𝒮(R) — пространство Шварца бесконечно дифференцируемых и быстро убывающих
на бесконечности функций.

В [4], отправляясь от преобразования (1) при 𝑎 = 2/(2𝑟+1), 𝑟 ∈ Z+ и 𝜆 = (2𝑟+1)(𝑘−1/2) ⩾
⩾ −1/2, с помощью замены переменной получено двупараметрическое семейство унитарных
преобразований

ℱ𝜆
𝑟 (𝑓)(𝑥) =

∫︁
R
𝑓(𝑥)𝑒𝑟,𝜆(−𝑥𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑥) (2)

с ядром

𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) = 𝑗𝜆(𝑥𝑦) + 𝑖(−1)𝑟
(𝑥𝑦)2𝑟+1

22𝑟+1(𝜆+ 1)2𝑟+1
𝑗𝜆+2𝑟+1(𝑥𝑦). (3)

При 𝑟 = 0 оно совпадает с преобразованием Данкля и ℱ𝜆
0 (𝒮(R)) = 𝒮(R). Если 𝑟 ⩾ 1 и

𝒮𝑟(R) = {𝑓 ∈ 𝒮(R) : 𝑓 (2𝑠+1)(0) = 0}, то ℱ𝜆
𝑟 (𝒮𝑟(R)) = 𝒮𝑟. Таким образом, преобразование (2) при

𝑟 ⩾ 1 хоть и имеет свои особенности, но очень похоже на преобразование Данкля. Мы называ-
ем его (𝑟, 𝜆)-обобщенным преобразованием Данкля или просто обобщенным преобразованием
Данкля. Его изучение продолжено в работах [5, 6, 7].

Помимо обобщенного преобразования Данкля обобщенный гармонический анализ Данк-
ля на прямой со степенным весом |𝑥|2𝜆+1 осуществляется c помощью дифференциального-
разностного оператора, называемого обобщенным лапласианом Данкля,

Δ𝜆,𝑟𝑓(𝑥) = 𝑓
′′
(𝑥) +

2𝜆+ 1

𝑥
𝑓

′
(𝑥) − (2𝑟 + 1)(𝜆+ 𝑟 + 1/2)

𝑓(𝑥) − 𝑓(−𝑥)

𝑥2
(4)

и операторами обобщенного сдвига

𝜏𝑦𝑓(𝑥) =

∫︁ ∞

−∞
𝑒𝑟,𝜆(𝑦𝑧)𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑧)ℱ𝜆

𝑟 (𝑓)(𝑧) 𝑑𝜈𝜆(𝑧) (5)

и

𝑇 𝑦𝑓(𝑥) =

∫︁ ∞

−∞
𝑗𝜆(𝑦𝑧)𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑧)ℱ𝜆

𝑟 (𝑓)(𝑧) 𝑑𝜈𝜆(𝑧). (6)

В многомерном гармоническом анализе Данкля (𝑟 = 0) ограниченность оператора (5) из-
вестна только при 𝑝 = 2, поэтому его заменой стал оператора сдвига (6) (см. [10]). Он также
используется в гармоническом анализе Бесселя (см, например, [8, 9]). В одномерном случае
ограниченность оператора (5) в пространствах 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) известна уже для всех 𝑟 ∈ Z+, поэто-
му естественно работать именно с ним. В работе [7] при 𝑟 ⩾ 1 с его помощью доказаны прямые
теоремы теории приближений в пространствах 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆). В настоящей работе, продолжаю-
щей [7], доказываются обратные теоремы теории приближений в пространствах 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆),
также использующие оператор обобщенного сдвига (5).

Сформулируем основные наши результаты.



70 В.И. Иванов

Теорема 6. Если 𝑚,𝑛, 𝑟 ∈ N, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, то для любой 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆)

𝜔𝑚,𝑟

(︁ 1

𝑛
, 𝑓
)︁
𝑝,𝑑𝜈𝜆

≲
1

𝑛2𝑚

𝑛∑︁
𝑗=0

(𝑗 + 1)2𝑚−1𝐸𝑗,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 .

Теорема 7. Если 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) и некоторого 𝑘 ∈ N числовой ряд∑︀∞
𝑗=1 𝑗

2𝑘−1𝐸𝑗,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘
сходится, то 𝑓 ∈𝑊 𝑘,𝑟

𝑝,𝜆 и для 𝑚, 𝑟 ∈ N

𝜔𝑚,𝑟

(︁ 1

𝑛
, (−Δ𝜆,𝑟)

𝑘𝑓
)︁
𝑝,𝑑𝜈𝜆

≲
1

𝑛2𝑚

𝑛∑︁
𝑗=0

(𝑗 + 1)2(𝑚+𝑘)−1𝐸𝑗,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆

+

∞∑︁
𝑗=𝑛+1

𝑗2𝑘−1𝐸𝑗,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 .

Теорема 8. Пусть 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝑚, 𝑟, 𝑛 ∈ N. Асимптотическое равенство

𝐸𝑛,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≍ 𝜔𝑚,𝑟(1/𝑛, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆

справедливо для любой 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) тогда и только тогда, когда

𝜔𝑚,𝑟(1/𝑛, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≍ 𝜔𝑚+1,𝑟(1/𝑛, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 .

Для целых функций экспоненциального типа из класса 𝐵𝜎,𝑟
𝑝,𝜆 доказаны достаточно общие

неравенства.

Теорема 4. Если 𝜎 > 0, 𝑛1, 𝑛2 ⩾ 0, 𝑚1,𝑚2 ⩾ 0, 𝜌 = 𝑛1 + 𝑚1 − 𝑛2 −𝑚2 ⩾ 0, 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞,
0 < 𝛿 ⩽ 𝑡 ⩽ 1/(2𝜎), и 𝑓 ∈ 𝐵𝜎,𝑟

𝑝,𝜆, то

𝛿−2𝑚1‖𝛥𝑚1
𝛿,𝑟 (−Δ𝜆,𝑟)

𝑛1𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≲ 𝜎2𝜌𝑡−2𝑚2‖𝛥𝑚2
𝑡,𝑟 (−Δ𝜆,𝑟)

𝑛2𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 .

Характерной особенностью получаемых результатов является тот факт, что в одном весо-
вом пространстве 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) мы имеем бесконечно много неравенств, зависящих от параметра
𝑟 ∈ N.

Пусть 𝐴,𝐵 > 0. Мы будем писать 𝐴 ≲ 𝐵, если выполнено неравенство 𝐴 ⩽ 𝑐𝐵 с константой
𝑐 > 0, зависящей только от несущественных параметров, 𝐴 ≍ 𝐵, если выполнено неравенство
𝑐−1𝐵 ⩽ 𝐴 ⩽ 𝑐𝐵.

В настоящей работе в секции 2 приводятся некоторые элементы обобщенного гармониче-
ского анализа Данкля. В секции 3 доказываются неравенства для целых функций экспоненци-
ального типа. В секции 6 доказываются обратные теоремы теории приближений, указывается
условие асимптотического равенства между наилучшим приближением и модулем гладкости.

2. Некоторые элементы обобщенного
гармонического анализа Данкля

Приведем некоторые свойства обобщенного гармонического анализа Данкля из [4, 5, 6, 7].
Пусть 𝜆 > −1/2. Обобщенное преобразование Данкля ℱ𝜆

𝑟 имеет равномерно ограничен-
ное ядро. Оно является унитарным оператором и для 𝑓 ∈ 𝐿2(R, 𝑑𝜈𝜆) справедливо равенство
Планшереля ∫︁

R
|ℱ𝜆

𝑟 (𝑓)(𝑦)|2 𝑑𝜈𝜆(𝑦) =

∫︁ ∞

−∞
|𝑓(𝑥)|2 𝑑𝜈𝜆(𝑥).
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Обратный оператор имеет вид

(ℱ𝜆
𝑟 )−1(𝑔)(𝑥) =

∫︁ ∞

−∞
𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦)𝑔(𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦).

В пространстве Шварца 𝒮(R) сходимость определяется счетным семейством полунорм

𝜌𝑗,𝑁 (𝑓) = sup
𝑥∈R

|(1 + 𝑥2)𝑁𝐷𝑗𝑓(𝑥)|, 𝑗,𝑁 ∈ Z+, 𝐷𝑓(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥),

относительно которой 𝒮𝑟(R) — замкнутое подпространство и codim𝒮𝑟(R) = 𝑟.
Пусть 𝒮𝑟(R+) = 𝒮(R+) — подпространство Шварца четных функций, 𝒮 ′

𝑟(R) — простран-
ство обобщенных функций на 𝒮𝑟(R), 𝒮 ′

𝑟(R+) = 𝒮 ′(R+) — пространство четных обобщенных
функций медленного роста. Если для функции 𝜙 ∈ 𝒮𝑟(R), 𝜙𝑒 и 𝜙𝑜 — ее четная и нечетная
составляющие, то обобщенная функция 𝑓𝑒 ∈ 𝒮 ′

𝑟(R) (𝑓𝑜 ∈ 𝒮 ′
𝑟(R)) называется четной (нечетной),

если
(𝑓𝑒, 𝜙)𝜆 = (𝑓𝑒, 𝜙𝑒)𝜆 ((𝑓𝑜, 𝜙)𝜆 = (𝑓𝑜, 𝜙𝑜)𝜆), 𝜙 ∈ 𝒮𝑟(R).

Множества четных обобщенных функций на 𝒮(R) и 𝒮𝑟(R) совпадают. Для нечетных обобщен-
ных функций эти множества различаются. Если 𝑓𝑜 — нечетная обобщенная функция на 𝒮(R),
то на 𝒮𝑟(R) нечетными обобщенными функциями будут все функции 𝑓𝑜/𝑥2𝑠, 𝑠 = 1, . . . , 𝑟. Ре-
гулярный линейный непрерывный функционал на 𝒮𝑟(R), определяемый функцией 𝑓 и мерой
𝑑𝜈𝜆, будет иметь запись

(𝑓, 𝜙)𝜆 =

∫︁
R
𝑓𝜙 𝑑𝜈𝜆, 𝜙 ∈ 𝒮𝑟(R).

Обобщенное преобразование Данкля можно продолжить на 𝒮 ′
𝑟(R) по правилу

(ℱ𝜆
𝑟 (𝑓), 𝜙)𝜆 = (𝑓,ℱ𝜆

𝑟 (𝜙))𝜆, 𝑓 ∈ 𝒮 ′
𝑟(R), 𝜙 ∈ 𝒮𝑟(R). (7)

Ядро (3) является собственной функцией обобщенного лапласиана Данкля (4)

(−Δ𝜆,𝑟)𝑥𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) = |𝑦|2𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦).

Оператор Δ𝜆,𝑟 : 𝒮𝑟(R) → 𝒮𝑟(R) и для 𝑓 ∈ 𝒮𝑟(R) и 𝑛 ∈ N,∫︁
R

(−Δ𝜆,𝑟)
𝑛𝑓(𝑥)𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑥) = |𝑦|2𝑛

∫︁
R
𝑓(𝑥)𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑥).

Распространим степень обобщенного лапласиана Данкля на 𝒮 ′
𝑟(R) равенством

((−Δ𝜆,𝑟)
𝑛𝑓, 𝜙)𝜆 = (𝑓, (−Δ𝜆,𝑟)

𝑛𝜙)𝜆, 𝑓 ∈ 𝒮 ′
𝑟(R), 𝜙 ∈ 𝒮𝑟(R), 𝑛 ∈ N. (8)

В силу (7) можем также использовать обобщенное преобразование Данкля

ℱ𝜆
𝑟 ((−Δ𝜆,𝑟)

𝑛𝑓) = (·)2𝑛ℱ𝜆
𝑟 (𝑓), 𝑓 ∈ 𝒮 ′

𝑟(R). (9)

Пусть 𝐴 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥𝑦𝑡. Для оператора обобщенного сдвига (5) получено интегральное

представление

𝜏𝑦𝑓(𝑥) =
1

2

∫︁ 1

−1

{︁
𝑓(𝐴)

(︁
1 − 𝑃

(𝜆−1/2)
2𝑟+1 (𝑡) + 𝑃

(𝜆−1/2)
2𝑟+1

(︁𝑥− 𝑦𝑡

𝐴

)︁
+ 𝑃

(𝜆−1/2)
2𝑟+1

(︁𝑦 − 𝑥𝑡

𝐴

)︁)︁
+𝑓(−𝐴)

(︁
1 − 𝑃

(𝜆−1/2)
2𝑟+1 (𝑡) − 𝑃

(𝜆−1/2)
2𝑟+1

(︁𝑥− 𝑦𝑡

𝐴

)︁
− 𝑃

(𝜆−1/2)
2𝑟+1

(︁𝑦 − 𝑥𝑡

𝐴

)︁)︁}︁
𝑑𝑚𝜆(𝑡),
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и оценки его норм в пространствах 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) для всех 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, 𝑦 ∈ R, 𝜆 > −1/2,

‖𝜏𝑦‖𝑝→𝑝 ⩽𝑀 𝜏
𝑟,𝜆. (10)

Пусть

𝐶∞
0 (R) = 𝐶∞(R), 𝐶∞

𝑟 (R) = {𝑓 ∈ 𝐶∞(R) : 𝑓 (2𝑠+1)(0) = 0, 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑟 − 1}, 𝑟 ⩾ 1.

Так как 𝑒𝜆,𝑟 ∈ 𝐶∞
Π (R) ∩ 𝐶∞

𝑟 (R), то для 𝜙 ∈ 𝒮𝑟(R) и 𝑓 ∈ 𝒮𝑟
′(R)

ℱ𝜆
𝑟 (𝜏𝑦𝜙)(𝑧) = 𝑒𝜆,𝑟(𝑦𝑧)ℱ𝜆

𝑟 (𝜙)(𝑧), ℱ𝜆
𝑟 (𝜏𝑦𝑓) = 𝑒𝜆,𝑟(𝑦(·))ℱ𝜆

𝑟 (𝑓). (11)

В частности,
ℱ𝜆
𝑟 (𝜏𝑦𝜙), 𝜏𝑦𝜙 ∈ 𝒮𝑟(R). (12)

Пусть 𝑚 ∈ N, 𝐼 — тождественный оператор,

𝛥𝑚
𝑦,𝑟𝑓(𝑥) = (𝐼 − 𝜏𝑦)𝑚𝑓(𝑥) =

𝑚∑︁
𝑠=0

(−1)𝑠
(︂
𝑚

𝑠

)︂
(𝜏𝑦)𝑠𝑓(𝑥), (13)

— разность порядка 𝑚, определяемая оператором обобщенного сдвига 𝜏 𝑡, зависящим от 𝑟,

𝜔𝑚,𝑟(𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 = sup
0<𝑦⩽𝛿

‖𝛥𝑚
𝑦,𝑟𝑓(𝑥)‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 (14)

— модуль гладкости функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆). При 𝑚 = 0 полагаем 𝛥𝑚
𝑦,𝑟𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥).

Если 𝑓 ∈ 𝒮𝑟(R), то в силу (5),

ℱ𝜆
𝑟 (𝛥𝑚

𝑦,𝑟𝑓)(𝑧) = 𝑒𝑚𝑟,𝜆(𝑦𝑧)ℱ𝜆
𝑟 (𝑓)(𝑧), (15)

где

𝑒𝑚𝑟,𝜆(𝑡) =
𝑚∑︁
𝑠=0

(−1)𝑠
(︂
𝑚

𝑠

)︂(︀
𝑒𝑟,𝜆(𝑡)

)︀𝑠
= (1 − 𝑒𝑟,𝜆(𝑡))𝑚. (16)

Для функции 𝑒𝑚𝑟,𝜆 выполнены следующие свойства

𝑐−1
𝜆,𝑟,𝑚 min(1, 𝑡2𝑚) ⩽ |𝑒𝑚𝑟,𝜆(𝑡)| ⩽ 𝑐𝜆,𝑟,𝑚 min(1, 𝑡2𝑚),

𝑒𝑚𝑟,𝜆,
𝑒𝑚𝑟,𝜆(𝑥)

𝑥2𝑚
,

𝑥2𝑚

𝑒𝑚𝑟,𝜆(𝑥)
∈ 𝐶∞

𝑟 (R) ∩ 𝐶∞
Π (R).

(17)

Для 𝑓 ∈ 𝒮 ′
𝑟(R) мы можем определить распределения

ℱ𝜆
𝑟 (𝛥𝑚

𝑦,𝑟𝑓) = 𝑒𝑚𝑟,𝜆(𝑦(· ))ℱ𝜆
𝑟 (𝑓). (18)

Лемма 1. Если 𝑚 ∈ Z+, 𝑛 ∈ N, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆), то

‖𝛥𝑚+𝑛
𝑦,𝑟 𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≲ ‖𝛥𝑚

𝑦,𝑟𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 .

Смотрим свертку пары функций 𝜙 ∈ 𝒮𝑟(R), 𝜓 ∈ 𝐶∞
𝑟 (R) ∩ 𝐶∞

Π (R),

(𝜓 *𝜏 𝜙)(𝑥) =

∫︁
R
𝜓(𝑦)𝜏𝑥𝜙(−𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦).
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Лемма 2. Если 𝜙 ∈ 𝒮𝑟(R), 𝜓 ∈ 𝐶∞
𝑟 (R) ∩ 𝐶∞

Π (R), то (𝜓 *𝜏 𝜙) ∈ 𝒮𝑟(R) и

ℱ𝜆
𝑟 ((𝜓 *𝜏 𝜙))(𝑦) = ℱ𝜆

𝑟 (𝜓)(𝑦)ℱ𝜆
𝑟 (𝜙)(𝑦) ∈ 𝒮𝑟(R).

Пусть 𝜓(𝑦) = 𝜓(−𝑦). Используя лемму 2, для 𝑓 ∈ 𝒮 ′
𝑟(R), 𝜓 ∈ 𝐶∞

𝑟 (R) ∩ 𝐶∞
Π (R) определим

обобщенную свертку (𝑓 *𝜏 𝜓) равенством

((𝑓 *𝜏 𝜓), 𝜙)𝜆 = (𝑓, (𝜓 *𝜏 𝜙))𝜆, 𝜙 ∈ 𝒮𝑟(R). (19)

Отметим, что
ℱ𝜆
𝑟 ((𝑓 *𝜏 𝜓)) = ℱ𝜆

𝑟 (𝜓)ℱ𝜆
𝑟 (𝑓). (20)

Для свертки мы будем применять следующий вариант неравенства Юнга (см. [5]).

Теорема 1. Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 ⩽ ∞, 1/𝑝+ 1/𝑞 ⩾ 1 и 1/𝑠 = 1/𝑝+ 1/𝑞− 1. Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆),
𝑔 ∈ 𝐿𝑞(R, 𝑑𝜈𝜆) ∩ 𝐶∞

𝑟 (R) ∩ 𝐶∞
Π (R), то

‖(𝑓 *𝜏 𝑔)‖𝑠,𝑑𝜈𝜆 ⩽𝑀 𝜏
𝑟,𝜆‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆‖𝑔‖𝑞,𝑑𝜈𝜆 .

Доказательство. Пусть 1/𝜇 = 1/𝑝 − 1/𝑠 и 1/𝜈 = 1/𝑞 − 1/𝑠. Тогда 1/𝜇 ⩾ 0, 1/𝜈 ⩾ 0 и
1/𝑠+ 1/𝜇+ 1/𝜈 = 1.

Применяя неравенство Гельдера, получим⃒⃒⃒∫︁
R
𝑓(𝑦)𝜏𝑥𝑔(−𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦)

⃒⃒⃒
⩽
(︁∫︁

R
|𝑓(𝑦)|𝑝|𝜏𝑥𝑔(−𝑦)|𝑞 𝑑𝜈𝜆(𝑦)

)︁1/𝑠
×
(︁∫︁

R
|𝑓(𝑦)|𝑝 𝑑𝜈𝜆(𝑦)

)︁1/𝜇(︁∫︁
R
|𝜏𝑥𝑔(−𝑦)|𝑞 𝑑𝜈𝜆(𝑦)

)︁1/𝜈
=
(︁∫︁

R
|𝑓(𝑦)|𝑝|𝜏𝑥𝑔(−𝑦)|𝑞 𝑑𝜈𝜆(𝑦)

)︁1/𝑠
‖𝑓‖𝑝/𝜇𝑝,𝑑𝜈𝜆

‖𝜏𝑥𝑔(−𝑦)‖𝑞/𝜈𝑞,𝑑𝜈𝜆
.

Отсюда и из (10)

‖(𝑓 *𝜏 𝑔)‖𝑠,𝑑𝜈𝜆

⩽
(︁∫︁

R

∫︁
R
|𝑓(𝑦)|𝑝|𝜏−𝑦𝑔(𝑥)|𝑞 𝑑𝜈𝜆(𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑥)

)︁1/𝑠
‖𝑓‖𝑝/𝜇𝑝,𝑑𝜈𝜆

‖𝜏𝑥𝑔(−𝑦)‖𝑞/𝜈𝑞,𝑑𝜈𝜆

⩽ ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆‖𝜏
−𝑦𝑔(𝑥)‖𝑞/𝑠𝑞,𝑑𝜈𝜆

‖𝜏𝑥𝑔(−𝑦)‖𝑞/𝜈𝑞,𝑑𝜈𝜆
⩽𝑀 𝜏

𝑟,𝜆‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆‖𝑔‖𝑞,𝑑𝜈𝜆 .

Теорема 1 доказана.

3. Некоторые неравенства для целых функций
экспоненциального типа

Пусть 𝜎 > 0, 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, 𝜆 > −1/2. Рассмотрим два класса целых функций экспоненци-
ального типа.

Функция 𝑓 ∈ 𝐵𝜎,𝑟
𝑝,𝜆, 𝑟 ∈ Z+, если 𝑓 — целая функция экспоненциального типа не выше 𝜎 и

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆)∩𝐶∞
𝑟 (R). Функция 𝑓 ∈ ̃︀𝐵𝜎,𝑟

𝑝,𝜆, если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆)∩𝐶∞
𝑟 (R) и для ее аналитического

продолжения на C выполняется неравенство

|𝑓(𝑧)| ⩽ 𝑐𝑓𝑒
𝜎|Im 𝑧|, ∀𝑧 ∈ C.

На самом деле, эти классы совпадают (см. [10]).
В [7] для этих классов установлена теорема Пэли–Винера.
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Теорема 2. Пусть 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞. Функция 𝑓 ∈ 𝐵𝜎,𝑟
𝑝,𝜆 тогда и только тогда, когда

𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) ∩ 𝐶∞
𝑟 (R) и suppℱ𝜆

𝑟 (𝑓) ⊂ [−𝜎, 𝜎].

Далее применяем работы [10, 11]. Пусть 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, 1/𝑝+ 1/𝑝
′

= 1, 𝜂 ∈ 𝒮(R+),

𝜂(𝑥) = 1, |𝑥| ⩽ 1; 𝜂(𝑥) > 0, 1 < |𝑥| < 2; 𝜂(𝑥) = 0, |𝑥| ⩾ 2,

ℱ𝜆
𝑟

(︀
𝜂
(︀
·/𝜎
)︀)︀

(𝑦) = 𝜎2𝜆+2ℱ𝜆
𝑟 (𝜂)(𝜎𝑦), ‖ℱ𝜆

𝑟

(︀
𝜂
(︀
·/𝜎
)︀)︀
‖𝑝′ ,𝑑𝜈𝜆 = 𝜎

2𝜆+2
𝑝 ‖ℱ𝜆

𝑟 (𝜂)‖𝑝′ ,𝑑𝜈𝜆 . (21)

Теорема 3. Если 𝜎 > 0, 0 < 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ ∞, 𝑓 ∈ 𝐵𝜎,𝑟
𝑝,𝜆, то

‖𝑓‖𝑞,𝑑𝜈𝜆 ≲ 𝜎(2𝜆+2)(1/𝑝−1/𝑞)‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 .

Доказательство. Пусть 𝑓 ∈ 𝐵𝜎,𝑟
𝑝,𝜆, 𝑝 ⩾ 1, 𝑞 = ∞. Так как по теореме 2 suppℱ𝜆

𝑟 (𝑓) ⊂ [−𝜎, 𝜎],
то согласно (19), (20)

𝑓(𝑥) = (𝑓 *𝜏 ℱ𝜆
𝑟

(︀
𝜂
(︀
·/𝜎
)︀)︀)︀

(𝑥), ℱ𝜆
𝑟 (𝑓)(𝑦) = 𝜂(𝑦/𝜎)ℱ𝜆

𝑟 (𝑓)(𝑦).

По теореме 1, (21)

‖𝑓‖∞ ⩽𝑀 𝜏
𝑟,𝜆‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆‖ℱ

𝜆
𝑟

(︀
𝜂
(︀
·/𝜎
)︀)︀
‖𝑝′,𝑑𝜈𝜆

⩽𝑀 𝜏
𝑟,𝜆𝜎

(2𝜆+2)/𝑝 ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆‖ℱ
𝜆
𝑟 (𝜂)‖𝑝′ ,𝑑𝜈𝜆 ≲ 𝜎(2𝜆+2)/𝑝 ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 .

Таким образом, теорема 3 для 𝑞 = ∞, 1 ⩽ 𝑝 <∞ доказана.
При 0 < 𝑝 < 1 воспользуемся следующим приемом из [10]

‖𝑓‖1,𝑑𝜈𝜆 ⩽ ‖𝑓‖1−𝑝
∞ ‖𝑓‖𝑝𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≲ 𝜎2𝜆+2‖𝑓‖1,𝑑𝜈𝜆‖𝑓‖

−𝑝
∞ ‖𝑓‖𝑝𝑝,𝑑𝜈𝜆 .

Откуда теорема 3 вытекает и для 𝑞 = ∞, 0 < 𝑝 < 1.
Если 0 < 𝑝 ≤ 𝑞 <∞, то

‖𝑓‖𝑞,𝑑𝜈𝜆 = ‖|𝑓 |1−𝑝/𝑞|𝑓 |𝑝/𝑞‖𝑞,𝑑𝜈𝜆 ⩽ ‖𝑓‖1−𝑝/𝑞
∞ ‖𝑓‖𝑝/𝑞𝑝,𝑑𝜈𝜆

≲ 𝜎(2𝜆+2)(1−𝑝/𝑞)/𝑝‖𝑓‖1−𝑝/𝑞
𝑝,𝑑𝜈𝜆

‖𝑓‖𝑝/𝑞𝑝,𝑑𝜈𝜆
≲ 𝜎(2𝜆+2)(1/𝑝−1/𝑞)‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 .

Теорема 3 доказана.

Лемма 3. Если 𝜎, 𝑡 > 0, 𝑛,𝑚 ⩾ 1, 1 ≤ 𝑝 ⩽ ∞, 𝑓 ∈ 𝐵𝜎,𝑟
𝑝,𝑘 , то

𝛥𝑚
𝑡,𝑟(−Δ𝜆,𝑟)

𝑛𝑓, (−Δ𝜆,𝑟)
𝑛𝛥𝑚

𝑡 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆),

и
𝛥𝑚

𝑡,𝑟(−Δ𝜆,𝑟)
𝑛𝑓 = (−Δ𝜆,𝑟)

𝑛𝛥𝑚
𝑡,𝑟𝑓.

Доказательство. Пусть 𝑓 ∈ 𝒮 ′
𝑟 и suppℱ𝜆

𝑟 (𝑓) ⊂ [−𝜎, 𝜎]. Применяя (17), (19), (20), получим

ℱ𝜆
𝑟 (𝛥𝑚

𝑡,𝑟(−Δ𝜆,𝑟)
𝑛𝑓) = ℱ𝜆

𝑟 ((−Δ𝜆,𝑟)
𝑛𝛥𝑚

𝑡,𝑟𝑓) = (·)2𝑛𝑒𝑚𝑟,𝜆(𝑡𝑦)ℱ𝜆
𝑟 (𝑓)

= (·)2𝑛𝑒𝑚𝑟,𝜆(𝑡𝑦)𝜂(·/𝜎)ℱ𝜆
𝑟 (𝑓) = 𝑔ℱ𝜆

𝑟 (𝑓) = ℱ𝜆
𝑟 (𝑓 *𝜏 ℱ𝜆

𝑟 (𝑔)),

где

𝑔(𝑦) = 𝑡2𝑚𝑦2(𝑛+𝑚)
𝑒𝑚𝑟,𝜆(𝑡𝑦)

(𝑡𝑦)2𝑚
𝜂
(︀
𝑦/𝜎

)︀
, ℱ𝜆

𝑟 (𝑔) ∈ 𝒮𝑟.
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Следовательно, по теореме 1

(𝑓 *𝜏 ℱ𝜆
𝑟 (𝑔)) = 𝛥𝑚

𝑡,𝑟(−Δ𝜆,𝑟)
𝑛𝑓 = (−Δ𝜆,𝑟)

𝑛𝛥𝑚
𝑡,𝑟𝑓 ∈ 𝐵𝜎,𝑟

𝑝,𝜆.

Лемма 4 доказана.

Теорема 4. Если 𝜎 > 0, 𝑛1, 𝑛2 ⩾ 0, 𝑚1,𝑚2 ⩾ 0, 𝜌 = 𝑛1 + 𝑚1 − 𝑛2 −𝑚2 ⩾ 0, 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞,
0 < 𝛿 ⩽ 𝑡 ⩽ 1/(2𝜎), и 𝑓 ∈ 𝐵𝜎,𝑟

𝑝,𝜆, то

𝛿−2𝑚1‖𝛥𝑚1
𝛿,𝑟 (−Δ𝜆,𝑟)

𝑛1𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≲ 𝜎2𝜌𝑡−2𝑚2‖𝛥𝑚2
𝑡,𝑟 (−Δ𝜆,𝑟)

𝑛2𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 . (22)

Доказательство. Пусть 𝑓 ∈ 𝒮 ′
𝑟 и suppℱ𝜆

𝑟 (𝑓) ⊂ [−𝜎, 𝜎],

ℱ𝜆
𝑟 (𝛥𝑚1

𝛿,𝑟 (−Δ𝜆,𝑟)
𝑛1𝑓) = (·)2(𝑛1−𝑛2)

𝑒𝑚1
𝑟,𝜆(𝛿(·))
𝑒𝑚2
𝑟,𝜆(𝑡(·))

𝜂
(︀
(·)/𝜎

)︀
(·)2𝑛2𝑒𝑚2

𝑟,𝜆(𝑡(·))ℱ𝜆
𝑟 (𝑓).

Так для 0 < 𝑡 ≤ 1/(2𝜎)

𝜂(𝑦/𝜎) = 𝜂(𝑦/𝜎)𝜂(𝑡𝑦),

то
𝛿−2𝑚1ℱ𝜆

𝑟 (𝛥𝑚1
𝛿,𝑟 𝑓) = 𝜎2𝜌𝑡−2𝑚2𝜒(·/𝜎)𝜙𝜃(𝑡·)ℱ𝜆

𝑟 (𝛥𝑚2
𝛿,𝑟 𝑓)

= 𝜎2𝜌𝑡−2𝑚2ℱ𝜆
𝑟 (Δ𝑚2

𝛿,𝑟 (−Δ𝜆,𝑟)
𝑛2𝑓 *𝜏 (ℱ𝜆

𝑟 (𝜒(·/𝜎)) *𝜏 ℱ𝜆
𝑟 (𝜙𝜃(𝑡·)))),

для

𝜃 =
𝛿

𝑡
∈ (0, 1], 𝜒(𝑦) = 𝑦2𝜌𝜂(𝑦) ∈ 𝒮𝑟(R), 𝜓1(𝑦) =

𝑒𝑚1
𝑟,𝜆(𝑦)

𝑦2𝑚1
∈ 𝐶∞

𝑟 (R) ∩ 𝐶∞
Π (R),

𝜓2(𝑦) =
𝑒𝑚2
𝑟,𝜆(𝑦)

𝑦2𝑚2
∈ 𝐶∞

𝑟 (R) ∩ 𝐶∞
Π (R), 𝜙𝜃(𝑦) =

𝜓1(𝜃𝑦)

𝜓2(𝑦)
𝜂(𝑦) ∈ 𝒮𝑟(R) × 𝐶∞([0, 1]).

Следовательно,

𝛿−2𝑚1𝛥𝑚1
𝛿,𝑟 (−Δ𝜆,𝑟)

𝑛1𝑓 = 𝜎2𝜌𝑡−2𝑚2(𝛥𝑚2
𝛿,𝑟 (−Δ𝜆,𝑟)

𝑛2𝑓 *𝜏 (ℱ𝜆
𝑟 (𝜒(·/𝜎)) *𝜏 ℱ𝜆

𝑟 (𝜙𝜃(𝑡·)))).

Так как
ℱ𝜆
𝑟 (𝜒(·/𝜎)) ∈ 𝒮𝑟(R), ‖ℱ𝜆

𝑟 (𝜒(·/𝜎))‖1,𝑑𝜈𝜆 = ‖ℱ𝜆
𝑟 (𝜒)‖1,𝑑𝜈𝜆 ,

ℱ𝜆
𝑟 (𝜙𝜃(𝑡·)) ∈ 𝒮𝑟(R), ‖ℱ𝜆

𝑟 (𝜙𝜃(𝑡·)))‖1,𝑑𝜈𝜆 = ‖ℱ𝜆
𝑟 (𝜙𝜃)‖1,𝑑𝜈𝜆 ,

и 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆), то из теоремы 1 получим

𝛿−2𝑚1‖𝛥𝑚1
𝛿,𝑟 (−Δ𝜆,𝑟)

𝑛1𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆
⩽ 𝜎2𝜌𝑡−2𝑚2‖(𝜒)‖1,𝑑𝜈𝜆 max

0≤𝜃≤1
‖ℱ𝜆

𝑟 (𝜙𝜃)‖1,𝑑𝜈𝜆‖𝛥
𝑚2
𝑡,𝑟 (−Δ𝜆,𝑟)

𝑛2𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆

≲ 𝜎𝜌𝑡−𝑚2‖Δ𝑚2
𝑡 (−Δ𝜆,𝑟)

𝑛2𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆

Остается доказать, что функция 𝑛(𝜃) = ‖ℱ𝜆
𝑟 (𝜙𝜃)‖1,𝑑𝜇𝑘

непрерывна на отрезке [0, 1].
Пусть 𝜆 > −1/2,

ℋ𝜆(𝑓)(𝑦) =

∫︁
R
𝑓(𝑥)𝑗𝜆(𝑥𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑥)

— преобразование Ганкеля четной функции 𝑓 .



76 В.И. Иванов

Для функции 𝜙𝜃(𝑥) = 𝜙𝜃1(𝑥) + 𝑥2𝑟+1𝜙𝜃2(𝑥), 𝜙𝜃1, 𝜙𝜃2 ∈ 𝒮(R+), получим

ℱ𝜆
𝑟 (𝜙𝜃)(𝑦) =

∫︁
R
𝜙𝜃1(𝑥)𝑗𝜆(𝑥𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑥) + 𝑖(−1)𝑟𝑦2𝑟+1

∫︁
R
𝜙𝜃2(𝑥)𝑗𝜆+2𝑟+1(𝑥𝑦) 𝑑𝜈𝜆+2𝑟+1(𝑥)

= ℋ𝜆(𝜙𝜃1)(𝑦) + 𝑖(−1)𝑟𝑦2𝑟+1ℋ𝜆+2𝑟+1(𝜙𝜃2)(𝑦).

Отсюда∫︁
R
|ℱ𝜆

𝑟 (𝜙𝜃)(𝑦)| 𝑑𝜈𝜆(𝑦) ⩽
∫︁
R
|ℋ𝜆(𝜙𝜃1)(𝑦)| 𝑑𝜈𝜆(𝑦) +

∫︁
R
|𝑦2𝑟+1ℋ𝜆+2𝑟+1(𝜙𝜃2)(𝑦)| 𝑑𝜈𝜆(𝑦)

⩽ 𝑐𝜆

∫︁ ∞

0

⃒⃒⃒ ∫︁ 2

0
𝜙𝜃1(𝑥)𝑗𝜆(𝑥𝑦)𝑥2𝜆+1 𝑑𝑥

⃒⃒⃒
𝑦2𝜆+1𝑑𝑦 (23)

+ 𝑐𝜆,𝑟

∫︁ ∞

0

⃒⃒⃒ ∫︁ 2

0
𝜙𝜃2(𝑥)𝑗𝜆+2𝑟+1(𝑥𝑦)𝑥2(𝜆+2𝑟+1)+1 𝑑𝑥

⃒⃒⃒
𝑦2𝜆+2𝑟+2𝑑𝑦.

Так как
𝑑

𝑑𝑥

(︀
𝑗𝜆+1(𝑦𝑥)𝑥2𝜆+2

)︀
= (2𝜆+ 2)𝑗𝜆(𝑦𝑥)𝑥2𝜆+1,

то интегрируя по частям, получим∫︁ 2

0
𝜙𝜃1(𝑥)𝑗𝜆(𝑦𝑥)𝑥2𝜆+1 𝑑𝑥 =

1

2𝜆+ 2

∫︁ 2

0
𝜙𝜃1(𝑥) 𝑑

(︀
𝑗𝜆+1(𝑦𝑥)𝑥2𝜆+2

)︀
= − 1

2𝜆+ 2

∫︁ 2

0

(𝜙𝜃1(𝑥))′

𝑥
𝑗𝜆+1(𝑦𝑥)𝑥2𝜆+3 𝑑𝑥 = . . .

= (−1)𝑠
(︁ 𝑠∏︁
𝑗=1

(2𝜆+ 2𝑠)
)︁−1

∫︁ 2

0
𝜙
[𝑠]
𝜃1(𝑥)𝑗𝜆+𝑠(𝑦𝑥)𝑥2𝜆+2𝑠+1 𝑑𝑥,

где

𝜙
[𝑠]
𝜃1(𝑥) :=

𝑑
𝑑𝑥𝜙

[𝑠−1]
𝜃1 (𝑥)

𝑥
∈ 𝐶∞(R+ × [0, 1]).

Так образом, ⃒⃒⃒∫︁ 2

0
𝜙𝜃1(𝑥)𝑗𝜆(𝑦𝑥)𝑥2𝜆+1 𝑑𝑥

⃒⃒⃒
≲

1

(𝑦 + 1)𝜆+𝑠+1/2

при 𝑠 > 𝜆+ 3/2. Аналогично,⃒⃒⃒∫︁ 2

0
𝜙𝜃2(𝑥)𝑗𝜆+2𝑟+1(𝑦𝑥)𝑥2(𝜆+2𝑟+1)+1 𝑑𝑥

⃒⃒⃒
≲

1

(𝑦 + 1)𝜆+2𝑟+1+𝑠+1/2
.

Применяя оценки (22), получим оценку

𝑛(𝜃) ≲
∫︁ ∞

0
(1 + 𝑦)−(𝑠−𝜆−1/2) 𝑑𝑦 <∞,

и непрерывность 𝑛(𝜃). Терема 4 доказана.
Приведем некоторые частные случаи неравенства (21).
Следствие 1. (С.Н. Бернштейн, С.М. Никольский) Если 𝜎 > 0, 𝑟, 𝑛 ⩾ 1, 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞,

𝑓 ∈ 𝐵𝜎,𝑟
𝑝,𝜆, то

‖(−Δ𝜆,𝑟)
𝑛𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≲ 𝜎2𝑛‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 .

Следствие 2. Если 𝜎, 𝛿 > 0, 𝑟,𝑚 ⩾ 1, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝑓 ∈ 𝐵𝜎,𝑟
𝑝,𝜆, то

𝜔𝑚,𝑟(𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≲ (𝜎𝛿)2𝑚‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 .
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Следствие 3.(С.Н. Никольский, С.Б. Стечкин) Если 𝜎 > 0, 𝑟 ⩾ 1, 𝑛 ⩾ 𝑚, 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞,
0 < 𝑡 ⩽ 1/(2𝜎), 𝑓 ∈ 𝐵𝜎,𝑟

𝑝,𝜆, то

‖(−Δ𝜆,𝑟)
𝑛𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≲ 𝜎2(𝑛−𝑚)𝑡−2𝑚‖𝛥𝑚

𝑡,𝑟𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 .

Следствие 4. (R.P. Boas) Если 𝜎 > 0, 𝑚 ⩾ 1, 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, 0 < 𝛿 ≤ 𝑡 ≤ 1/(2𝜎), 𝑓 ∈ 𝐵𝜎,𝑟
𝑝,𝜆, то

𝛿−2𝑚‖𝛥𝑚
𝛿,𝑟𝑓‖𝑝,𝐵𝜎,𝑟

𝑝,𝜆
≲ 𝑡−2𝑚‖Δ𝑚

𝑡,𝑟𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘
.

4. Обратные теоремы теории приближений

Пусть
𝐸𝜎,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 = inf{‖𝑓 − 𝑔‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 : 𝑔 ∈ 𝐵𝜎,𝑟

𝑝,𝜆}

— величина наилучшего приближения функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) целыми функциями экспонен-
циального типа не выше 𝜎.

Как и в [10] доказывается, что величина наилучшего приближения достигается.
Теорема 5. Для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆), 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, существует функция

𝑔* ∈ 𝐵𝜎,𝑟
𝑝,𝜆 такая, что 𝐸𝜎,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 = ‖𝑓 − 𝑔*‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 .

Теорема 6. Если 𝑚,𝑛, 𝑟 ∈ N, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, то для любой 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆)

𝜔𝑚,𝑟

(︁ 1

𝑛
, 𝑓
)︁
𝑝,𝑑𝜈𝜆

≲
1

𝑛2𝑚

𝑛∑︁
𝑗=0

(𝑗 + 1)2𝑚−1𝐸𝑗,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 . (24)

Доказательство. По теореме 5, для любого 𝜎 > 0 и для любой 𝑓𝜎 ∈ 𝐵𝜎,𝑟
𝑝,𝜆 такой, что

‖𝑓 − 𝑓𝜎‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 = 𝐸𝜎,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 , 𝐸0,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 = ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 .

Для любого 𝑠 ∈ Z+,

𝜔𝑚.𝑟(1/𝑛, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≤ 𝜔𝑚.𝑟(1/𝑛, 𝑓 − 𝑓2𝑠+1)𝑝,𝑑𝜈𝜆 + 𝜔𝑚.𝑟(1/𝑛, 𝑓2𝑠+1)𝑝,𝑑𝜈𝜆
≲ 𝐸2𝑠+1,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 + 𝜔𝑚.𝑟(1/𝑛, 𝑓2𝑠+1)𝑝,𝑑𝜈𝜆 .

Используя лемму 5 из [7], получим

𝜔𝑚.𝑟(1/𝑛, 𝑓2𝑠+1)𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≲ 𝑛−2𝑚‖(−Δ𝜆,𝑟)
𝑚𝑓2𝑠+1‖𝑝,𝑑𝜈𝜆

≲
1

𝑛2𝑚

(︁
‖(−Δ𝜆,𝑟)

𝑚𝑓1‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 +
𝑠∑︁

𝑗=0

‖(−Δ𝜆,𝑟)
𝑚(𝑓2𝑗+1 − 𝑓2𝑗 )‖𝑝,𝑑𝜈𝜆

)︁
.

Тогда неравенство Бернштейна из следствия 1 влечет, что

‖(−Δ𝜆,𝑟)
𝑚𝑓2𝑗+1 − (−Δ𝜆,𝑟)

𝑚𝑓2𝑗‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≲ 22𝑚(𝑗+1)‖𝑓2𝑗+1 − 𝑓2𝑗‖𝑝,𝑑𝜈𝜆
≲ 22𝑚(𝑗+1)𝐸2𝑗 ,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 ,

‖(−Δ𝜆,𝑟)
𝑚𝑓1‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≲ 𝐸0,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 .

Таким образом,

𝜔𝑚(1/𝑛, 𝑓2𝑠+1)𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≲
1

𝑛2𝑚

(︁
𝐸0,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 +

𝑠∑︁
𝑗=0

22𝑚(𝑗+1)𝐸2𝑗 ,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆

)︁
.
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Принимая во внимание, что

2𝑗∑︁
𝑙=2𝑗−1+1

𝑙2𝑚−1𝐸𝑙,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 ⩾ 22𝑚(𝑗−1)𝐸2𝑗 ,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 , (25)

получим

𝜔𝑚.𝑟(1/𝑛, 𝑓2𝑠+1)𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≲
1

𝑛2𝑚

(︁
𝐸0,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 + 22𝑚𝐸1,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆

+

𝑠∑︁
𝑗=1

22𝑚
2𝑗∑︁

𝑙=2𝑗−1+1

𝑙2𝑚−1𝐸𝑙,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆

)︁
≲

1

𝑛2𝑚

2𝑠∑︁
𝑗=0

(𝑗 + 1)2𝑚−1𝐸𝑗,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 .

Выбирая 𝑠 таким, что 2𝑠 ⩽ 𝑛 < 2𝑠+1, получим (24). Теорема 6 доказана.

Теорема 7. Если 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) и при 𝑘 ∈ N числовой ряд∑︀∞
𝑗=1 𝑗

2𝑘−1𝐸𝑗,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘
сходится, то 𝑓 ∈𝑊 𝑘,𝑟

𝑝,𝜆 и для 𝑚, 𝑟 ∈ N

𝜔𝑚,𝑟

(︁ 1

𝑛
, (−Δ𝜆,𝑟)

𝑘𝑓
)︁
𝑝,𝑑𝜈𝜆

≲
1

𝑛2𝑚

𝑛∑︁
𝑗=0

(𝑗 + 1)2(𝑚+𝑘)−1𝐸𝑗,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 (26)

+
∞∑︁

𝑗=𝑛+1

𝑗2𝑘−1𝐸𝑗,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 (27)

Доказательство. Докажем неравенство (26). Рассмотрим функциональный ряд

(−Δ𝜆,𝑟)
𝑘𝑓1 +

∞∑︁
𝑗=0

(︁
(−Δ𝜆,𝑟)

𝑘𝑓2𝑗+1 − (−Δ𝜆,𝑟)
𝑘𝑓2𝑗

)︁
. (28)

В силу неравенства Бернштейна из следствия 1

‖(−Δ𝜆,𝑟)
𝑘𝑓2𝑗+1 − (−Δ𝜆,𝑟)

𝑘𝑓2𝑗‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≲ 22𝑘(𝑗+1)𝐸2𝑗 ,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≲
2𝑗∑︁

𝑙=2𝑗−1+1

𝑙2𝑘−1𝐸𝑙,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 .

Поэтому функциональный ряд (28) сходится к функции 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆). Покажем, что
𝑔 = (−Δ𝜆,𝑟)

𝑘𝑓 и 𝑓 ∈𝑊 𝑘,𝑟
𝑝,𝜆 . Рассмотрим частичную сумму

𝑆𝑁 = (−Δ𝜆,𝑟)
𝑘𝑓1 +

𝑁∑︁
𝑗=0

(︁
(−Δ𝜆,𝑟)

𝑘𝑓2𝑗+1 − (−Δ𝜆,𝑟)
𝑘𝑓2𝑗

)︁
.

Тогда

(ℱ𝜆
𝑟 (𝑔), 𝜓)𝜆 = (𝑔,ℱ𝜆

𝑟 (𝜓))𝜆 = lim
𝑁→∞

(𝑆𝑁 ,ℱ𝜆
𝑟 (𝜓))𝜆 =

= lim
𝑁→∞

(ℱ𝜆
𝑟 (𝑆𝑁 ), 𝜓)𝜆 = lim

𝑁→∞
(|𝑦|𝑟ℱ𝜆

𝑟 (𝑓2𝑁+1), 𝜓)𝜆 = (|𝑦|𝑘ℱ𝜆
𝑟 , 𝜓)𝜆,

где 𝜓 ∈ 𝒮𝑟(R). Следовательно, (ℱ𝜆
𝑟 (𝑔), 𝜓)𝜆 = (|𝑦|𝑟ℱ𝜆

𝑟 (𝑓), 𝜓)𝜆 и 𝑔 = (−Δ𝜆,𝑟)
𝑘𝑓 , где

𝑔 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆).
Чтобы получить (26), напишем

𝜔𝑚,𝑟(1/𝑛, (−Δ𝜆,𝑟)
𝑘𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≤ 𝜔𝑚,𝑟(1/𝑛, (−Δ𝜆,𝑟)

𝑘𝑓 − 𝑆𝑁 )𝑝,𝑑𝜈𝜆 + 𝜔𝑚,𝑟(1/𝑛, 𝑆𝑁 )𝑝,𝑑𝜈𝜆 .
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Первые члены оцениваются следующим образом

𝜔𝑚,𝑟(1/𝑛, (−Δ𝜆,𝑟)
𝑘𝑓−𝑆𝑁 )𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≲ ‖(−Δ𝜆,𝑟)

𝑘𝑓 − 𝑆𝑁‖𝑝,𝑑𝜈𝜆

≲
∞∑︁

𝑗=𝑁+1

22𝑘(𝑗+1)𝐸2𝑗 ,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≲
∞∑︁

𝑙=2𝑁+1

𝑙2𝑘−1𝐸𝑙,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 .

Кроме этого, согласно следствию 2

𝜔𝑚,𝑟(1/𝑛, 𝑆𝑁 )𝑝,𝑑𝜈𝜆 ⩽ 𝜔𝑚,𝑟(1/𝑛, (−Δ𝜆,𝑟)
𝑘𝑓1)𝑝,𝑑𝜈𝜆

+
𝑁∑︁
𝑗=0

𝜔𝑚,𝑟(1/𝑛, (−Δ𝜆,𝑟)
𝑘𝑓2𝑗+1 − (−Δ𝜆,𝑟)

𝑘𝑓2𝑗 )𝑝,𝑑𝜈𝜆

≲
1

𝑛2𝑚

(︁
𝐸0,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 +

𝑁∑︁
𝑗=0

22(𝑚+𝑘)(𝑗+1)𝐸2𝑗 ,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆

)︁
.

Используя (25) и выбирая 𝑁 таким образом, что 2𝑁 ⩽ 𝑛 < 2𝑁+1 закончим доказательство
(26). Теорема 7 доказана.

Теорема 8. Пусть 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝑚, 𝑟, 𝑛 ∈ N. Асимптотическое равенство

𝐸𝑛,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≍ 𝜔𝑚,𝑟(1/𝑛, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆

справедливо для любой 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) тогда и только тогда, когда

𝜔𝑚,𝑟(1/𝑛, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≍ 𝜔𝑚+1,𝑟(1/𝑛, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 . (29)

Доказательство. Вначале предполагаем справедливость равенства (29). Так как [7]

𝜔𝑚,𝑟(𝑛𝑡, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≲ 𝑛2𝑚𝜔𝑚,𝑟(𝑡, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 ,

то
𝜔𝑚+1,𝑟(𝑛𝑡, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≲ 𝑛2𝑚𝜔𝑚+1,𝑟(𝑡, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 . (30)

Это и неравенство Джексона [7] дают

1

𝑛2(𝑚+1)

𝑛∑︁
𝑗=0

(𝑗 + 1)2(𝑚+1)−1𝐸𝑗,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆

≲
1

𝑛2(𝑚+1)

𝑛∑︁
𝑗=0

(𝑗 + 1)2(𝑚+1)−1𝜔𝑚+1,𝑟

(︁ 1

𝑗 + 1
, 𝑓
)︁
𝑝,𝑑𝜈𝜆

≲ 𝜔𝑚+1,𝑟

(︁ 1

𝑛
, 𝑓
)︁
𝑝,𝑑𝜈𝜆

.

Кроме этого, из теоремы 6 вытекает неравенство

𝜔𝑚+1,𝑟

(︁ 1

𝑙𝑛
, 𝑓
)︁
𝑝,𝑑𝜈𝜆

≲
1

(𝑙𝑛)2(𝑚+1)

𝑙𝑛∑︁
𝑗=0

(𝑗 + 1)2(𝑚+1)−1𝐸𝑗,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆

≲
1

𝑙2(𝑚+1)
𝜔𝑚+1,𝑟

(︁ 1

𝑛
, 𝑓
)︁
𝑝,𝑑𝜈𝜆

+
1

(𝑙𝑛)2(𝑚+1)

𝑙𝑛∑︁
𝑗=𝑛+1

(𝑗 + 1)2𝑚+1𝐸𝑗,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 ,
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или, другими словами,

1

𝑛2(𝑚+1)

𝑙𝑛∑︁
𝑗=𝑛+1

(𝑗 + 1)2𝑚+1𝐸𝑗,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆

≳ 𝐶𝑙2(𝑚+1)𝜔𝑚+1,𝑟

(︁ 1

𝑙𝑛
, 𝑓
)︁
𝑝,𝑑𝜈𝜆

− 𝜔𝑚+1,𝑟

(︁ 1

𝑛
, 𝑓
)︁
𝑝,𝑑𝜈𝜆

.

Применяя аналогично (30), получим

1

𝑛2(𝑚+1)

𝑙𝑛∑︁
𝑗=𝑛+1

(𝑗 + 1)2𝑚+1𝐸𝑗,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≳ (𝐶𝑙2 − 1)𝜔𝑚+1,𝑟

(︁ 1

𝑛
, 𝑓
)︁
𝑝,𝑑𝜈𝜆

.

Принимая во внимание монотонность 𝐸𝑗,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 и выбирая 𝑙 достаточно большим, для
𝐸𝑛,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 и 𝜔𝑚,𝑟(1/𝑛, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 устанавливаем асимптотическое равенство.

Чтобы доказать обратное утверждение запишем простые неравенства из [7]

𝜔𝑚+1,𝑟

(︁ 1

𝑛
, 𝑓
)︁
𝑝,𝑑𝜈𝜆

⩽ 𝑐 𝜔𝑚,𝑟

(︁ 1

𝑛
, 𝑓
)︁
𝑝,𝑑𝜈𝜆

≲ 𝐸𝑛,𝑟(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≲ 𝜔𝑚+1,𝑟

(︁ 1

𝑛
, 𝑓
)︁
𝑝,𝑑𝜈𝜆

.

Теорема 8 доказана.

5. Заключение

В статье [7] и в настоящей работе изучены прямые и обратные задачи теории приближений
в пространствах 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) классом 𝐵𝜎,𝑟

𝑝,𝜆 целых функций экспоненциального типа не выше 𝜎

и со свойством 𝑓 (2𝑠+1)(0)=0, 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑟−1. Это только одно из применений обобщенного
гармонического анализа Данкля на прямой, зависящего от параметра 𝑟 ∈ N. Следующее при-
менение обобщенного гармонического анализа Данкля будет посвящено изучению модельный
интегральные операторов так как, как потенциал Рисса и преобразование Рисса.
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