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1. Введение

Рассмотрим функции

𝐹𝑘𝑙𝑗(𝑧) =
∞∑︁
𝜈=0

𝑧𝜈𝜈𝑗−1
𝜈∏︁
𝑥=1

1

𝛽 + 𝑥

𝜕 𝑙

𝜕𝜆𝑙𝑘

𝜈∏︁
𝑥=1

𝜆𝑘 + 𝜗+ 𝑥

𝜆𝑘 + 𝑥
, (1)

где 𝑘 = 1, . . . , 𝑡, 𝑙 = 0, 1, 𝑗 = 1, 2; 𝜗 ∈ Q ∖ Z. Предположим, что

𝜆𝑘 + 𝜗− 𝛽 и 𝜆𝑘1 − 𝜆𝑘2 (2)

не являются целыми рациональными числами, а все числа 𝜆𝑘 рациональны, 𝑗 = 1, 2,
𝑘, 𝑘1, 𝑘2 = 1, . . . , 𝑡, 𝑘1 ̸= 𝑘2.

Теорема 1. Пусть I — мнимое квадратичное поле или поле рациональных чисел Q,
и пусть 𝛽 ∈ I. Будем считать также, что выполнены все сделанные выше предположения
относительно параметров функций (1). Тогда для любого ненулевого числа 𝜉 ∈ I выполняется
неравенство ⃒⃒⃒

ℎ0 +
𝑡∑︁

𝑘=1

1∑︁
𝑙=0

2∑︁
𝑗=1

ℎ𝑘𝑙𝑗𝐹𝑘𝑙𝑗(𝜉)
⃒⃒⃒
> 𝐻−8𝑡−1−𝜖, (3)

где ℎ0, ℎ𝑘𝑙𝑗 — произвольный нетривиальный набор целых чисел из поля I, причём число
𝐻 = max

𝑘,𝑙,𝑗
|ℎ𝑘𝑙𝑗 | достаточно велико (нижняя граница зависит от параметров функций (1)

и от числа 𝜖).

Формулировка этой теоремы опубликована в [9]. В предшествующих работах (см., напри-
мер, [1], [2]), относящихся к данной тематике, параметр, по которому производилось диф-
ференцирование, входил либо только в числитель, либо только в знаменатель общего члена
соответствующих рядов. Для функций, рассматриваемых в данной статье, ранее предлага-
лись конструкции аппроксимаций Паде первого рода (см. [3]), но такие аппроксимации не
позволяют получать арифметические результаты в случае иррациональных параметров.

Аналогичные оценки, которые можно было бы получить с помощью известного в теории
трансцендентных чисел метода Зигеля (в его классической форме), возможны лишь для слу-
чая рациональных параметров, и в этом последнем случае они оказываются менее точными.
О применении метода Зигеля для исследования арифметической природы продифференциро-
ванных по параметру гипергеометрических функций см. [4, гл. 7, S 3; замечания к гл. 3].

2. Конструкция совместных приближений

Построение эффективной конструкции совместных приближений проведем в более общем
случае по сравнению с тем, что требуется для доказательства теоремы 1.

Пусть

𝐹𝑘𝑙𝑗(𝑧) =

∞∑︁
𝜈=0

𝑧𝜈𝜈𝑗−1
𝜈∏︁
𝑥=1

1

𝑏(𝑥)

𝜕 𝑙

𝜕𝜆𝑙𝑘

𝜈∏︁
𝑥=1

𝜆𝑘 + 𝜗+ 𝑥

𝜆𝑘 + 𝑥
, (4)

где 𝑏(𝑥) = (𝑥 + 𝛽𝑚), 𝑘 = 1, . . . , 𝑡, 𝑙 = 0, 1, . . . , 𝜏 − 1, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 + 1; 𝜏 — некоторое
натуральное число; 𝜗 ∈ Q ∖ Z. Предположим, что

𝜆𝑘 + 𝜗− 𝛽𝑗 и 𝜆𝑘1 − 𝜆𝑘2 (5)

не являются целыми рациональными числами, а все числа 𝜆𝑘 рациональны,
𝑗 = 1, . . . ,𝑚, 𝑘, 𝑘1, 𝑘2 = 1, . . . , 𝑡, 𝑘1 ̸= 𝑘2.
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Пусть 𝑇 = 𝑡𝜏, и пусть при натуральном 𝑛

𝑁1 =
[︁𝑛
𝑇

]︁
, 𝑢 = 𝑚+ 1, 𝑁2 =

[︁ 𝑛
𝑢𝑇

]︁
− 1,

Пусть, далее,

𝑃 (𝑧) =

𝑛∑︁
𝑠=0

𝑧𝑠 𝑝𝑠

𝑁2+𝑛−𝑠∏︁
𝑥=𝑁2+1

𝑏(𝑥) (6)

— многочлен с неопределенными коэффициентами 𝑝𝑠. Рассмотрим произведение

𝑃 (𝑧)𝐹𝑘𝑙𝑗(𝑧) =
∞∑︁
𝜈=0

𝑐𝑘𝑙𝑗𝜈𝑧
𝜈 ,

для которого запишем и преобразуем коэффициент 𝑐𝑘𝑙𝑗𝜈 при 𝑛 ⩽ 𝜈 ⩽ 𝑛+𝑁2; имеем

𝑐𝑘𝑙𝑗𝜈 =

𝑛∑︁
𝑠=0

𝑝𝑠

𝑁2+𝑛−𝑠∏︁
𝑥=𝑁2+1

𝑏(𝑥) · (𝜈 − 𝑠)𝑗−1
𝜈−𝑠∏︁
𝑥=1

1

𝑏(𝑥)

𝜕 𝑙

𝜕𝜆 𝑙

𝜈−𝑠∏︁
𝑥=1

𝜆𝑘 + 𝜗+ 𝑥

𝜆𝑘 + 𝑥
=

=

𝑁2∏︁
𝑥=1

1

𝑏(𝑥)

𝑙∑︁
𝜇=0

(︂
𝑙

𝜇

)︂ 𝑛∑︁
𝑠=0

𝑝𝑠𝐶𝑘𝑙𝜇(𝑠)
𝜕 𝜇

𝜕𝜆𝜇𝑘

𝑛−𝑠∏︁
𝑥=1

𝜆𝑘 + 𝜗+ 𝑥

𝜆𝑘 +𝑁2 + 𝑥
,

где

𝐶𝑘𝑙𝜇(𝑠) = (𝜈 − 𝑠)𝑗−1×

×
𝑛+𝑁2∏︁
𝑥=𝜈+1

𝑏(𝑥− 𝑠)
𝜕 𝑙−𝜇

𝜕𝜆𝑙−𝜇𝑘

(︂ 𝑁2∏︁
𝑥=1

1

𝜆𝑘 + 𝑥

𝑛+𝑁2∏︁
𝑥=𝜈+1

(𝜆𝑘 + 𝑥− 𝑠)
𝜈∏︁

𝑥=𝑛+1

(𝜆𝑘 + 𝜗+ 𝑥− 𝑠)

)︂
,

т.е. 𝐶𝑘𝑙𝜇(𝑠) — многочлен степени не выше 𝑁1. Таким образом, для построения совместных при-
ближений с порядком нуля, лишь на константу отличающимся от максимально возможного,
достаточно подобрать коэффициенты многочлена 𝑃 (𝑧) так, чтобы равенство

𝑛∑︁
𝑠=0

𝑝𝑠𝐶(𝑠)
𝜕 𝜇

𝜕𝜆𝜇𝑘

𝑛−𝑠∏︁
𝑥=1

𝜆𝑘 + 𝜗+ 𝑥

𝜆𝑘 +𝑁2 + 𝑥
= 0

выполнялось при 𝜇 = 0, . . . , 𝜏 − 1 для любого многочлена 𝐶(𝑠), степень которого не выше 𝑁1.
Совместные приближения при этом имеют вид

𝑟𝑘𝑙𝑗(𝑧) = 𝑃𝑘𝑙𝑗(𝑧) + 𝑃 (𝑧)𝐹𝑘𝑙𝑗(𝑧), где 𝑃𝑘𝑙𝑗(𝑧) = −
𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝑐𝑘𝑙𝑗𝑠𝑧
𝑠, (7)

и порядок нуля при 𝑧 = 0 функции 𝑟𝑘𝑙𝑗 будет не меньше, чем 𝑛+𝑁2 .

Лемма 1. Пусть 𝑛 ∈ Z — неотрицательное целое число. Справедливо равенство

1

𝜁 − 𝑧

𝑛∏︁
𝑥=1

𝑧 + 𝛼+ 𝑥

𝜁 + 𝛼+ 𝑥
=

𝑛∑︁
𝑠=0

𝐾𝑠(𝜁)

𝜁 + 𝑛− 𝑠

𝑛−𝑠∏︁
𝑥=1

𝑧 + 𝛼+ 𝑥

𝜁 + 𝛼+ 𝑥

𝑠−1∏︁
𝑥=0

𝑧 + 𝑛− 𝑥

𝜁 + 𝑛− 𝑥
+

+
1

𝜁 − 𝑧

𝑛∏︁
𝑥=0

𝑧 + 𝑛− 𝑥

𝜁 + 𝑛− 𝑥
, (8)

где

𝐾𝑠(𝜁) =

{︃
1, если 𝑠 = 0,

𝛼+1
𝜁+𝛼+𝑛−𝑠+1 , если 𝑠 = 1, . . . , 𝑛.
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Равенство (8) можно доказать по индукции. При этом удобнее доказывать индукцией по
𝑞, 0 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝑛, более общее равенство

1

𝜁 − 𝑧

𝑛∏︁
𝑥=1

𝑧 + 𝛼+ 𝑥

𝜁 + 𝛼+ 𝑥
=

𝑞∑︁
𝑠=0

𝐾𝑠(𝜁)

𝜁 + 𝑛− 𝑠

𝑛−𝑠∏︁
𝑥=1

𝑧 + 𝛼+ 𝑥

𝜁 + 𝛼+ 𝑥

𝑠−1∏︁
𝑥=0

𝑧 + 𝑛− 𝑥

𝜁 + 𝑛− 𝑥
+

+
1

𝜁 − 𝑧

𝑛−𝑞∏︁
𝑥=1

𝑧 + 𝛼+ 𝑥

𝜁 + 𝛼+ 𝑥

𝑞∏︁
𝑥=0

𝑧 + 𝑛− 𝑥

𝜁 + 𝑛− 𝑥
.

Лемма 2. Пусть
𝛼 /∈ Z, (9)

и пусть 𝑅(𝑧) – многочлен степени не выше 𝑛. Положим при 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑛,

𝑣𝑠 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝐾𝑠(𝜁)𝑅(𝜁) 𝑑𝜁∏︀𝑠
𝑥=0(𝜁 + 𝑛− 𝑥)

∏︀𝑛−𝑠
𝑥=1(𝜁 + 𝛼+ 𝑥)

, (10)

где Γ – простой замкнутый кусочно гладкий положительно ориентированный контур, ко-
торый охватывает все нули многочлена

∏︀𝑛
𝑥=0(𝜁 + 𝑛− 𝑥), а все нули многочлена

𝑛∏︁
𝑥=1

(𝜁 + 𝛼+ 𝑥) (11)

лежат в его внешности; такой контур существует в силу условия (9). Тогда тождественно
по 𝑧 выполняется равенство

𝑅(𝑧) =
𝑛∑︁
𝑠=0

𝑣𝑠

𝑠−1∏︁
𝑥=0

(𝑧 + 𝑛− 𝑥)
𝑛−𝑠∏︁
𝑥=1

(𝑧 + 𝛼+ 𝑥) (12)

Доказательство. Пусть сначала 𝑧 лежит внутри контура Γ. Умножим обе части (8) на
𝑅(𝜁)/(2𝜋𝑖) и проинтегрируем получившееся равенство по контуру Γ. При этом

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝑅(𝜁)

𝜁 − 𝑧

𝑛∏︁
𝑥=1

𝑧 + 𝛼+ 𝑥

𝜁 + 𝛼+ 𝑥
𝑑𝜁 = 𝑄(𝑧),

и
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝑅(𝜁)

𝜁 − 𝑧

𝑛∏︁
𝑥=0

𝑧 + 𝑛− 𝑥

𝜁 + 𝑛− 𝑥
𝑑𝜁 = 0.

Первое из этих равенств очевидно, а второе справедливо потому, что контур интегрирова-
ния охватывает все полюсы подынтегральной функции, и степень числителя на две единицы
меньше степени знаменателя. Из сделанных замечаний следует, что после указанной выше
процедуры мы получим равенство (12), в котором коэффициенты 𝑣𝑠 вычисляются по форму-
лам (10). Мы доказали (12) для 𝑧, лежащих внутри Γ. Ясно, что в этом случае (12) будет
справедливо и при всех прочих 𝑧. Лемма доказана.

В равенстве (12) положим

𝑅(𝑧) =
𝑡∏︁

𝑘=1

𝑁1−1∏︁
𝜎=0

(𝜁 − 𝜆𝑘 −𝑁2 + 𝜎)𝜏 , (13)

𝛼 = 𝜗+𝑁1 −𝑁2. Тогда, если 𝜗 /∈ Z, то выполняется равенство

𝑅(𝑧)∏︀𝑛
𝑥=1(𝑧 + 𝑥)

=
𝑛∑︁
𝑠=0

𝑤𝑠

𝑛−𝑠∏︁
𝑥=1

𝑧 + 𝜗+𝑁1 −𝑁2 + 𝑥

𝑧 + 𝑥
, (14)

где числа 𝑤𝑠 вычисляются по формуле (10) при указанных 𝑅(𝜁) и 𝛼.
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Лемма 3. Пусть 𝜗 /∈ Z. Тогда справедливо равенство
𝑛∑︁
𝑠=0

𝑤𝑠
𝜕 𝑙𝑘

𝜕𝜆𝑙𝑘𝑘

𝑛−𝑠∏︁
𝑥=1

𝜆𝑘 + 𝜗+𝑁1 − 𝜎 + 𝑥

𝜆𝑘 +𝑁2 − 𝜎 + 𝑥
= 0, (15)

𝑘 = 1, . . . , 𝑡, 𝑙𝑘 = 0, 1, . . . , 𝜏𝑘 − 1, 𝜎 = 0, 1, . . . , 𝑁1 − 1.

Доказательство. Если продифференцировать равенство (14) 𝑙 раз, 0 ⩽ 𝑙 ⩽ 𝜏 − 1 по 𝑧 и
подставить 𝑧 = 𝜆𝑘 +𝑁2 − 𝜎, то мы получим требуемое. Лемма доказана.

Лемма 4. Если 𝜆− 𝛼 /∈ Z, то многочлены

𝐺𝜎(𝑧) =
𝜎−1∏︁
𝑥=0

(𝑧 + 𝜆− 𝑥)

𝑁1−𝜎∏︁
𝑥=1

(𝑧 + 𝛼+ 𝑥), 𝜎 = 0, 1, . . . , 𝑁1,

образуют базис пространства многочленов степени не выше 𝑁1.

Доказательство. Достаточно проверить, что определитель

|𝐺𝜎(𝑧)|𝜎,𝑧=0,1,...,𝑁1

отличен от нуля. Определитель более общего вида вычислен в [5, лемма 1, с. 193]. Из дока-
занной там формулы следует требуемое. Лемма доказана.

Лемма 5. При 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑡, 0 ⩽ 𝑙 ⩽ 𝜏 − 1 выполняется равенство

𝑛∑︁
𝑠=0

𝑔𝑠𝐵(𝑠)
𝜕 𝑙

𝜕𝜆𝑙

𝑛−𝑠∏︁
𝑥=1

𝜆𝑘 + 𝜗+ 𝑥

𝜆𝑘 +𝑁2 + 𝑥
= 0, (16)

где 𝐵(𝑠) – произвольный многочлен степени не выше 𝑁1.

Доказательство. Индукция по 𝑙. Пусть 𝑙 = 0. Заметим, что при 0 ⩽ 𝜎 ⩽ 𝑁1 выполняется
равенство

𝑛−𝑠∏︁
𝑥=1

𝜆𝑘 + 𝜗+𝑁1 − 𝜎 + 𝑥

𝜆𝑘 +𝑁2 − 𝜎 + 𝑥
= 𝐵𝜎(𝑠)

𝑛−𝑠∏︁
𝑥=1

𝜆𝑘 + 𝜗+ 𝑥

𝜆𝑘 +𝑁2 + 𝑥
,

где

𝐵𝜎(𝑠) =

𝜎−1∏︁
𝑥=0

𝜆𝑘 +𝑁2 + 𝑛− 𝑠− 𝑥

𝜆𝑘 +𝑁2 − 𝑥

𝑁1−𝜎∏︁
𝑥=1

𝜆𝑘 + 𝜗+ 𝑛− 𝑠+ 𝑥

𝜆𝑘 + 𝜗+ 𝑥
.

Отсюда и из (15) при 𝑙 = 0 получаем, что

𝑛∑︁
𝑠=0

𝑤𝑠𝐵𝜎(𝑠)

𝑛−𝑠∏︁
𝑥=1

𝜆𝑘 + 𝜗+ 𝑥

𝜆𝑘 +𝑁2 + 𝑥
= 0. (17)

Из (17) в силу леммы 4 следует, что (16) верно при 𝑙𝑘 = 0 для любого многочлена степени
не выше 𝑁1. Пусть (при фиксированном 𝑘) равенство (16) верно для производных в левой
части этого равенства порядков 0, 1, . . . , 𝑙𝑘 − 1, при некотором 𝑙𝑘, 1 ⩽ 𝑙𝑘 ⩽ 𝜏𝑘 − 1, при любом
многочлене 𝐵(𝑠) степени не выше 𝑁1. Преобразуем (16); имеем

0 =

𝑛∑︁
𝑠=0

𝑤𝑠
𝜕 𝑙

𝜕𝜆𝑙

(︃
𝐵𝜎(𝑠)

𝑛−𝑠∏︁
𝑥=1

𝜆𝑘 + 𝜗+ 𝑥

𝜆𝑘 +𝑁2 + 𝑥

)︃
=

𝑙−1∑︁
𝜇=0

(︂
𝑙

𝜇

)︂ 𝑛∑︁
𝑠=0

𝜕 𝑙−𝜇𝐵𝜎(𝑠)

𝜕𝜆 𝑙−𝜇𝑘

×

× 𝜕 𝜇

𝜕𝜆𝜇𝑘

𝑛−𝑠∏︁
𝑥=1

𝜆𝑘 + 𝜗+ 𝑥

𝜆𝑘 +𝑁2 + 𝑥
+

𝑛∑︁
𝑠=0

𝐵𝜎(𝑠)
𝜕 𝑙

𝜕𝜆 𝑙𝑘

𝑛−𝑠∏︁
𝑥=1

𝜆𝑘 + 𝜗+ 𝑥

𝜆𝑘 +𝑁2 + 𝑥
.

В последнем выражении двойная сумма равна нулю по предположению индукции (т.к. степень
𝐵𝜎(𝑠) не может увеличиться при дифференцировании по 𝜆𝑘), а тогда равна нулю и последняя
сумма, и индуктивный переход завершается так же, как и начало индукции. Лемма доказана.
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3. Замечания о доказательстве теоремы

В предыдущем разделе было установлено, что требуемые совместные приближения (7)
будут построены, если в равенстве (6) положить 𝑝𝑠 = 𝑤𝑠,

𝑤𝑠 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝐾𝑠(𝜁)
∏︀𝑡
𝑘=1

∏︀𝑁1−1
𝜎=0 (𝜁 − 𝜆𝑘 −𝑁2 + 𝜎)𝜏 𝑑𝜁∏︀𝑠

𝑥=0(𝜁 + 𝑛− 𝑥)
∏︀𝑛−𝑠
𝑥=1(𝜁 + 𝜗+𝑁1 +𝑁2 + 𝑥)

, (18)

где контур интегрирования Γ охватывает все нули многочлена
∏︀𝑠
𝑥=0(𝜁 + 𝑛 − 𝑥) от 𝜁, а все

нули многочлена
∏︀𝑛−𝑠
𝑥=1(𝜁 + 𝜗 + 𝑁1 + 𝑁2 + 𝑥) лежат в его внешности. Рассуждая как при

доказательстве [3, лемма 2, с. 186], нетрудно доказать, что общий наименьший знаменатель
чисел 𝑤𝑠, 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑛, оценивается сверху величиной 𝑒𝛾 , где через 𝛾 обозначена постоянная,
зависящая от параметров функций (4). Очевидно, аналогичная оценка будет верна и для ко-
эффициентов многочленов (6). Для доказательства теоремы важно также получить и оценку
общего наименьшего знаменателя коэффициентов многочленов 𝑃𝑘𝑙𝑗(𝑧), определяемых послед-
ним из равенств (7). Здесь потребуются дополнительные соображения. Для коэффициента
𝑐𝑘𝑙𝑗𝑠 многочлена 𝑃𝑘𝑙𝑗(𝑧) при 𝑧𝑠 имеем, очевидно, формулу

𝑐𝑘𝑙𝑗𝑠 = −
𝑠∑︁
𝑟=0

𝑝𝑟

𝑁2+𝑛−𝑟∏︁
𝑥=𝑁2+1

𝑏(𝑥)(𝑠− 𝑟)𝑗−1
𝑠−𝑟∏︁
𝑥=1

1

𝑏(𝑥)

𝜕𝑙

𝜕𝜆𝑙𝑘

𝑠−𝑟∏︁
𝑥=1

𝜆𝑘 + 𝜗+ 𝑥

𝜆+ 𝑥
=

= −
𝑠∑︁
𝑟=0

𝑝𝑟

∏︀𝑁2+𝑛
𝑥=𝑠+1 𝑏(𝑥− 𝑟)∏︀𝑁2

𝑥=1 𝑏(𝑥)
(𝑠− 𝑟)𝑗−1 𝜕𝑙

𝜕𝜆𝑙𝑘

𝑠−𝑟∏︁
𝑥=1

𝜆𝑘 + 𝜗+ 𝑥

𝜗𝑘 + 𝑥

Основная проблема здесь в оценке общего наименьшего знаменателя дробей

𝑁2+𝑛∏︁
𝑥=𝑠+1

𝑏(𝑥− 𝑟)
𝑠−𝜏∏︁
𝑥=1

1

𝑏(𝑥)
, 0 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑛, 0 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑠 . (19)

Привлекая соображения, изложенные в статье [6], можно доказать, что модуль общего
наименьшего знаменателя чисел (19) в случае функции (1) оценивается сверху при пюбом
𝜖 > 0 величиной (𝑛!)

1
2
+𝜖. При этом общим наименьшим знаменателем некоторого множества

чисел из поля I называется наименьшее по модулю отличное от нуля целое число из этого
поля, после умножения на которое все числа из упомянутого множества становятся целыми
в поле I. Дальнейшие рассуждения, доказывающие неравенство (3), стандартны. Их можно
скопировать с доказательства лемм 4 и 5 работы [1]; схема соответствующих рассуждений
была впервые предложена в [7]. Существенную роль в этих рассуждениях играет линейная
независимость над полем рациональных дробей функций (4); по этому поводу см. работу [8].
Более подробно доказательство теоремы 1 не рассматриваем.

4. Заключение

Рассмотренной теоремой возможности применения предложенной эффективной конструк-
ции совместных приближений не исчерпываются. Можно, например, попробовать рассмотреть
случай, когда некоторые из чисел 𝜆1, . . . , 𝜆𝑡 иррациональны. Возможно, новые результаты
удастся получить также и в случае, когда в правой части равенства (4) дробь 1/𝑏(𝑥) заменя-
ется на 𝑎(𝑥)/𝑏(𝑥).
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