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Аннотация

Данная статья продолжает цикл работ, посвящённых явным конструкциям расширений
Галуа полных дискретно нормированных полей характеристики 0 с полем вычетов простой
характеристики 𝑝, см. [5], [6], [7], [8], [4], [10] а также обзор [9].

В статье доказано, что любое 𝑝-расширение Галуа полного дискретно нормированного
поля, содержащего первообразный корень 𝑝-й степени из единицы, можно вложить в баш-
ню расширений Артина–Шрайера, и получена оценка на высоту башни. Этот результат
показывает, что любое такое расширение можно вложить в расширение Инабы, т. е. в рас-
ширение, задаваемое конструкцией из работы [2]; при этом также получается оценка для
порядка матрицы в соответствующем уравнении Инабы.

Также доказано, что 𝑝-расширение Галуа такого поля можно разложить в башню рас-
ширений Галуа степени 𝑝, в которой несколько верхних этажей имеют максимальный ска-
чок ветвления, а нижние этажи являются расширениями Артина–Шрайера.
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Abstract

This article continues a series of papers devoted to explicit constructions of Galois extension
of complete discrete valuation fields of characteristic 0 with the residue field of prime
characteristic 𝑝, see [5], [6], [7], [8], [4], [10] and a survey article [9].

It is proved that any 𝑝-extension of a complete discrete valuation field containing a primitive
𝑝th root of unity can be embedded into a tower of Artin-Schreier extensions; an estimate for the
height of this tower is obtained. This result also shows that such an extension can be embedded
into Inaba extension, i. e., an extension obtained by the construction from [2]; an estimate for
the order of the corresponding matrix is also obtained.

Next, it is proved that any Galois 𝑝-extension of such field can be decomposed into a tower
of Galois extensions of degree 𝑝 such that several upper levels have the maximal ramification
jump whereas the lower ones are Artin-Schreier extensions.
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1. Обозначения и предварительные сведения

Через 𝑝 будем обозначать фиксированное простое число.
Для дискретно нормированного поля 𝐾 обозначим через 𝑣𝐾 его нормирование. Унифор-

мизирующей поля 𝐾 будем называть такой элемент 𝜋, что 𝑣𝐾(𝜋) = 1. Если char𝐾 = 0, а
char𝐾 = 𝑝, обозначим через 𝑒𝐾 число 𝑣𝐾(𝑝).

Определение 1. Пусть 𝐿/𝐾 — расширение Галуа дискретно нормированных полей,
|𝐿 : 𝐾| = 𝑝, и 𝜎 — порождающий элемент группы Gal(𝐿/𝐾). Число

ℎ(𝐿/𝐾) = min
{︁
𝑣𝐿

(︁𝜎𝑎
𝑎

− 1
)︁
| 𝑣𝐿(𝑎) ⩾ 0, 𝑎 ̸= 0

}︁
называется скачком ветвления расширения 𝐿/𝐾.

Определение 2. Пусть 𝐾 — дискретно нормированное поле, 𝐿 — его конечное сепара-
бальное расширение. Глубиной ветвления расширения 𝐿/𝐾 называется

𝑑(𝐿/𝐾) =
1

𝑒𝐿
min

{︁
𝑣𝐿

(︁Tr𝐿/𝐾𝑎
𝑎

)︁
| 𝑎 ∈ 𝐿*

}︁
.

Лемма 1. Пусть 𝐾 ⊂𝑀 ⊂ 𝐿 — дискретно нормированные поля, 𝑀/𝐾 и 𝐿/𝑀 — конеч-
ные сепарабальные расширения. Тогда

𝑑(𝐿/𝐾) = 𝑑(𝐿/𝑀) + 𝑑(𝑀/𝐾).

Доказательство. См. [1], лемма 2-4.

Определение 3. Пусть 𝐾 — полное дискретно нормированное поле, char𝐾 = 0,
char𝐾 = 𝑝. Конечное расширение 𝐿/𝐾 называется

∙ неразветвленным, если 𝑒𝐿/𝐾 = 1, и расширение 𝐿/𝐾 сепарабельно;

∙ свирепым, если 𝑒𝐿/𝐾 = 1, и расширение 𝐿/𝐾 чисто несепарабельно;

∙ вполне разветвленным, если 𝑒𝐿/𝐾 = |𝐿 : 𝐾|.
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Определение 4. Уравнением Артина–Шрайера называется уравнение вида

𝑋𝑝 −𝑋 − 𝑎 = 0.

Расширение 𝐿/𝐾 будем называть расширением Артина-Шрайера, если 𝐿 ̸= 𝐾, и 𝐿 получено
из 𝐾 присоединением некоторого корня некоторого уравнения Артина–Шрайера, такого, что
𝑎 ∈ 𝐾.

Лемма 2. Пусть 𝐾 — полное дискретно нормированное поле,

char𝐾 = 0, char𝐾 = 𝑝,

и 𝐿/𝐾 — расширение Галуа степени 𝑝, такое, что ℎ(𝐿/𝐾) < 𝑒𝐿
𝑝−1 . Тогда 𝐿/𝐾 является

расширением Артина-Шрайера.

Доказательство. См. [11] и [3], а также §3 в [9].

Лемма 3. Пусть 𝐾 — полное дискретно нормированное поле, char𝐾 = 0, char𝐾 = 𝑝,
𝐾 содержит первообразный корень 𝑝-й степени из единицы 𝜁, элемент 𝜋 является унифор-
мизирующей поля 𝐾. Пусть 𝐿/𝐾 — циклическое расширение степени 𝑝. Тогда существует
𝑥 ∈ 𝐿, такой, что 𝐿 = 𝐾(𝑥), 𝑥𝑝 ∈ 𝐾, и выполнено одно из условий:

1) 𝑥𝑝 = 𝑢𝜋𝑠, где 𝑣𝐾(𝑢) = 0, 𝑝 ∤ 𝑠;
2) 𝑥𝑝 = 𝑢, где 𝑣𝐾(𝑢) = 0, 𝑢 ̸∈ 𝐾

𝑝
;

3) 𝑥𝑝 = 1 + 𝑢𝜋𝑠, где 𝑣𝐾(𝑢) = 0, 0 < 𝑠 < 𝑝𝑒𝐾
𝑝−1 , 𝑝 ∤ 𝑠;

4) 𝑥𝑝 = 1 + 𝑢𝜋𝑝𝑠, где 0 < 𝑠 < 𝑒𝐾
𝑝−1 , 𝑢 ̸∈ 𝐾

𝑝
;

5) 𝑥𝑝 = 1 + 𝑢(1− 𝜁)𝑝, где 𝑢 ̸∈ {𝑦𝑝 − 𝑦 | 𝑦 ∈ 𝐾}.
В случаях 1) и 3) расширение вполне разветвлённое, в случаях 2) и 4) свирепое, в случае

5) неразветвлённое.

В случаях 1) и 2) выполнено ℎ(𝐿/𝐾) = 𝑒𝐿
𝑝−1 , 𝑑(𝐿/𝐾) = 1 в случаях 3) и 4) выполнено

0 < ℎ(𝐿/𝐾) < 𝑒𝐿
𝑝−1 , 0 < 𝑑(𝐿/𝐾) < 1, в случае 5) выполнено ℎ(𝐿/𝐾) = 0, 𝑑(𝐿/𝐾) = 0.

Доказательство. См. [1], лемма 2-16.

Определение 5. Пусть 𝐾 ⊂ 𝐿 — дискретно нормированные поля, и 𝐿/𝐾 — расширение
Галуа полей степени 𝑝. Будем называть его максимально разветвленным, если 𝑑(𝐿/𝐾) = 1.

2. Вложение расширения в башню расширений Артина–Шрайера

Здесь и далее до конца статьи мы предполагаем, что𝐾 — полное дискретно нормированное
поле, char𝐾 = 0, char𝐾 = 𝑝, и 𝐾 содержит первообразный корень 𝑝-й степени из единицы.

Лемма 4. Пусть 𝐿/𝐾 — расширение Галуа степени 𝑝, и ℎ(𝐿/𝐾) = 𝑒𝐿
𝑝−1 . Предположим,

что 𝑒𝐾 ̸= 𝑝 − 1 или расширение 𝐿/𝐾 вполне разветвлено. Тогда существует расширение
Галуа 𝐹/𝐾 степени 𝑝 такое, что

ℎ(𝐹𝐿/𝐹 ) <
𝑒𝐹𝐿
𝑝− 1

, ℎ(𝐹/𝐾) <
𝑒𝐹
𝑝− 1

.

Доказательство. По лемме 3 расширение 𝐿/𝐾 не является неразветвленным.
Случай 1: расширение 𝐿/𝐾 свирепое. В этом случае существует 𝑡 ∈ 𝐾, такой, что

𝑣𝐾(𝑡) = 0, 𝐿 = 𝐾(
𝑝
√
𝑡).
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Пусть 𝜋 — произвольная униформизирующая поля 𝐾. Обозначим через 𝑢 произвольный ко-
рень уравнения 𝑢𝑝 = 1 + 𝜋𝑝𝑡. Докажем, что подойдет 𝐹 = 𝐾(𝑢).

Расширение 𝐹/𝐾 свирепое, и ℎ(𝐹/𝐾) = 𝑒𝐹
𝑝−1 − 1. Элемент 𝜋 является униформизирующей

поля 𝐹 . Положим 𝑡1 = 𝜋−1(𝑢− 1). Тогда

𝑣𝐹 (𝑡1) = 0, 𝑡1 ̸∈ 𝐹
𝑝
.

Имеем

𝑡 =
(1 + 𝜋𝑡1)

𝑝 − 1

𝜋𝑝
= 𝑡𝑝1 + 𝑝𝜋1−𝑝𝑡1 + 𝑎,

и

𝐹𝐿 = 𝐹
(︁

𝑝

√︁
𝑡𝑡−𝑝1

)︁
= 𝐹

(︁
𝑝

√︁
1 + 𝑝𝜋1−𝑝𝑡1−𝑝1 + 𝑎

)︁
,

где 𝑣𝐿(𝑎) > 𝑣𝐿(𝑝𝜋
1−𝑝). Приеним лемму 3. Число 𝑣𝐿(𝑝𝜋1−𝑝) положительно. Если оно не крат-

но 𝑝, то расширение 𝐹𝐿/𝐹 — вполне разветвлённое, а если кратно 𝑝 — свирепое; в обоих
случаях скачок меньше, чем 𝑒𝐹𝐿

𝑝−1 .
Случай 2: Расширение 𝐿/𝐾 вполне разветвлённое. В этом случае существует униформи-

зирующая 𝜋 поля 𝐾, такая, что 𝐿 = 𝐾( 𝑝
√
𝜋). Обозначим через 𝑢 произвольный корень урав-

нения 𝑢𝑝 = 1+𝜋 и докажем, что подойдёт 𝐹 = 𝐾(𝑢). Расширение 𝐹/𝐾 вполне разветвлённое,
и ℎ(𝐹/𝐾) = 𝑒𝐹

𝑝−1 − 1. Элемент 𝜋1 = 𝑢− 1 является униформизирующей поля 𝐹 . Имеем

𝜋 = (1 + 𝜋1)
𝑝 − 1 = 𝜋𝑝1 + 𝑝𝜋1 + 𝑎,

𝐹𝐿 = 𝐹
(︁

𝑝

√︁
𝜋𝜋−𝑝1

)︁
= 𝐹

(︁
𝑝

√︁
1 + 𝑝𝜋1−𝑝1 + 𝑏

)︁
,

где 𝑣𝐹 (𝑎) > 𝑣𝐹 (𝑝𝜋1), 𝑣𝐹 (𝑏) > 𝑣𝐹 (𝑝𝜋
1−𝑝
1 ). Далее, 𝑝 ∤ 𝑣𝐹 (𝑝𝜋1−𝑝1 ), следовательно, по лемме 3,

выполнено ℎ(𝐹𝐿/𝐹 ) < 𝑒𝐹𝐿
𝑝−1 .

Теорема 1. 1) Для любого 𝑝-расширения Галуа 𝐿/𝐾 существует поле 𝐸, такое, что
𝐾 ⊂ 𝐿 ⊂ 𝐸, расширение 𝐸/𝐾 раскладывается в башню расширений Артина-Шрайера, и
|𝐸 : 𝐾| ⩽ 𝑝|𝐿 : 𝐾|2.

2) Если 𝑒𝐾 ̸= 𝑝 − 1 или существует поле 𝐾 ′, такое, что 𝐾 ⊂ 𝐾 ′ ⊂ 𝐿, и расширение
𝐾 ′/𝐾 вполне разветвлено, то существует поле 𝐸, удовлетворяющее описанным условиям,
для которого выполнено |𝐸 : 𝐾| ⩽ |𝐿 : 𝐾|2.

Доказательство. Сначала докажем второе утверждение, а затем первое.
2) Используем индукцию по |𝐿 : 𝐾|. Выберем поле 𝐾0 так, что

𝐾 ⊂ 𝐾0 ⊂ 𝐿, |𝐾0 : 𝐾| = 𝑝,

и в случае 𝑒𝐾 = 𝑝−1 расширение 𝐾0/𝐾 вполне разветвлено. По леммам 4 и 2 существует поле
𝐾1, совпадающее с 𝐾0, или являющееся расширением 𝐾0 степени 𝑝, такое, что расширение
𝐾1/𝐾 раскладывается в башню расширений Артина-Шрайера. Положим 𝐿1 = 𝐿𝐾1. Поле
𝐾1 удовлетворяет условию 2), поэтому к расширению 𝐿1/𝐾1 можно применить индукционное
предположение. Поле 𝐸, подходящее для расширения 𝐿1/𝐾1 подойдет и для расширения 𝐿/𝐾.

1) Обозначим через 𝐾1 произвольное поле, полученное из 𝐾 вполне разветвленным расши-
рением Артина-Шрайера, и положим 𝐿1 = 𝐾1𝐿. Для расширения 𝐿1/𝐾1 выполнены условия
2). Применим к нему доказанное утверждение. Построенное поле 𝐸 удовлетворяет условию
теоремы для расширения 𝐿/𝐾.

Замечание 1. Условия в пункте 2) являются существенными, как нетрудно видеть
из примера 𝐾 = Q𝑝{{𝑡}}(𝜁𝑝), 𝐿 = 𝐾( 𝑝

√
𝑡). Действительно, у 𝐿/𝐾 нет свирепых расшире-

ний Артина-Шрайера, откуда следует, что не существует расширения 𝐸/𝐾 степени 𝑝2,
удовлетворяющего условиям теоремы.
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3. Вложение расширения в расширение Инабы

Уравнением Инабы с матрицей 𝐴 называется уравнение 𝑋(𝑝) = 𝐴𝑋, где 𝑋,𝐴 — унипотент-
ные матрицы, то есть верхнетреугольные матрицы, у которых все элементы главной диагона-
ли равны 1, и через 𝑋(𝑝) обозначена матрица, полученная из 𝑋 возведением всех элементов в
степень 𝑝.

Расширением Инабы поля𝐾 будем называть расширение, полученное присоединением всех
элементов некоторой матрицы 𝑋, удовлетворяющей уравнению Инабы с некоторой матрицей
𝐴, элементы которой принадлежат полю 𝐾.

Известно, что башню расширений Артина-Шрайера можно вложить в рашширение Инабы,
а именно, доказана следующая теорема.

Теорема 2. Пусть поля

𝐾 = 𝐾0 ⊂ 𝐾1 ⊂ 𝐾2 · · · ⊂ 𝐾𝑛 = 𝐿

таковы, что 𝐾𝑖+1/𝐾𝑖 — расширения степени 𝑝, заданные уравнениями Артина-Шрайера.
Тогда существуют расширения Инабы 𝐿𝐼/𝐾 и 𝑀𝐼/𝐾, заданные матрицами порядка 𝑝𝑛−1+2
и 𝑝𝑛−1 + 1 соответственно, такие, что 𝑀𝐼𝐿 = 𝐿𝐼 .

Доказательство. См. [8], теорема 3.3.

Из этой теоремы и теоремы 1 получаем следующий результат.

Теорема 3. Пусть 𝐾 — полное дискретно нормированное поле, char𝐾 = 0, char𝐾 = 𝑝, и
𝐾 содержит первообразный корень 𝑝-й степени из единицы. Пусть 𝐿/𝐾 – расширение Галуа
степени 𝑝𝑛. Тогда:

1) существуют расширения Инабы 𝐿𝐼/𝐾 и 𝑀𝐼/𝐾, заданные матрицами порядка 𝑝2𝑛 + 2
и 𝑝2𝑛 + 1 соответственно, такие, что 𝑀𝐼𝐿 = 𝐿𝐼 ;

2) если 𝑒𝐾 ̸= 𝑝− 1 или существует поле 𝐾 ′ такое, что 𝐾 ⊂ 𝐾 ′ ⊂ 𝐿, и расширение 𝐾 ′/𝐾
вполне разветвлено, то существуют описанные расширения Инабы, заданные матрицами
порядка 𝑝2𝑛−1 + 2 и 𝑝2𝑛−1 + 1 соответственно.

4. Подрасширение, являющееся башней расширений Артина–

Шрайера

Лемма 5. Пусть 𝐿/𝐾 — расширение Галуа степени 𝑝2. Тогда существует поле𝑀 такое,
что 𝐾 ⊂𝑀 ⊂ 𝐿, |𝐿 :𝑀 | = |𝑀 : 𝐾| = 𝑝, и выполнено одно из двух условий:

1) ℎ(𝑀/𝐾) < 𝑒𝑀
𝑝−1 ;

2) ℎ(𝑀/𝐾) = 𝑒𝑀
𝑝−1 , ℎ(𝐿/𝑀) = 𝑒𝐿

𝑝−1 .

Доказательство. В случае циклического расширения 𝐿/𝐾 утверждение следует из нера-
венства Хиодо, см [1], лемма 4-1. В случае нециклического расширения утверждение леммы
вытекает из предложения 3.8 в [12].

Из этой леммы получается следующий результат:

Теорема 4. Пусть 𝐿/𝐾 — 𝑝-расширение Галуа. Тогда существует поле 𝑀 , такое, что
𝐾 ⊂ 𝑀 ⊂ 𝐿, расширение 𝑀/𝐾 раскладывается в башню расширений Артина-Шрайера, и у
расширения 𝐿/𝑀 все промежуточные расширения Галуа степени 𝑝 максимально разветвле-
ны.
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Доказательство. Пусть |𝐿 : 𝐾| = 𝑝𝑛. Тогда существует набор полей 𝑀𝑖 такой, что

𝐾 =𝑀0 ⊂𝑀1 ⊂ · · · ⊂𝑀𝑛−1 ⊂𝑀𝑛 = 𝐿,

𝑀𝑖+1/𝑀𝑖 — расширение Галуа степени 𝑝 при всех 𝑖. Для каждого такого набора положим

𝑁(𝑀1, . . . ,𝑀𝑛) =
∑︁

𝑥𝑖(𝑛− 𝑖),

где 𝑥𝑖 = 1, если расширение𝑀𝑖+1/𝑀𝑖 является максимально разветвленным, и 𝑥𝑖 = 0 в против-
ном случае. Будем рассматривать набор 𝑀1, . . . ,𝑀𝑛, для которого величина 𝑁(𝑀1, . . . ,𝑀𝑛)
принимает наименьшее возможное значение.

Докажем, что ни для какого 𝑖 не могут выполняться условия

ℎ(𝑀𝑖+1/𝑀𝑖) =
𝑒𝑀𝑖+1

𝑝− 1
, ℎ(𝑀𝑖+2/𝑀𝑖+1) <

𝑒𝑀𝑖+2

𝑝− 1
.

Предположим, что они выполняются. Применим к расширению 𝑀𝑖+2/𝑀𝑖 лемму 5. Пусть 𝑀 ′

— промежуточное поле из этой леммы. Если бы оно удовлетворяло условию 1), то замена
поля 𝑀𝑖+1 на поле 𝑀 ′ уменьшила бы значение величины 𝑁(𝑀1, . . . ,𝑀𝑛). Следовательно, 𝑀 ′

удовлетворяет условию 2). По лемме 1 выполнено

𝑑(𝑀𝑖+2/𝑀𝑖+1) + 𝑑(𝑀𝑖+1/𝑀𝑖) = 𝑑(𝑀𝑖+2/𝑀
′) + 𝑑(𝑀 ′/𝑀𝑖)

По лемме 3 в правой части оба слагаемых равны 1, а в левой — одно слагаемое меньше
1, второе не превосходит 1. Противоречие. Получаем, что для некоторого 𝑠 все при 𝑖 < 𝑠
выполнено ℎ(𝑀𝑖+1/𝑀𝑖) <

𝑒𝑀𝑖+1

𝑝−1 , и при 𝑖 ⩾ 𝑠 выполнено ℎ(𝑀𝑖+1/𝑀𝑖) =
𝑒𝑀𝑖+1

𝑝−1 .
Докажем, что поле𝑀𝑠 подойдет в качестве𝑀 . По лемме 2 расширения𝑀𝑖+1/𝑀𝑖 являются

расширениями Артина-Шрайера при 𝑖 < 𝑠, следовательно, расширение 𝑀/𝐾 удовлетворяет
условию. Предположим, что расшиение 𝐿/𝑀 не удовлетворяет условию. Тогда существуют
поля 𝐹,𝐸, такие, что

𝑀 ⊂ 𝐹 ⊂ 𝐸 ⊂ 𝐿, |𝐸 : 𝐹 | = 𝑝, 𝑑(𝐸/𝐹 ) < 1.

Разложим расширения𝑀/𝐹 и 𝐿/𝐸 в башни расширений степени 𝑝. Получим, что расширение
𝐿/𝑀 разложено в башню из 𝑛− 𝑠 расширений степени 𝑝, причем по лемме 3 глубина хотя бы
одного подрасширения меньше 1, а остальных — не больше 1. По лемме 1 из этого следует,
что 𝑑(𝐿/𝑀) < 𝑛−𝑠. С другой стороны, применяя леммы 3 и 1 к башне из полей𝑀𝑖, получаем,
что 𝑑(𝐿/𝑀) = 𝑛− 𝑠.
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