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Аннотация

Подгруппа 𝐴 группы 𝐺 называется tcc-подгруппой в 𝐺, если существует подгруппа 𝑌
группы 𝐺 такая, что 𝐺 = 𝐴𝑌 и для любого 𝑋 ⩽ 𝐴 и 𝑍 ⩽ 𝑌 существует элемент 𝑢 ∈ ⟨𝑋,𝑍⟩
такой, что 𝑋𝑍𝑢 ≤ 𝐺. Запись 𝐻 ⩽ 𝐺 означает, что 𝐻 является подгруппой группы 𝐺. В
этой статье доказано, что класс всех SM-групп замкнут относительно произведения tcc-
подгрупп. Здесь SM-группой называется группа, у которой каждая субнормальная под-
группа перестановочна с каждой максимальной подгруппой.
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A subgroup 𝐴 of a group 𝐺 is called tcc-subgroup in 𝐺, if there is a subgroup 𝑇 of 𝐺
such that 𝐺 = 𝐴𝑇 and for any 𝑋 ⩽ 𝐴 and 𝑌 ⩽ 𝑇 there exists an element 𝑢 ∈ ⟨𝑋,𝑌 ⟩ such
that 𝑋𝑌 𝑢 ≤ 𝐺. The notation 𝐻 ⩽ 𝐺 means that 𝐻 is a subgroup of a group 𝐺. In this paper
we proved that the class of all SM-groups is closed under the product of tcc-subgroups. Here an
SM-group is a group where each subnormal subgroup permutes with every maximal subgroup.
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1. Введение

Рассматриваются только конечные группы. Используемая терминология соответствует [1,
2].

Напомним, что подгруппы 𝐴 и 𝐵 группы 𝐺 называются тотально перестановочными, если
𝑈𝑉 = 𝑉 𝑈 для всех 𝑈 ⩽ 𝐴 и 𝑉 ⩽ 𝐵. Запись 𝐻 ⩽ 𝐺 означает, что 𝐻 является подгруппой
группы 𝐺.

А.Н. Скиба [3] обратил внимание на то, что в группе 𝐺 две подгруппы 𝐴 и 𝐵 могут быть
неперестановочными, но существует элемент 𝑥 ∈ 𝐺 такой, что 𝐴 и 𝐵𝑥 перестановочны. На-
пример, в разрешимой группе 𝐺 силовские подгруппы 𝐺𝑝 и 𝐺𝑞 не всегда перестановочны, но
всегда существует элемент 𝑥 ∈ 𝐺 такой, что 𝐺𝑝𝐺𝑥𝑞 = 𝐺𝑥𝑞𝐺𝑝. На основе этого факта А.Н. Ски-
ба предложил называть подгруппы 𝐴 и 𝐵 𝑋-перестановочными, если 𝐴 перестановочна с
𝐵𝑥 для некоторого 𝑥 ∈ 𝑋, где 𝑋 — некоторое непустое множество элементов группы. Если
𝑋 = ⟨𝐴,𝐵⟩, то 𝑋-перестановочные подгруппы 𝐴 и 𝐵 называются сс-перестановочными под-
группами. Кроме того, если каждая подгруппа из 𝐴 cc-перестановочна с каждой подгруппой
из 𝐵, то подгруппы 𝐴 и 𝐵 называются тотально cc-перестановочными.

Напомним, что добавлением к подгруппе 𝐴 в группе 𝐺 называется подгруппа 𝑇 такая,
что 𝐺 = 𝐴𝑇 . Если 𝐴 ∩ 𝑇 = 1, то добавление 𝑇 называется дополнением. Поскольку для
каждой подгруппы 𝐴 в группе 𝐺 существует добавление, то вполне естественно исследовать
перестановочность между подгруппами из 𝐴 и подгруппами из добавления к 𝐴.

Используя понятие cc-перестановочности, в работе [4] было введено следующее

Определение 1. Подгруппа 𝐴 группы 𝐺 называется tcc-подгруппой в 𝐺, если:
(1) в 𝐺 существует подгруппа 𝑌 такая, что 𝐺 = 𝐴𝑌 ;
(2) подгруппа 𝐴 тотально cc-перестановочна с подгруппой 𝑌 .

Подгруппу 𝑌 в дальнейшем будем называть tcc-добавлением к подгруппе 𝐴 в группе 𝐺.
В теореме 1 установлена замкнутость насыщенной формации F, содержащей формацию

сверхразрешимых групп U, относительно произведения tcc-подгрупп.

Теорема 1 ([5, теорема 2]). Пусть 𝐺 = 𝐴𝐵, где 𝐴 и 𝐵 — tcc-подгруппы группы 𝐺. Пусть
F — насыщенная формация и U ⊆ F. Если 𝐴 ∈ F и 𝐵 ∈ F, то 𝐺 ∈ F.

Следствие 1 ([4, теорема 4.1]). Пусть 𝐴 и 𝐵 — tcc-подгруппы группы 𝐺 и 𝐺 = 𝐴𝐵. Если
𝐴 и 𝐵 сверхразрешимы, то 𝐺 сверхразрешима.

Из теоремы 1 и следствия 1 вытекают ключевые результаты теории тотально перестано-
вочных и тотально cc-перестановочных подгрупп [6, 7, 8], вошедшие в монографии [2, 9].

Дж. Байдлмен и Х. Хайнекен в [10] исследовали SM-группы, т.е. группы, в которых каж-
дая субнормальная подгруппа перестановочна с каждой максимальной подгруппой. Из [10,
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теорема А] следует, что класс сверхразрешимых групп совпадает с классом всех разрешимых
SM-групп. Заметим, что класс всех SM-групп является гомоморфом.

В настоящей работе получено развитие теоремы 1 и следствия 1 на случай SM-сомножи-
телей. В частности, доказано, что класс всех SM-групп замкнут относительно произведения
tcc-подгрупп.

2. Вспомогательные результаты

Запись𝐻�𝐺 означает, что𝐻 — нормальная подгруппа группы𝐺. Через 𝐹 (𝐺) обозначается
подгруппа Фиттинга группы 𝐺; 𝐴⋊𝐵 — полупрямое произведение нормальной подгруппы 𝐴
и подгруппы 𝐵.

Напомним, что класс групп F называется замкнутым относительно фактор-групп или го-
моморфом, когда выполняется требование: если 𝐺 ∈ F и 𝑁 ◁ 𝐺, то 𝐺/𝑁 ∈ F.

Класс F называется замкнутым относительно подпрямых произведений, когда выполняет-
ся требование: если 𝐺/𝑁1 ∈ F и 𝐺/𝑁2 ∈ F, то 𝐺/𝑁1 ∩𝑁2 ∈ F.

Формацией называется класс групп, замкнутый относительно фактор-групп и подпрямых
произведений. Формация F называется насыщенной, если из 𝐺/Φ(𝐺) ∈ F следует, что 𝐺 ∈ F.

Группа 𝐺 называется примитивной, если в 𝐺 существует максимальная подгруппа 𝑀 с
единичным ядром 𝑀𝐺 = ∩𝑥∈𝐺𝑀𝑥 = 1. В этом случае подгруппа 𝑀 называется примитивато-
ром группы 𝐺.

Лемма 1 ([4, лемма 3.1]). Пусть 𝐴 — tсс-подгруппа группы 𝐺 и 𝑌 — tсс-добавление к 𝐴
в 𝐺. Тогда справедливы следующие утверждения:

(1) 𝐴 — tсс-подгруппа в 𝐻 для каждой подгруппы 𝐻 группы 𝐺 такой, что 𝐴 ⩽ 𝐻;

(2) 𝐴𝑁/𝑁 — tсс-подгруппа в 𝐺/𝑁 для каждой 𝑁 �𝐺;

(3) для каждой 𝐴1�𝐴 и 𝑋 ≤ 𝑌 существует 𝑦 ∈ 𝑌 такой, что 𝐴1𝑋
𝑦 ≤ 𝐺. В частности,

𝐴1𝑀 ≤ 𝐺 для некоторой максимальной подгруппы 𝑀 группы 𝑌 и 𝐴1𝐻 ≤ 𝐺 для некоторой
𝜋-холловой подгруппы 𝐻 разрешимой группы 𝑌 и любого 𝜋 ⊆ 𝜋(𝐺);

(4) 𝐴1𝐾 ≤ 𝐺 для каждой субнормальной подгруппы 𝐾 в 𝑌 и для каждой 𝐴1 �𝐴;

(5) если 𝑇 �𝐺 такая, что 𝑇 ≤ 𝐴 и 𝑇 ∩ 𝑌 = 1, то 𝑇1 �𝐺 для каждой 𝑇1 �𝐴 такой, что
𝑇1 ≤ 𝑇 ;

(6) если 𝑇 �𝐺 такая, что 𝑇 ∩𝐴 = 1 и 𝑇 ≤ 𝑌 , то 𝐴1 ≤ 𝑁𝐺(𝑇1) для каждой 𝑇1 � 𝑇 и для
каждой 𝐴1 �𝐴.

Лемма 2 ([5, лемма 5]). Пусть 𝐺 — примитивная группа и 𝑁 — единственная ми-
нимальная нормальная подгруппа группы 𝐺. Если 𝐺 имеет собственную неединичную tcc-
подгруппу 𝐴, то 𝑁 абелева.

Лемма 3 ([5, лемма 6]). Пусть 𝐴 — собственная неединичная tcc-подгруппа примитив-
ной группы 𝐺 и 𝑌 — ее tcc-добавление в 𝐺, 𝑁 — единственная минимальная нормальная
подгруппа группы 𝐺. Если 𝑁 ∩𝐴 = 1 и 𝑁 ≤ 𝑌 , то 𝐴 — циклическая группа порядка, деляще-
го 𝑝− 1.

Лемма 4 ([11, теорема 1, предложения 1-2]). Пусть 𝐺 = 𝐴𝐵 — произведение тоталь-
но cc-перестановочных подгрупп 𝐴 и 𝐵. Тогда для минимальной нормальной подгруппы 𝑁
группы 𝐺 справедливы следующие утверждения:

(1) {𝐴 ∩𝑁,𝐵 ∩𝑁} ⊆ {1, 𝑁};
(2) если 𝑁 ≤ 𝐴 ∩𝐵 или 𝑁 ∩𝐴 = 𝑁 ∩𝐵 = 1, то |𝑁 | = 𝑝, где 𝑝 — простое число.

Лемма 5 ([8, Теорема 4]). Пусть 𝐺 = 𝐴𝐵 является произведением тотально cc-
перестановочных подгрупп 𝐴 и 𝐵. Тогда [𝐴,𝐵] ≤ 𝐹 (𝐺).
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3. Произведение tcc-подгрупп, которые являются SM-группами

Теорема 2. Пусть группа 𝐺 = 𝐴𝐵 — произведение tcc-подгрупп 𝐴 и 𝐵. Если 𝐴 и 𝐵 —
SM-группы, то 𝐺 является SM-группой.

Доказательство. Предположим, что теорема неверна и пусть 𝐺 — контрпример минималь-
ного порядка. Пусть 𝑁 — неединичная нормальная в 𝐺 подгруппа. Подгруппы 𝐴𝑁/𝑁 ≃
≃ 𝐴/𝐴∩𝑁 и 𝐵𝑁/𝑁 ≃ 𝐵/𝐵∩𝑁 — tсс-подгруппы группы 𝐺/𝑁 по лемме 1 (2), 𝐴𝑁/𝑁 ≃ 𝐴/𝐴∩𝑁
и 𝐵𝑁/𝑁 ≃ 𝐵/𝐵∩𝑁 — SM-группы. Поэтому фактор-группа 𝐺/𝑁 = (𝐴𝑁/𝑁)(𝐵𝑁/𝑁) является
SM-группой по индукции.

Пусть 𝐻 — субнормальная подгруппа группы 𝐺 наименьшего порядка такая, что 𝐻 не
перестановочна с некоторой максимальной подгруппой 𝑀 группы 𝐺.

Предположим, что 𝑀𝐺 ̸= 1. Тогда по доказанному выше 𝐺/𝑀𝐺 — SM-группа. Значит,

(𝐻𝑀𝐺/𝑀𝐺)(𝑀/𝑀𝐺) ≤ 𝐺/𝑀𝐺,

ввиду выбора 𝐻. Поэтому 𝐻𝑀 = 𝐻𝑀𝐺𝑀 ≤ 𝐺, противоречие. Следовательно 𝑀𝐺 = 1 и 𝐺 —
примитивная группа с примитиватором 𝑀 .

Предположим, что в группе 𝐺 существует две различные минимальные нормальные под-
группы 𝑁1 и 𝑁2. По [1, теорема 4.41] 𝑁1 = 𝐶𝐺(𝑁2) и 𝑁2 = 𝐶𝐺(𝑁1). По лемме 5 и [1, лем-
ма 4.21 (3)]

[𝐴, 𝑌 ] ≤ 𝐹 (𝐺) ≤ 𝐶𝐺(𝑁1) ∩ 𝐶𝐺(𝑁2) = 𝑁2 ∩𝑁1 = 1.

Поэтому 𝐴 и 𝑌 нормальны в 𝐺. По лемме 4

{𝐴 ∩𝑁1, 𝑌 ∩𝑁1} ⊆ {1, 𝑁1}.

Если 𝑁1 ≤ 𝐴 ∩ 𝑌 или 𝑁1 ∩ 𝐴 = 𝑁 ∩ 𝑌 = 1, то по лемме 4 |𝑁1| = 𝑝 и 𝑁1 = 𝑁2, противоречие.
Пусть 𝑁1 ≤ 𝐴 и 𝑁1 ∩ 𝑌 = 1. Тогда 𝑌 ≤ 𝐶𝐺(𝑁1) = 𝑁2 и 𝑁2 = 𝑌 . Поскольку 𝐴 ≤ 𝐶𝐺(𝑌 ), то
𝐴 ≤ 𝐶𝐺(𝑁2) = 𝑁1 и 𝐴 = 𝑁1. Аналогично и для случая 𝑁1 ≤ 𝑌 и 𝑁1 ∩𝐴 = 1.

Таким образом, возможны следующие варианты: либо 𝐴 = 𝑁1 и 𝑌 = 𝑁2, либо 𝐴 = 𝑁2,
𝑌 = 𝑁1, либо 𝐵 = 𝑁1 и 𝑋 = 𝑁2, либо 𝐵 = 𝑁2, 𝑋 = 𝑁1. Если 𝐴 = 𝐵 = 𝑁1 или 𝐴 = 𝐵 = 𝑁2, то
𝐺 = 𝑁1 или 𝐺 = 𝑁2. Тогда 𝐺 является SM-группой. Если 𝐴 = 𝑁1, 𝐵 = 𝑁2 или 𝐴 = 𝑁2, 𝐵 = 𝑁1,
то 𝐺 = 𝐴𝐵 = 𝑁1 × 𝑁2. Тогда 𝐺 — SM-группа. Значит, группа 𝐺 содержит единственную
минимальную нормальную подгруппу 𝑁 . По лемме 2 𝑁 абелева. Тогда по [1, теорема 4.41]
𝐺 = 𝑁 ⋊𝑀 и 𝑁 = 𝐶𝐺(𝑁).

Очевидно, что 𝐻 ∩𝑁 субнормальная подгруппа 𝐺. Предположим, что 𝐻 ≰ 𝑁 . Тогда

(𝐻 ∩𝑁)𝑀 ≤ 𝐺,

ввиду выбора 𝐻. Так как 𝑀 — максимальная подгруппа в 𝐺, то либо (𝐻 ∩ 𝑁)𝑀 = 𝐺, либо
(𝐻 ∩𝑁)𝑀 = 𝑀 . Если (𝐻 ∩𝑁)𝑀 = 𝐺, то 𝐻𝑀 = 𝐺, противоречие. Поэтому 𝐻 ∩𝑁 ≤ 𝑀 . Так
как 𝑁 ∩𝑀 = 1, то 𝐻 ∩𝑁 = 1. По [1, лемма 2.42, лемма 4.7] 𝑁 ≤ 𝑁𝐺(𝐻) и [𝐻,𝑁 ] ≤ 𝐻. Тогда
[𝐻,𝑁 ] ≤ 𝐻 ∩𝑁 = 1 и 𝐻 ≤ 𝐶𝐺(𝑁) = 𝑁 , противоречие. Значит, 𝐻 ≤ 𝑁 . Очевидно, что 𝐻 ̸= 𝑁 .

По лемме 4
{𝐴 ∩𝑁,𝑌 ∩𝑁} ⊆ {1, 𝑁}.

Если 𝑁 ≤ 𝐴∩𝑌 или 𝑁 ∩𝐴 = 𝑁 ∩𝑌 = 1, то по лемме 4 |𝑁 | = 𝑝, где 𝑝 — простое число. Значит,
𝐺 сверхразрешима, а следовательно, 𝐺 является SM-группой, противоречие.

Пусть 𝑁 ≤ 𝐴 и 𝑁 ∩ 𝑌 = 1. Тогда по по лемме 1 (5) 𝑁1 � 𝐺, где 𝑁1 — минимальная
нормальная в 𝐴 подгруппа такая, что 𝑁1 ≤ 𝑁 . Значит, 𝑁 = 𝑁1. Очевидно, что 𝑁 < 𝐴. Так
как 𝐺 = 𝑁𝑀 , то

𝐴 = 𝐴 ∩𝑁𝑀 = 𝑁 ⋊ (𝐴 ∩𝑀)
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и 𝐴 ∩𝑀 — максимальная подгруппа группы 𝐴. Учитывая 𝐻 < 𝑁 , получим, что 𝐻 субнор-
мальна в 𝐴 и 𝐻(𝐴 ∩𝑀) ≤ 𝐺, поскольку 𝐴 — SM-группа. Следовательно,

𝐴 ∩𝑀 < 𝐻(𝐴 ∩𝑀) < 𝑁(𝐴 ∩𝑀) = 𝐴,

противоречие.
Тогда можно считать, что 𝑁 ≤ 𝑌 ∩ 𝑋 и 𝑁 ∩ 𝐴 = 1 = 𝑁 ∩ 𝐵, где 𝑋 — tсс-добавление к

подгруппе 𝐵 в 𝐺. По лемме 3 𝐴 и 𝐵 циклические. Тогда 𝐺 = 𝐴𝐵 сверхразрешима, а следова-
тельно, 𝐺 является SM-группой, противоречие.

Теорема доказана.
Очевидно, что если 𝐺 = 𝐴𝐵 — произведение тотально перестановочных (тотально cc-

перестановочных) подгрупп 𝐴 и 𝐵, то 𝐴 и 𝐵 будут tcc-подгруппами в группе 𝐺. Обратное
неверно, см. [4, пример 1.1]. Поэтому справедливо следующее

Следствие 2 ([11, теорема 3], [12, теорема B]). Пусть 𝐺 = 𝐴𝐵 — произведение тотально
перестановочных (тотально cc-перестановочных) подгрупп 𝐴 и 𝐵. Если 𝐴 и 𝐵 — SM-группы,
то 𝐺 — SM-группа.
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