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Аннотация

Полимино представляет собой связную фигуру на плоскости, составленную из конеч-
ного числа единичных квадратов, примыкающих друг к другу по сторонам. Разбиение
плоскости на полимино называется изоэдральным, если группа симметрий действует на
нем транзитивно, то есть если для любых двух полимино разбиения существует глобальная
симметрия разбиения, переводящая одно полимино во второе.

В работе рассматривается задача о подсчете числа полимино площади 𝑛, порождающих
изоэдральные разбиения плоскости. Показано, что число таких полимино не превосходит
𝐶(𝜀)𝑛4(𝜔+𝜀)𝑛, где 𝜔 - константа связности квадратной решетки Z2. Известно, что 𝜔 < 2.7.
Подобные оценки получены также в случае, когда фиксирован периметр, а не площадь
полимино. Кроме того, аналогичная оценка справедлива и для числа самих изоэдральных
разбиений плоскости при дополнительном условии регулярности разбиений.

Ранее аналогичные результаты были получены в случае решетчатых разбиений плос-
кости на полимино, для так называемых 𝑝2-разбиений, а также для решетчатых разбиений
на центрально-симметричные полимино.

Доказательство основано на критерии существования изоэдрального разбиения плос-
кости на полимино, полученного Лангерманом и Винслоу, а также на подсчете числа са-
монепересекающихся случайных блужданий на решетке Z2, как стандартных, так и обла-
дающих заданной группой симметрии.

В заключении кратко обсуждаются возможные направления дальнейших исследований
и некоторые открытые проблемы.

Ключевые слова: полимино, изоэдральные полимино, разбиения плоскости, критерии
изоэдральности.
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Abstract

A polyomino is a connected figure on a plane composed from a finite number of unit squares
adjacent to each other on the sides. A tiling of a plane into polyominoes is called isohedral if the
symmetry group acts transitively on it, that is, if for any two polyominoes of the tiling there is
a global symmetry of the tiling that moves one polyomino into the second.

The paper considers the problem of counting the number of polyominoes of area 𝑛 that
generate isohedral tilings of the plane. It is shown that the number of such polyominoes does
not exceed 𝐶(𝜀)𝑛4(𝜔 + 𝜀)𝑛, where 𝜔 is the connective constant of the square lattice Z2. It is
known that 𝜔 < 2.7. Similar estimates were also obtained in the case where the perimeter rather
than the area of the polyomino is fixed. In addition, a similar estimate is valid for the number
of isohedral tilings of the plane themselves under the additional condition of regularity of the
tilings

Previously, similar results were obtained in the case of lattice tilings of the plane into
polyominoes, for the so-called 𝑝2-tiditgs splits, as well as for lattice tilings into centrally
symmetric polyominoes.

The proof is based on the criteria for the existence of an isohedral tiling of the plane into
polyominoes obtained by Langerman and Winslow, as well as on counting the number of self-
avoiding random walks on the lattice Z2, both standard and with a given symmetry group.

In conclusion, possible directions for further research and some open problems are briefly
discussed.
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1. Введение

Полимино, как известно, представляет собой фигуру на плоскости, составленную из конеч-
ного числа единичных квадратов (клеток), которая сильно связна, то есть из любой клетки в
любую другую клетку этого полимино можно попасть, переходя по общим сторонам смежных
клеток.

Это понятие и сам термин полимино были введены в 1953 году С. В. Голомбом [1], [2].
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Среди многочисленных задач, связанных с полимино, практически сразу начали изучаться
задачи, связанные с разбиениями плоскости на полимино. В частности, еще Гарднером [3]
перечислены все полимино, разбивающие плоскость, с числом клеток, не превосходящим семи.

Исследования, посвященные разбиениям плоскости на полимино, можно условно разделить
на следующие группы:

1) Перечисление полимино с малым числом клеток, разбивающих плоскость [4], [6], [5] [7].
2) Изучение числа различных разбиений плоскости на одно полимино [8], [9].
3) Алгоритмы перечисления специальных разбиений плоскости на полимино [10], [11], [12],

[13].
4) Алгоритмы, проверяющие существание разбиений плоскости на полимино [14], [15], [16],

[17], [18].
5) Оценки и асимптотические формулы для числа специальных разбиений плоскости на

полимино [19], [20], [21], [22], [23].
Разумеется, приведенный список не претендует на полноту.
Отметим, что в настоящее время неизвестно ни одного алгоритма, позволяющего опреде-

лить, дает ли заданное полимино разбиение плоскости [24]. Поэтому наибольший интерес в
настоящее время сконцентрирован на изучении специальных классов разбиений плоскости на
полимино, таких как решетчатые, 𝑝2- и 𝑝4-разбиения, а также изоэдральные разбиения.

Напомним, что разбиение плоскости называется изоэдральным, если для любых двух тай-
лов разбиения существует глобальная симметрия разбиения, переводящая один тайл во вто-
рой.

Впервые изоэдральные разбиения были упомянуты еще Гильбертом [25]. Интерес к изоэд-
ральным разбиением вызван тем, что они представляют собой наиболее обширный из подда-
ющихся изучению класс разбиений, а также в связи с их важностью для кристаллографии.

Классификация изоэдрадьных разбиений обычно приписывается Грюнбауму и Шеппарду
[26], хотя фактически она была получена еще Хеешем и Кинцлом [27]. В [27] содержится так-
же критерий, позволяющий выяснить, порождает ли заданная фигура изоэдральное разбиение
плоскости. Интересно, что многие частные случаи этого критерии многократно переоткрыва-
лись впоследствии. Наиболее яркий пример - знаменитый критерий Конвея [3], [28]. В случае
полимино критерий из [27] может быть значительно упрощен, так как не все группы симмет-
рий реализуются в разбиениях плоскости на полимино. В частности, разбиение плоскости на
полимино не может иметь поворотной симметрии третьего и шестого порядков. Данное упро-
щение позволило построить эффективные алгоритмы, позволяющие выяснить, порождает ли
заданное полимино изоэдральное разбиение плоскости [17], [18].

Будем называть полимино изоэдральным, если оно порождает хотя бы одно изоэдральное
разбиение плоскости. В настоящей работе мы на основе критерия из [18] получим оценку для
числа изоэдральных полимино из 𝑛 клеток.

Теорема 1. Пусть 𝑇 (𝑛) — общее число изоэдральных полимино площади 𝑛. Тогда

𝑇 (𝑛) ≪𝜀 (2, 7 + 𝜀)𝑛𝑛4.

Запись
𝑓(𝑛) ≪𝜀 𝑔𝜀(𝑛),

означает, что существует 𝐶(𝜀) такая, что 𝑓(𝑛) ⩽ 𝐶(𝜀)𝑔𝜀(𝑛) для всех 𝑛. Здесь 𝑓(𝑛) — некоторая
функция, 𝑔𝜀(𝑛) — семейство функций, зависящих от 𝜀.

2. Некоторые вспомогательные результаты

В данном разделе мы изложим некоторые вспомогательные результаты о числе несамопе-
ресекающихся ломаных на квадратной решетке.
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Пусть𝑚(𝑙)— число самонепересекающихся ломанных длины 𝑙 на квадратной решетке (self-
avoding walks),𝑚𝑐(𝑙) — число самонепересекающихся центрально симметричных ломаных дли-
ны 𝑙, 𝑚𝜋/2(𝑙) — число самонепересекающихся ломаных, обладающих следующим свойством:
ломаную можно разделить на две половины, каждая из которых эквивалентна другой по-
вернутой на угол 𝜋

2 (очевидно, что центры таких ломаных лежат в вершинах квадратной
решетки).

Лемма 1. Для числа 𝑚(𝑙) самонепересекающихся ломаных длины 𝑙 на квадратной ре-
шетке существует предел 𝜔 = lim

𝑙→∞
𝑙
√︀
𝑚(𝑙) [29].

Постоянную 𝜔 называют константой связности квадратной решетки Z2.

Лемма 2. Для 𝑚(𝑙) 𝜔 ⩽ 2, 7 [29].

Лемма 3. Для любого 𝜀 > 0 выполняется 𝑚(𝑙) ≪𝜀 (𝜔 + 𝜀)𝑙.

Доказательство. Из леммы 1 получаем, для любого 𝜀 > 0 существует 𝐶(𝜀) такая , что
𝑚(𝑙) ⩽ 𝐶(𝜀)(𝜔 + 𝜀)𝑙. Учитывая введенные обозначения, лемма доказана.

Самонепересекающаяся центрально симметричная ломаная полностью определяется своей
половиной. Отсюда имеем.

Лемма 4.

𝑚𝑐(𝑙) =

{︂
𝑚(𝑙/2), 𝑙 − четно;
𝑚((𝑙 + 1)/2), 𝑙 − нечетно.

Непосредственно из лемм 3 и 4 получаем.

Лемма 5. 𝑚𝑐(𝑙) ≪𝜀 (𝜔 + 𝜀)𝑙/2.

Из определения полимино, следует, что ломаная, задающая границу полимино, может из-
гибаться под углом 𝜋

2 только в вершине квадратной решетки, из чего немедленно получаем
следующее утверждение.

Лемма 6.

𝑚𝜋/2(𝑙) =

{︂
𝑚(𝑙/2), 𝑙 − четно;
0, 𝑙 − нечетно.

3. Критерий изоэдральности

В данном мы изложим критерий того, что полимино порождает изоэдральное разбиение
плоскости. Данный критерий был получен в работе [18], где он сформулирован на языке ком-
бинаторики слов. Мы будем использовать более геометрическую формулировку критерия.

Данный критерий состоит из 7 независимых критериев, каждый из которых на самом деле
отвечает за существование изоэдрального разбиения с конкретной группой симметрии.

Будем использовать обозначения 𝑣𝑖𝑣𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 6, для самонепересекающейся ломаной,
задающей часть границы полимино. Также пусть 𝑓Θ — композиция параллельного переноса
и отражения относительно горизонтальной оси, а 𝑓Φ — композиция параллельного переноса и
отражения относительно вертикальной оси.

Критерий 1. Полимино порождает изоэдральное разбиение, когда его границу можно раз-
бить на шесть частей точками 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣6, по крайней мере три из них различны,
причем существуют параллельные переносы 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 для которых 𝑠1(𝑣1) = 𝑣5, 𝑠1(𝑣2) = 𝑣4,
переводящий ломаную 𝑣1𝑣2 в ломаную 𝑣5𝑣4, 𝑠2(𝑣2) = 𝑣6, 𝑠2(𝑣3) = 𝑣5, переводящий ломаную
𝑣2𝑣3 в ломаную 𝑣6𝑣5, 𝑠3(𝑣3) = 𝑣1, 𝑠3(𝑣4) = 𝑣6, переводящий ломаную 𝑣3𝑣4 в ломаную 𝑣1𝑣6.
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Критерий 2. Полимино порождает изоэдральное разбиение, когда его границу можно раз-
бить на шесть частей точками 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣6, по крайней мере три из них различны,
причем существует параллельный перенос 𝑠4 для которого 𝑠4(𝑣1) = 𝑣5, 𝑠4(𝑣2) = 𝑣4, переводя-
щий ломаную 𝑣1𝑣2 в ломаную 𝑣5𝑣4, а ломаные 𝑣2𝑣3, 𝑣3𝑣4, 𝑣5𝑣6, 𝑣6𝑣1 центрально-симметричны.

Критерий 3. Полимино порождает изоэдральное разбиение, когда его границу можно раз-
бить на три части точками 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, причем ломаные 𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3 можно разделить на две
половины, каждая из которых эквивалентна другой повернутой на угол 𝜋

2 , а ломаная 𝑣3𝑣1
центральносимметрична.

Критерий 4. Полимино порождает изоэдральное разбиение, когда его границу можно раз-
бить на шесть частей точками 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣6, по крайней мере три из них различны,
причем существует параллельный перенос 𝑠5 для которого 𝑠5(𝑣1) = 𝑣5, 𝑠5(𝑣2) = 𝑣4, переводя-
щий ломаную 𝑣1𝑣2 в ломаную 𝑣5𝑣4, существует преобразование 𝑓Θ, для которого 𝑓Θ(𝑣2) = 𝑣4,
𝑓Θ(𝑣3) = 𝑣3, переводящее ломаную 𝑣2𝑣3 в ломаную 𝑣4𝑣3,существует преобразование 𝑓Φ, для
которого 𝑓Φ(𝑣5) = 𝑣6, 𝑓Φ1(𝑣6) = 𝑣1, переводящее ломаную 𝑣5𝑣6 в ломаную 𝑣6𝑣1.

Критерий 5. Полимино порождает изоэдральное разбиение, когда его границу можно раз-
бить на шесть частей точками 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣6, по крайней мере три из них различны,
причем существует параллельный перенос 𝑠6 для которого 𝑠6(𝑣1) = 𝑣5, 𝑠6(𝑣2) = 𝑣4, переводя-
щий ломаную 𝑣1𝑣2 в ломаную 𝑣5𝑣4, существует преобразование 𝑓Θ, для которого 𝑓Θ(𝑣2) = 𝑣1,
𝑓Θ(𝑣3) = 𝑣6, переводящее ломаную 𝑣2𝑣3 в ломаную 𝑣1𝑣6,существует преобразование 𝑓Φ, для
которого 𝑓Φ(𝑣3) = 𝑣6, 𝑓Φ(𝑣4) = 𝑣5, переводящее ломаную 𝑣3𝑣4 в ломаную 𝑣6𝑣5.

Критерий 6. Полимино порождает изоэдральное разбиение, когда его границу можно раз-
бить на шесть частей точками 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣6, по крайней мере три из них различны,
причем существует параллельный перенос 𝑠7 для которого 𝑠7(𝑣1) = 𝑣5, 𝑠7(𝑣2) = 𝑣4, перево-
дящий ломаную 𝑣1𝑣2 в ломаную 𝑣5𝑣4, ломаные 𝑣2𝑣3, 𝑣3𝑣4 — центрально-симметричны, суще-
ствует преобразование 𝑓Φ, для которого 𝑓Φ(𝑣5) = 𝑣6, 𝑓Φ(𝑣6) = 𝑣1, переводящее ломаную 𝑣5𝑣6
в ломаную 𝑣6𝑣1.

Критерий 7. Полимино порождает изоэдральное разбиение, когда его границу можно раз-
бить на шесть частей точками 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣6, причем ломаные 𝑣1𝑣2, 𝑣3𝑣4 — центрально-
симметричны, существует преобразование 𝑓Θ, для которого 𝑓Θ(𝑣2) = 𝑣5, 𝑓Θ3(𝑣3) = 𝑣6, перево-
дящее ломаную 𝑣2𝑣3 в ломаную 𝑣5𝑣6,существует преобразование 𝑓Φ, для которого 𝑓Φ(𝑣4) = 𝑣6,
𝑓Φ4(𝑣5) = 𝑣1, переводящее ломаную 𝑣4𝑣5 в ломаную 𝑣6𝑣1.

Теорема 2. Полимино является изоэдральным тогда и только тогда, когда его граница
удовлетворяет хотя бы одному из критериев 1-7.

Каждое разбиение границы из критериев 1–7 порождает разбиение плоскости. Способ
построения этого разбиения описан в [18]. Разбиение плоскости, полученное из разбие-
ния границы, удовлетворяющего 𝑖-тому критерию удобно называть разбиением 𝑖-того типа,
𝑖 = 1, 2, . . . , 7.

Замечание 1. Разбиения первого типа это решетчатые разбиения, а разбиения второго
типа это 𝑝2-разбиения. В работах [21] и [22] для числа соответствующих разбиений были
получены оценки, представленые в теоремах 3 и 4 соответственно.

Замечание 2. Если полимино обладает нетривиальной группой симметрии, то для него
может существовать разбиение границы, удовлетворяющее нескольким критериям одно-
временно. Поэтому тип разбиения, вообще говоря, определен не однозначно. Кроме того,
полимино может порождать несколько разбиений одного типа.

Замечание 3. Обычно условия критерия Конвея (критерий 2) формулируются следую-
щим образом. «Две противоположных ломаных, 𝑎 и 𝑑, - “параллельны” в том смысле, что
они конгруэнтны и находятся в одной ориентации. Каждая из четырех других ломаных 𝑏,
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𝑐, 𝑒 и 𝑓 центросимметрично; то есть они не изменяются поворотом на 180∘ вокруг средней
точки. ... Любое из шести ребер может быть пустым (несуществующим).»[30] В работе
[30] приведен контрпример (рисунок 1). На ранее опубликованные в работах [21], [22], [23]
доказательства формулировка критерия не влияет.

Рис. 1: Контрпример для критерия Конвея

4. Число изоэдральных разбиений плоскости на полимино с за-

данным полупериметром

Вначале получим оценку для числа изоэдральных полимино в терминах не площади, а
полупериметра.

Пусть 𝑡(𝑝) – число изоэдральных полимино полупериметра 𝑝. Отметим, что данное чис-
ло, очевидно, не превосходит числа разбиений изоэдральных разбиений плоскости на такие
полимино.

При этом на самом деле достаточно ограничится подсчетом числа разбиений некоторо-
го специального вида, а именно регулярных изоэдральных разбиений. Разбиение плоскости
на полимино будем называть регулярным, если любые два полимино разбиения граничат по
целому числу клеток целочисленной решетки. Известно [18], что если существует изоэдраль-
ное разбиение плоскости на полимино, то существует и регулярное изоэдральное разбиение
плоскости на то же самое полимино.

Отметим, что каждому разбиению границы полимино из критериев 1–7 соответствует неко-
торое изоэдральное разбиение плоскости на полимино. Если ломаные, определяющие разбие-
ние, состоят из отрезков единичной длины, полученное разбиение будет регулярным.

Пусть 𝑡𝑖(𝑝) – число регулярных изоэдральных разбиений типа 𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 7) на полимино
полупериметра 𝑝. Эквивалентно, 𝑡𝑖(𝑝) – число способов разбить границы всех полимино полу-
периметра 𝑝 на ломаные, состоящие из отрезков единичной длины, и удовлетворяющие 𝑖-ому
критерию.

В силу сказанного выше, выполняется неравенство

𝑡(𝑝) ≤
7∑︁
𝑖=1

𝑡𝑖(𝑝).

Наша следующая цель состоит в получении верхних оценок для 𝑡𝑖(𝑝) для всех 𝑖.
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Теорема 3. Справедливо неравенство

𝑡1(𝑝) ≪𝜀 (𝜔 + 𝜀)𝑝𝑝2. (1)

Теорема 4. Справедливо неравенство

𝑡2(𝑝) ≪𝜀 (𝜔 + 𝜀)𝑝𝑝4. (2)

Примеры разбиения границы полимино на части в случае разбиений первого и второго
типа представлены на рисунках2 и 3 соответственно. Концы ломаных, составляющих границу
полимино, здесь и далее для удобства отмечены точками.

Рис. 2: Пример полимино 1 типа

Рис. 3: Пример полимино 2 типа

Теоремы 3 и 4 доказаны в работах [21] и [22] соответственно.

Теорема 5. Справедливо неравенство

𝑡3(𝑝) ≪𝜀 (𝜔 + 𝜀)𝑝𝑝2. (3)

Доказательство.

Для полупериметра полимино, порождающего регулярное разбиение третьего типа, спра-
ведливо равенство

𝑝 =
1

2
𝑙𝑣1𝑣2 +

1

2
𝑙𝑣2𝑣3 +

1

2
𝑙𝑣3𝑣1 . (4)
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Учитывая леммы 1 — 6, имеем

𝑡3(𝑝) ⩽
∑︁

1
2
𝑙𝑣1𝑣2+

1
2
𝑙𝑣2𝑣3+

1
2
𝑙𝑣3𝑣1=𝑝

𝑚𝜋/2(𝑙𝑣1𝑣2)𝑚𝜋/2(𝑙𝑣2𝑣3)𝑚𝑐(𝑙𝑣3𝑣1) ≪𝜀

≪𝜀

∑︁
1
2
𝑙𝑣1𝑣2+

1
2
𝑙𝑣2𝑣3+

1
2
𝑙𝑣3𝑣1=𝑝

(𝜔 + 𝜀)
1
2
𝑙𝑣1𝑣2 (𝜔 + 𝜀)

1
2
𝑙𝑣2𝑣3 (𝜔 + 𝜀)

1
2
𝑙𝑣2𝑣3 ≪𝜀

≪𝜀 (𝜔 + 𝜀)𝑝
∑︁

1
2
𝑙𝑣1𝑣2+

1
2
𝑙𝑣2𝑣3+

1
2
𝑙𝑣3𝑣1=𝑝

1, (5)

где
∑︀

1
2
𝑙𝑣1𝑣2+

1
2
𝑙𝑣2𝑣3+

1
2
𝑙𝑣3𝑣1=𝑝

1 — число решений уравнения (4) и
∑︀

1
2
𝑙𝑣1𝑣2+

1
2
𝑙𝑣2𝑣3+

1
2
𝑙𝑣3𝑣1=𝑝

1 ≪𝜀 𝑝
2. Тогда

из (5) получаем (3). Теорема доказана.
Пример полимино, порождающего разбиение третьего типа, представлен на рисунке 4.

Рис. 4: Пример полимино 3 типа

Теорема 6. Справедливо неравенство

𝑡4(𝑝) ≪𝜀 (𝜔 + 𝜀)𝑝𝑝2. (6)

Доказательство.

Полупериметр полимино, порождающего разбиение четвертого типа, вычисляется как

𝑝 = 𝑙𝑣1𝑣2 + 𝑙𝑣2𝑣3 + 𝑙𝑣5𝑣6 . (7)

Учитывая леммы 1 — 4, имеем

𝑡4(𝑝) ⩽
∑︁

𝑙𝑣1𝑣2+𝑙𝑣2𝑣3+𝑙𝑣5𝑣6=𝑝

𝑚(𝑙𝑣1𝑣2)𝑚(𝑙𝑣2𝑣3)𝑚(𝑙𝑣5𝑣6) ≪𝜀

≪𝜀

∑︁
𝑙𝑣1𝑣2+𝑙𝑣2𝑣3+𝑙𝑣5𝑣6=𝑝

≪𝜀 (𝜔 + 𝜀)𝑙𝑣1𝑣2 (𝜔 + 𝜀)𝑙𝑣2𝑣3 (𝜔 + 𝜀)𝑙𝑣5𝑣6 ≪𝜀

≪𝜀 (𝜔 + 𝜀)𝑝
∑︁

𝑙𝑣1𝑣2+𝑙𝑣2𝑣3+𝑙𝑣5𝑣6=𝑝

1, (8)

где
∑︀

𝑙𝑣1𝑣2+𝑙𝑣2𝑣3+𝑙𝑣5𝑣6=𝑝

1 — число решений уравнения (7) и
∑︀

𝑙𝑣1𝑣2+𝑙𝑣2𝑣3+𝑙𝑣5𝑣6=𝑝

1 ≪𝜀 𝑝
2. Тогда из (8)

получаем (6). Теорема доказана.
Пример полимино, порождающего разбиение четвертого, типа представлен на рисунке 5.
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Рис. 5: Пример полимино 4 типа

Теорема 7. Справедливо неравенство

𝑡5(𝑝) ≪𝜀 (𝜔 + 𝜀)𝑝𝑝2. (9)

Доказательство.

Полупериметр полимино, порождающего разбиение пятого типа, равен

𝑝 = 𝑙𝑣1𝑣2 + 𝑙𝑣2𝑣3 + 𝑙𝑣3𝑣4 . (10)

Учитывая леммы 1 — 4, имеем

𝑡5(𝑝) ⩽
∑︁

𝑙𝑣1𝑣2+𝑙𝑣2𝑣3+𝑙𝑣3𝑣4=𝑝

𝑚(𝑙𝑣1𝑣2)𝑚(𝑙𝑣2𝑣3)𝑚(𝑙𝑣3𝑣4) ≪𝜀

≪𝜀

∑︁
𝑙𝑣1𝑣2+𝑙𝑣2𝑣3+𝑙𝑣3𝑣4=𝑝

(𝜔 + 𝜀)𝑙𝑣1𝑣2 (𝜔 + 𝜀)𝑙𝑣2𝑣3 (𝜔 + 𝜀)𝑙𝑣3𝑣4 ≪𝜀

≪𝜀 (𝜔 + 𝜀)𝑝
∑︁

𝑙𝑣1𝑣2+𝑙𝑣2𝑣3+𝑙𝑣3𝑣4=𝑝

1, (11)

где
∑︀

𝑙𝑣1𝑣2+𝑙𝑣2𝑣3+𝑙𝑣3𝑣4=𝑝

1 — число решений уравнения (10) и
∑︀

𝑙𝑣1𝑣2+𝑙𝑣2𝑣3+𝑙𝑣3𝑣4=𝑝

1 ≪𝜀 𝑝
2. Тогда из

(11) получаем (9). Теорема доказана.
Пример полимино, порождающего разбиение пятого типа, представлен на рисунке 6.

Теорема 8. Справедливо неравенство

𝑡6(𝑝) ≪𝜀 (𝜔 + 𝜀)𝑝𝑝3. (12)

Доказательство.

Полупериметр полимино, порождающего разбиение шестого типа, равен

𝑝 = 𝑙𝑣1𝑣2 +
1

2
𝑙𝑣2𝑣3 +

1

2
𝑙𝑣3𝑣4 + 𝑙𝑣5𝑣6 . (13)
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Рис. 6: Пример полимино 5 типа

Учитывая леммы 1 — 5, имеем

𝑡6(𝑝) ⩽
∑︁

𝑙𝑣1𝑣2+
1
2
𝑙𝑣2𝑣3+

1
2
𝑙𝑣3𝑣4+𝑙𝑣5𝑣6=𝑝

𝑚(𝑙𝑣1𝑣2)𝑚𝑐(𝑙𝑣2𝑣3)𝑚𝑐(𝑙𝑣3𝑣4)𝑚(𝑙𝑣5𝑣6) ≪𝜀

≪𝜀

∑︁
𝑙𝑣1𝑣2+

1
2
𝑙𝑣2𝑣3+

1
2
𝑙𝑣3𝑣4+𝑙𝑣5𝑣6=𝑝

(𝜔 + 𝜀)𝑙𝑣1𝑣2 (𝜔 + 𝜀)
1
2
𝑙𝑣2𝑣3 (𝜔 + 𝜀)

1
2
𝑙𝑣3𝑣4 (𝜔 + 𝜀)𝑙𝑣5𝑣6 ≪𝜀

≪𝜀 (𝜔 + 𝜀)𝑝
∑︁

𝑙𝑣1𝑣2+
1
2
𝑙𝑣2𝑣3+

1
2
𝑙𝑣3𝑣4+𝑙𝑣5𝑣6=𝑝

1, (14)

где
∑︀

𝑙𝑣1𝑣2+
1
2
𝑙𝑣2𝑣3+

1
2
𝑙𝑣3𝑣4+𝑙𝑣5𝑣6=𝑝

1 — число решений уравнения (13) и

∑︁
𝑙𝑣1𝑣2+

1
2
𝑙𝑣2𝑣3+

1
2
𝑙𝑣3𝑣4+𝑙𝑣5𝑣6=𝑝

1 ≪𝜀 𝑝
3.

Тогда из (14) получаем (12). Теорема доказана.
Пример полимино, порождающего разбиение шестого типа, представлен на рисунке 7.

Рис. 7: Пример полимино 6 типа
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Теорема 9. Справедливо неравенство

𝑡7(𝑝) ≪𝜀 (𝜔 + 𝜀)𝑝𝑝3. (15)

Доказательство.

Полупериметр полимино, порождающего разбиение седьмого типа, равен

𝑝 =
1

2
𝑙𝑣1𝑣2 + 𝑙𝑣2𝑣3 +

1

2
𝑙𝑣3𝑣4 + 𝑙𝑣4𝑣5 . (16)

Учитывая леммы 1 — 5, имеем

𝑡7(𝑝) ⩽
∑︁

1
2
𝑙𝑣1𝑣2+𝑙𝑣2𝑣3+

1
2
𝑙𝑣3𝑣4+𝑙𝑣4𝑣5=𝑝

𝑚𝑐(𝑙𝑣1𝑣2)𝑚(𝑙𝑣2𝑣3)𝑚𝑐(𝑙𝑣3𝑣4)𝑚(𝑙𝑣4𝑣5) ≪𝜀

≪𝜀

∑︁
1
2
𝑙𝑣1𝑣2+𝑙𝑣2𝑣3+

1
2
𝑙𝑣3𝑣4+𝑙𝑣4𝑣5=𝑝

(𝜔 + 𝜀)
1
2
𝑙𝑣1𝑣2 (𝜔 + 𝜀)𝑙𝑣2𝑣3 (𝜔 + 𝜀)

1
2
𝑙𝑣3𝑣4 (𝜔 + 𝜀)𝑙𝑣4𝑣5 ≪𝜀

≪𝜀 (𝜔 + 𝜀)𝑝
∑︁

1
2
𝑙𝑣1𝑣2+𝑙𝑣2𝑣3+

1
2
𝑙𝑣3𝑣4+𝑙𝑣4𝑣5=𝑝

1, (17)

где
∑︀

1
2
𝑙𝑣1𝑣2+𝑙𝑣2𝑣3+

1
2
𝑙𝑣3𝑣4+𝑙𝑣4𝑣5=𝑝

1 — число решений уравнения (16) и

∑︁
1
2
𝑙𝑣1𝑣2+𝑙𝑣2𝑣3+

1
2
𝑙𝑣3𝑣4+𝑙𝑣4𝑣5=𝑝

1 ≪𝜀 𝑝
3.

Тогда из (17) получаем (15). Теорема доказана.
Пример полимино, порождающего разбиение седьмого типа, представлен на рисунке 8.

Рис. 8: Пример полимино 7 типа

5. Результаты

Обобщим результаты теорем 3 — 9.

Теорема 10. Пусть 𝑡𝑖(𝑝) — число регулярных изоэдральных разбиений плоскости на
полимино типа 𝑖 с полупериметром 𝑝, 𝑖 = 1, 2, . . . , 7. Верхняя оценка числа таких разбиений
для каждого типа полимино определяется одним из неравенств⎧⎨⎩

𝑡𝑖(𝑝) ≪𝜀 (𝜔 + 𝜀)𝑝𝑝2, при 𝑖 = 1, 3, 4, 5;
𝑡𝑖(𝑝) ≪𝜀 (𝜔 + 𝜀)𝑝𝑝4, при 𝑖 = 2;
𝑡𝑖(𝑝) ≪𝜀 (𝜔 + 𝜀)𝑝𝑝3, при 𝑖 = 6, 7.

(18)
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Таким образом для числа изоэдральных полимино заданного полупериметра имеем оценку

𝑡(𝑝) ≪𝜀 (𝜔 + 𝜀)𝑝𝑝4.

Данная оценка справедлива также для числа регулярных изоэдральных разбиений плоскости
на полимино заданного полупериметра.

Перейдем к площади. Справедлива следующая теорема.

Теорема 11. Пусть 𝑇𝑖(𝑛) — число регулярных изоэдральных разбиений плоскости на по-
лимино типа 𝑖 площади 𝑛, 𝑖 = 1, 2, . . . , 7. Верхняя оценка числа таких разбиений для каждого
типа полимино определяется одним из неравенств⎧⎨⎩

𝑇𝑖(𝑛) ≪𝜀 (𝜔 + 𝜀)𝑛𝑛2, при 𝑖 = 1, 3, 4, 5;
𝑇𝑖(𝑛) ≪𝜀 (𝜔 + 𝜀)𝑛𝑛4, при 𝑖 = 2;
𝑇𝑖(𝑛) ≪𝜀 (𝜔 + 𝜀)𝑛𝑛3, при 𝑖 = 6, 7.

(19)

Доказательство. Оценки для разбиений порожденных полимино первого и второго
типа получены в работах [21] и [22].

Методом математической индукции можно получить неравенство связывающее полупери-
метр 𝑝 полимино и его площадь 𝑛: 2𝑝 ⩽ 2𝑛 + 2. Тогда для получения верхней оценки числа
изоэдральных разбиений плоскости на полимино заданной площади 𝑇 (𝑛) просуммируем оцен-
ки (18) для случаев 1, 3, 4 и 5, полученные для числа изоэдральных разбиений на полимино с

полупериметром 𝑝 от 1 до 𝑛+ 1: 𝑇𝑖(𝑛) ⩽
𝑛+1∑︀
1
𝑡(𝑝) ≪𝜀

𝑛+1∑︀
1
(𝜔+ 𝜀)𝑝𝑝2. Заменяя последнюю сумму

на интеграл
𝑛+2∫︀
1

𝐶(𝜀)(𝜔 + 𝜀)𝑥𝑥2𝑑𝑥 и учитывая, что
∫︀
𝑥2𝑒𝑎𝑥𝑑𝑥 = 𝑒𝑎𝑥(𝑥

2

𝑎 − 2𝑥
𝑎2

+ 2
𝑎3
), получаем

𝑇𝑖(𝑛) ≪𝜀 (𝜔 + 𝜀)𝑛𝑛2. (20)

Для случаев 6, 7 просуммируем оценки (18) от 1 до 𝑛+1: 𝑇𝑖(𝑛)⩽
𝑛+1∑︀
1
𝑡(𝑝)≪𝜀

𝑛+1∑︀
1

≪𝜀 (𝜔+𝜀)
𝑝𝑝3.

Заменяя последнюю сумму на интеграл
𝑛+2∫︀
1

𝐶(𝜀)(𝜔 + 𝜀)𝑥𝑥3𝑑𝑥 и учитывая, что
∫︀
𝑥3𝑒𝑎𝑥𝑑𝑥 =

= 𝑒𝑎𝑥(𝑥
3

𝑎 − 3𝑥2

𝑎2
+ 6𝑥

𝑎3
− 6

𝑎4
), получаем

𝑇𝑖(𝑛) ≪𝜀 (𝜔 + 𝜀)𝑛𝑛3. (21)

Для случая 2 просуммируем оценки (18) от 1 до 𝑛 + 1: 𝑇𝑖(𝑛) ⩽
𝑛+1∑︀
1
𝑡(𝑝) ≪𝜀

𝑛+1∑︀
1
(𝜔 + 𝜀)𝑝𝑝4.

Заменяя последнюю сумму на интеграл
𝑛+2∫︀
1

𝐶(𝜀)(𝜔 + 𝜀)𝑥𝑥4𝑑𝑥 и учитывая
∫︀
𝑥4𝑒𝑎𝑥𝑑𝑥 =

= 𝑒𝑎𝑥(𝑥
4

𝑎 − 4𝑥3

𝑎2
+ 12𝑥2

𝑎3
− 24𝑥

𝑎4
+ 24

𝑎5
), получаем

𝑇𝑖(𝑛) ≪𝜀 (𝜔 + 𝜀)𝑛𝑛4. (22)

Обобщив формулы (20) — (22), получим (19). Теорема доказана.
Окончательно имеем следующее утверждение.

Теорема 12. Пусть 𝑇 (𝑛) — общее число изоэдральных полимино площади 𝑛. Верхняя
оценка общего числа таких разбиений определяется неравенством

𝑇 (𝑛) ≪𝜀 (𝜔 + 𝜀)𝑛𝑛4. (23)
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Доказательство. Результат немедленно вытекает из предыдущей теоремы и неравен-
ства

𝑇 (𝑛) ⩽
7∑︁
𝑖=1

𝑇𝑖(𝑛).

Отметим, что аналогичная оценка также имеет место для числа регулярных изоэдральных
разбиений плоскости на полимино площади 𝑛.

6. Заключение

В работе получена оценка для числа 𝑇 (𝑛) полимино, порождающих изоэдральные раз-
биения плоскости. Эта оценка имеет порядок 𝐶(𝜀)𝑛4(𝜔 + 𝜀)𝑛. Близкие по порядку (точнее
отличающиеся на полиномиальный множитель) оценки ранее были получены Шутовым и Ко-
ломейкиной для более узких классов разбиений. Отметим, что лучшая на данный момент
нижняя оценка для 𝑇 (𝑛) получена в работе [21] и имеет порядок 𝑇 (𝑛) ≥ 𝑐2𝑛. Было бы крайне
интересно преодолеть или хотя бы уменьшить разрыв между верхней и нижней оценкой, од-
нако эта задача представляется крайне сложной и требующей привлечения принципиально
новых идей.

Еще более сложной представляется задача расширения результатов работы на другие клас-
сы разбиений. В частности, известны примеры так называемых анизоэдральных полимино, то
есть полимино, порождающих исключительно неизоэдральные разбиения плоскости, однако
не известно каких-либо достаточно общих критериев существования таких разбиений. Также
остается открытым вопрос о существовании полимино, порождающего только непериодиче-
ские разбиения плоскости.

Более перспективной представляется задача обобщения представленных результатов на
полигексы и полиамонды, то есть на фигуры, составленные из правильных шестиугольников
и треугольников.
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