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1. Введение и постановка задачи

Основной результат этой работы, теорема 2, приведенная ниже, был предложен с помо-
щью компьютерных расчетов, выполненных Али Дибом (dib_a@spbstu.ru), Высшая школа
управления кибер-физическими системами, Институт компьютерных наук и кибербезопасно-
сти, Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого (СПбПУ).

Проблема представления целого положительного числа в виде суммы трёх целых квадра-
тов решается следующей теоремой Лежандра ([2], ст. 47).

Теорема 1. (Лежандр) Пусть 𝑚 — целое положительное число. Уравнение

𝑚 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

имеет решение в 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ Z если и только если 𝑚 удовлетворяет условию

𝑚 ̸= 4𝑎(8𝑏+ 7); 𝑎, 𝑏 ∈ Z, 𝑎, 𝑏 ≥ 0.

Мы обобщим этот классический результат, рассматривая представления двух натуральных
чисел в виде сумм трех квадратов, так что эти два представления имели общий квадрат.

Т.е. мы рассматриваем решения системы

𝑚 = 𝑎2 + 𝑏21 + 𝑐21,

𝑚′ = 𝑎2 + 𝑏22 + 𝑐22 (1)

в целых числах 𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐1, 𝑐2.
Для удобства будем называть целые числа, представимые в виде суммы трёх квадратов,

Лежандровыми.
Кроме того, мы заключаем следующее полезное соглашение: мы говорим, что две пары

целых чисел (𝑚1,𝑚
′
1) и (𝑚2,𝑚

′
2) сравнимы по модулю целого числа 𝑛, если либо

𝑚1 ≡ 𝑚2mod𝑛, 𝑚′
1 ≡ 𝑚′

2mod𝑛,

или

𝑚1 ≡ 𝑚′
2mod𝑛, 𝑚′

1 ≡ 𝑚2mod𝑛.

Наш основной результат - следующая теорема.
Теорема 2. Пусть 𝑚,𝑚′ ∈ Z — пара Лежандровых положительных целых чисел.

Система

𝑞2𝑚 = 𝑎2 + 𝑏21 + 𝑐21,

𝑞2𝑚′ = 𝑎2 + 𝑏22 + 𝑐22 (2)

имеет решение в положительных 𝑞, 𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐1, 𝑐2 тогда и только тогда, когда пара (𝑚,𝑚′)
не сравнима с (0, 3) или (3, 4) по модулю 8 и не сравнима ни с одной из пар

(0, 3 · 2𝑘−3),

(0, 3 · 2𝑘−2),

(0, 7 · 2𝑘−3),

(2𝑘−3, 3 · 2𝑘−2),

(5 · 2𝑘−3, 3 · 2𝑘−2)
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по модулю 2𝑘, для любого четного целого 𝑘 ≥ 4.
Более того, существует решение системы (2) такое, что 𝑞 нечетно и взаимно просто с 𝑎.
План доказательства следующий.
Рассматриваем систему (1) в рациональных числах 𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐1, 𝑐2.
Сначала мы покажем, что для любой пары (𝑚,𝑚′), система (1) имеет нетривиалньое ре-

шение в кольце Z/𝑝Z для любого простого числа 𝑝.
Потом мы покажем, что для любой пары (𝑚,𝑚′), система (1) имеет нетривиалньое решение

в кольце Z/𝑝𝑘Z для любого нечетного простого числа 𝑝 и любого целого числа 𝑘 > 1.
Затем мы покажем, что если 𝑣2(gcd(𝑚,𝑚′)) ≤ 1, то система (1) имеет нетривиалньое реше-

ние в кольце Z/2𝑘Z для любого целого числа 𝑘 > 1 тогда и только тогда, тогда пара (𝑚,𝑚′)
удовлетворяет условиям теоремы 2.

Из этого получим условия нетривиальной разрешимости системы (1) в 𝑝−адических полях
Q𝑝 при 𝑣2(gcd(𝑚,𝑚′)) ≤ 1, и, поскольку разрешимость в R очевидна, мы используем форму
локально-глобального принципа Хассе ([5], ст. 22, теорема 3.2) для перехода к решениям си-
стемы (1) в Q, при 𝑣2(gcd(𝑚,𝑚′)) ≤ 1.

После этого, мы используем теорему Давенпорта-Касселса ([2], ст. 46) для перехода от
решений системы (1) к решениям системы (2), при 𝑣2(gcd(𝑚,𝑚′)) ≤ 1.

Наконец, воспользуемся леммой для перехода от решений системы (2) в случай, когда
𝑣2(gcd(𝑚,𝑚

′)) ≤ 1 к решениям системы (2) в общем случае.

2. Задача по модулю простого числа

Пусть 𝑝 — некоторое простое число. Мы рассматриваем систему

𝑡2 + 𝑥2 + 𝑦2 ≡ 𝑚mod𝑝,

𝑡2 + 𝑧2 + 𝑤2 ≡ 𝑚′mod𝑝, (3)

в 𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 ∈ Z/𝑝Z.
Покажем, что (3) разрешимо для всех 𝑚,𝑚′.
Разрешимость (3) в случае 𝑝 = 2 тривиальна, а 0 нетривиально представляется как 0 ≡ 1+1

mod 2. Поэтому предположим, что 𝑝 > 2.
Лемма 1. Если 𝑚 ̸≡ 0mod𝑝, то сравнение

𝑥2 + 𝑦2 ≡ 𝑚mod𝑝 (4)

разрешима.

Доказательство. Если 𝑚 — квадратичный вычет по модулю 𝑝, то можно взять 𝑦 = 0.
Предположим, что 𝑚 — квадратичный невычет.

Пусть 𝑄1 = {𝑞𝑖}
𝑝−1
2

𝑖=1 — множество квадратичных вычетов по модулю 𝑝.

Покажем, что множество 𝑄2 = {𝑞𝑖+1}
𝑝−1
2

𝑖=1 содержит хотя бы один квадратичный невычет.
Действительно, если 𝑄2 не содержит квадратичных невычетов, то 𝑄2 = 𝑄1, и мы можем

рассматривать элементы 𝑄2 как перестановку элементов 𝑄1.
Рассмотрим цикл перестановки, содержащей элемент 𝑞1

𝑞𝑖+1 ≡ 𝑞𝑖 + 1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1, 𝑞1 ≡ 𝑞𝑘 + 1,

для некоторого 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝−1
2 .

Однако это дает, что

𝑞1 ≡ 𝑞𝑘 + 1 ≡ 𝑞𝑘−1 + 2 ≡ · · · ≡ 𝑞1 + 𝑘 =⇒ 𝑘 ≡ 0mod𝑝,
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что является противоречием.
Следовательно, множество 𝑄2 содержит некоторый квадратичный невычет 𝑟, скажем с

𝑟 = 𝑞 + 1 = 𝑟2 + 1, (5)

для некоторого 𝑟.
Пусть 𝑔 — примитивный корень по модулю 𝑝. Поскольку 𝑚 и 𝑟 — квадратичные невычеты,

мы можем написать

𝑚 ≡ 𝑔2𝑎+1, 𝑟 ≡ 𝑔2𝑏+1, (6)

для некоторых 0 ≤ 𝑎, 𝑏 ≤ 𝑝−3
2 .

Из (5) и (6) мы видим, что

𝑚 ≡ 𝑟𝑔2(𝑎−𝑏) ≡ 𝑟2𝑔2(𝑎−𝑏) + 𝑔2(𝑎−𝑏) ≡ 𝑥2 + 𝑦2.

2

Теперь докажем основной результат данного раздела.
Теорема 3. Система (3) разрешима для всех 𝑚,𝑚′.

Доказательство. Если 𝑚,𝑚′ ̸≡ 0mod𝑝, то берем 𝑡 = 0, и теорема следует из леммы 1.
Если, скажем, 𝑚′ ≡ 0, то берем 𝑡 ̸= 0 такой, что 𝑡2 ̸≡ 𝑚, и теорема опять следует из леммы

1. 2

3. Задача по модулю степени нечетного простого числа

Пусть 𝑝 — нечетное простое число, а 𝑘 ≥ 2 — целое число. Мы рассматриваем систему

𝑡2 + 𝑥2 + 𝑦2 ≡ 𝑚mod𝑝𝑘,

𝑡2 + 𝑧2 + 𝑤2 ≡ 𝑚′mod𝑝𝑘, (7)

в 𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 ∈ Z/𝑝𝑘Z.
Покажем, что (7) разрешимо для всех 𝑚,𝑚′.
Теорема 4. Система (7) разрешима для всех 𝑚,𝑚′.

Доказательство. Будем действовать индукцией по 𝑘. Случай 𝑘 = 1 доказанно в теореме 3.
Предположим сначала, что 𝑚,𝑚′ ̸≡ 0mod𝑝. Доказательство теоремы 3 показало, что в

этом случае при 𝑘 = 1 система (7) разрешима при 𝑡 = 0.
По индукции мы предполагаем, что это верно по модулю 𝑝𝑘−1, так что

𝑥2 + 𝑦2 ≡ 𝑚mod𝑝𝑘−1 =⇒ 𝑥2 + 𝑦2 ≡ 𝑚+ 𝑟𝑝𝑘−1mod𝑝𝑘; 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑝− 1, (8)

где, поскольку 𝑚 ̸≡ 0mod𝑝, мы можем считать, что 𝑥 ̸≡ 0mod𝑝.
Следовательно, пусть 𝑟 — единственное решение сравнения

2𝑥𝑟 ≡ −𝑟mod𝑝.

Тогда согласно (8) имеем

(𝑥+ 𝑟𝑝𝑘−1)2 + 𝑦2 ≡ 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥𝑟𝑝𝑘−1 ≡ 𝑚mod𝑝𝑘,

что завершает индукцию в этом случае и показывает, как и при доказательстве теоремы
3, что система (7) разрешима с 𝑡 = 0, если 𝑚,𝑚′ ̸≡ 0mod𝑝.

Предположим теперь, что 𝑚 ̸≡ 0mod𝑝,𝑚′ ≡ 0mod𝑝. Мы выбираем любой 𝑡 ̸≡ 0mod𝑝 такой,
что 𝑡2 ̸≡ 𝑚mod𝑝, и рассматриваем эквивалентную систему
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𝑥2 + 𝑦2 ≡ 𝑚− 𝑡2mod𝑝𝑘,

𝑧2 + 𝑤2 ≡ 𝑚′ − 𝑡2mod𝑝𝑘, (9)

в 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤.
По определению 𝑡 мы знаем, что

𝑚′ − 𝑡2 ̸≡ 0mod𝑝, 𝑚− 𝑡2 ̸≡ 0mod𝑝

и, таким образом, решение (9) сводится к предыдущему случаю.
Наконец, доказательство случая 𝑚,𝑚′ ≡ 0mod𝑝 полностью аналогично доказательству

предыдущего случая, надо только выбирать любое 𝑡 ̸≡ 0mod𝑝. 2

4. Задача по модулю степени 2

Пусть 𝑘 ≥ 1 — целое число. Мы рассматриваем систему

𝑡2 + 𝑥2 + 𝑦2 ≡ 𝑚mod2𝑘,

𝑡2 + 𝑧2 + 𝑤2 ≡ 𝑚′mod2𝑘, (10)

в 𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 ∈ Z/2𝑘Z.
В этом разделе мы будем предполагать, что 𝑚,𝑚′ — Лежандровые целые числа, и что

𝑣2(gcd(𝑚,𝑚
′)) ≤ 1.

Случай 𝑘 = 1 тривиален (он был рассмотрен в начале раздела 2), и нетрудно видеть, что
при 𝑘 = 2 система (10) разрешима для всех (𝑚,𝑚′), не сравнимых с (0, 3) по модулю 4.

В дальнейшем мы будем обозначать 𝑚0 и 𝑚1 соответствующие приведения 𝑚 и 𝑚′ по
модулю 2𝑘−1 и будем рассматривать приведение (10) по модулю 2𝑘−1:

𝑡2 + 𝑥2 + 𝑦2 ≡ 𝑚0mod2𝑘−1,

𝑡2 + 𝑧2 + 𝑤2 ≡ 𝑚1mod2𝑘−1. (11)

Если (11) имеет решение, то можем записать (10) в виде

𝑡2 + 𝑥2 + 𝑦2 ≡ 𝑚0 + 𝑟2𝑘−1mod2𝑘,

𝑡2 + 𝑧2 + 𝑤2 ≡ 𝑚1 + 𝑠2𝑘−1mod2𝑘, (12)

где 𝑟, 𝑠 ∈ {0, 1}.
Всего существует четыре возможных пар (𝑟, 𝑠), и основная идея, лежащая в основе данного

раздела, заключается в том, что решение (11) дает решение (12) ровно для одной пары (𝑟, 𝑠),
и мы хотим использовать это решение (12) для перехода к соответствующим решениям (12)
для трех оставшихся пар (𝑟, 𝑠).

При необходимости, сделав замена переменных

𝑚0 → 𝑚0 + 2𝑘−1, 𝑚1 → 𝑚1 + 2𝑘−1,

можно считать, что данное решение всегда имеет 𝑟 = 𝑠 = 0.
Для любой компоненты 𝑢 с

𝑣2(𝑢) <
𝑘 − 3

2
, (13)

замена переменных
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𝑢′ = 𝑢+ 2𝑘−𝑣2(𝑢)−2

дает

𝑢′2 ≡ 𝑢2 + 2𝑘−1mod2𝑘.

Кроме того, если

𝑘 нечетно, 𝑣2(𝑢) >
𝑘 − 3

2
, (14)

тогда замена переменных

𝑢′ = 𝑢+ 2
𝑘−1
2

дает

𝑢′2 ≡ 𝑢2 + 2𝑘−1mod2𝑘.

Компоненты, удовлетворяющие (13) или (14), мы называем поднимаемыми компонентами.
Решение (12) назовем применимым, если хотя бы одна из 𝑡, 𝑥, 𝑦 и одна из 𝑡, 𝑧, 𝑤 поднимае-

мы, а если 𝑡 поднимаемый, то существует еще один поднимаемый компонент, кроме 𝑡.
Определим для поднимаемого вычета 𝑢

𝜓(𝑢) =

{︃
𝑘 − 𝑣2(𝑢)− 2 если 𝑢 удовлетворяет (13),
𝑘−1
2 если 𝑢 удовлетворяет (14).

Предложение 1. Если существует применимое решение (12) для 𝑟 = 𝑠 = 0, то существует
решение (12) для любой пары (𝑟, 𝑠) ∈ 𝐽 .

Доказательство. Если 𝑢0, 𝑢1 ∈ {𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤} — разные поднимаемые компоненты данного
решения (12), то замена переменных

𝑢′0 = 𝑢0 + 𝜖02
𝜓(𝑢0), 𝑢′1 = 𝑢1 + 𝜖12

𝜓(𝑢1), (15)

гдк 𝜖0, 𝜖1 означают либо 0, либо 1, если фиксировать остальные компоненты, как легко
видеть, дает решения (12) для различных пар (𝑟, 𝑠) ∈ 𝐽 при вариациях значений 𝜖0, 𝜖1 ∈ {0, 1}.
2

Лемма 2. Если 𝑚,𝑚′ нечетны, то (10) разрешимо.

Доказательство. Мы индуктивно покажем, что существует решение (10) с нечетными 𝑥 и
𝑧 и, следовательно, поднимаемыми.

При 𝑘 = 3 это можно проверить вычислительно.
Предположим, что это справедливо для 𝑘−1, так что (11), а значит, и (12), имеют решение

с 𝑥 и 𝑧 нечетными.
Замена переменных в (15) при 𝑢0 = 𝑥, 𝑢1 = 𝑧 дает решения (12) для остальных пар

(𝑟, 𝑠) ∈ 𝐽 , а 𝑢′0, 𝑢
′
1 остаются нечетными для всех значений 𝜖0, 𝜖1. 2

Предложение 2. Пусть 𝑘 ≥ 3. Нечетный вычет 𝑢 ∈ Z/2𝑘Z является квадратичным вы-

четом тогда и только тогда, когда 𝑢 ≡ 1mod8.

Доказательство. Обратное утверждение очевидное из того факта, что 1 — единственный
нечетный квадратичный вычет по модулю 8.

Для прямого утверждения, мы знаем, что 𝑢 может быть выражен однозначно как

𝑢 ≡ (−1)
𝑢−1
2 5ℎ(𝑢); 0 ≤ ℎ(𝑢) < 2𝑘−2.
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Следовательно, несложно увидеть, что 𝑢 является квадратичным вычетом тогда и только
тогда, когда 𝑢−1

2 и ℎ(𝑢) четны, что дает ровно 2𝑘−3 = 2𝑘

8 квадратичных вычетов, и с учетом
обратной импликации отсюда следует, что любой 𝑢 ≡ 1mod8 является квадратичным вычетом.
2

Предложение 3. Если существует решение (12) при 𝑟 = 𝑠 = 0 с хотя одним из 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤
нечётным, то существует решение (12) для любой пары (𝑟, 𝑠) ∈ 𝐽 .
Доказательство. Без ограничения общности предположим, что 𝑥 нечетно. Это позволяет
перейти к решению (12) при 𝑟 = 1 при фиксировании 𝑠, применив замену переменных в (15)
с 𝑢0 = 𝑧, без 𝑢1.

Следовательно, нам достаточно найти решения уравнения (12) для 𝑠 = 1, поскольку мы
можем перейти между решениям для 𝑟 = 0 и 𝑟 = 1, сохраняя при этом 𝑠 фиксированным, как
было только что показано.

Если бы одно из 𝑡, 𝑧, 𝑤 было поднимаемым, то у нас было бы применимое решение, и
предложение следует из предложения 1.

Поэтому предположим, что ни один из 𝑡, 𝑧, 𝑤 не поднимаемый. Рассматриваем два случая.
Случай 1. 𝑘 четно:
Тогда 𝑡2, 𝑧2, 𝑤2 ∈ {0, 2𝑘−2} и, следовательно, 𝑚1 ∈ {0, 2𝑘−2, 2𝑘−1, 3 · 2𝑘−2}, что дает

𝑚1 + 2𝑘−1 ∈ {0, 2𝑘−2, 2𝑘−1, 3 · 2𝑘−2}.

Следовательно, мы всегда можем взять 𝑡2 = 0 или 𝑡2 = 2𝑘−2 в представлении 𝑚1+2𝑘−1, и,
таким образом, решение (12) для 𝑠 = 1 всегда можно найти либо взяв 𝑧′ = 𝑧, если 𝑡2 = 0, либо

𝑧′2 ≡ 𝑧2 − 2𝑘−2mod2𝑘

если 𝑡2 = 2𝑘−2, что возможно по предложению 2, поскольку имеем 𝑧2−2𝑘−2 ≡ 𝑧2 ≡ 1mod8,
так как 𝑘 ≥ 5 и 𝑧 нечетно.

Случай 2. 𝑘 нечетно:
Тогда 𝑡2 = 𝑧2 = 𝑤2 = 2𝑘−3, и поэтому 𝑚1 = 3 · 2𝑘−3, что дает 𝑚1 + 2𝑘−1 ≡ 7 · 2𝑘−1.
Поскольку 𝑘 нечетно, мы видим, что 𝑚1+2𝑘−1 не является Лежандровым, и поэтому 𝑠 = 1

не может быть. 2

Сформулируем и докажем основной результат данного раздела.
Теорема 5. Пусть 𝑚,𝑚′ — Лежандровые целые числа, и что 𝑣2(gcd(𝑚,𝑚

′)) ≤ 1.
Тогда система (10) разрешимо если и только если (𝑚,𝑚′) не сравнима с (0, 3) или (3, 4) по

модулю 8, и не сравнима ни с одной из (0, 6), (0, 14), (2, 12), (10, 12) по модулю 16.

Доказательство. При 𝑘 = 3, 4 это можно проверить непосредственным вычислением.
Предположим, что 𝑘 ≥ 5.
Докажем теорему по индукции. Предположим, что (10) разрешимо для 𝑘− 1, так что нам

дано решение (14), которое, не ограничивая общности, можно считать с 𝑟 = 𝑠 = 0.
Если данное решение поднимаемое, то теорема следует из предложения 1.
Предположим, что данное решение не является поднимаемым. Если один из 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 был

нечетным, то теорема следует из предложения 3.
Если все 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 четные, а 𝑡 нечетно, то 𝑚 и 𝑚′ оба нечетны, и теорема следует из леммы

2.
Если бы все 𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 были четными, то мы имели бы 𝑣2(gcd(𝑚,𝑚

′)) ≥ 2, что противоре-
чит условиям теоремы. 2
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5. Доказательство основного результата

Доказательство теоремы 2 займет весь данный раздел.
Сначала докажем третье утверждение теоремы 2. Допустим, что нам дано решение си-

стемы (2) такое, что 𝑞 четно. Тогда 𝑞2 ≡ 0mod4, а приведение (2) по модулю 4 показывает,
что 𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐1, 𝑐2 обязательно четны, поэтому мы можем разделить все члены обоих уравне-
ний в (2) на 4. Повторяя этот процесс, мы видим, что если (2) имеет решение, то 𝑞 можно
предположить нечетным. Это доказывает третье утверждение теоремы 2.

Рассмотрим систему двух диагональных квадратичных форм с целыми коэффициентами

𝑚𝑢2 − 𝑡2 − 𝑥2 − 𝑦2 = 0,

𝑚′𝑢2 − 𝑡2 − 𝑧2 − 𝑤2 = 0. (16)

Если 𝑚 и 𝑚′ оба рациональные квадраты, то (16) имеет нетривиальное решение

𝑢 = 1, 𝑥 =
√
𝑚, 𝑧 =

√
𝑚′, 𝑡 = 𝑦 = 𝑤 = 0,

и поэтому в дальнейшем мы предполагаем, что хотя бы один из 𝑚 и 𝑚′ не является раци-
ональным квадратом.

В разделах 2,3,4 мы рассматривали разрешимость системы (16) в кольцах Z/𝑝𝑘Z для всех
простых 𝑝 и целых чисел 𝑘 ≥ 1, при условии, что 𝑣2(gcd(𝑚,𝑚′)) ≤ 1.

Для перехода к пересечениям в 𝑝−адических полях Q𝑝 воспользуемся следующей простой
леммой ([2], ст. 14, предложение 6).

Лемма 3. Пусть 𝑓𝑖 ∈ Z𝑝[𝑋1, . . . , 𝑋ℎ] — однородные многочлены с целыми 𝑝−адическими
коэффициентами, и пусть 𝑓𝑖,𝑘 ∈ (Z/𝑝𝑘Z)[𝑋1, . . . , 𝑋ℎ] обозначают их приведения по модулю 𝑝𝑘.
Тогда 𝑓𝑖 имеют общий нетривиальный нуль в (Q𝑝)

ℎ тогда и только тогда, когда 𝑓𝑖,𝑘 имеют

общий примитивный нуль в (Z/𝑝𝑘Z)ℎ для всех 𝑘 > 1.

Чтобы убедиться, что лемма 3 применима к нашему случаю, рассмотрим приведение си-
стемы (16) по модулю 𝑝𝑘.

Если 𝑝 — нечетное простое число, то теорема 4 показала, что система (16) имеет нетри-
виальное решение в Z/𝑝𝑘Z для всех пар (𝑚,𝑚′), и существует такое решение содержащее
примитивный элемент из Z/𝑝𝑘Z.

Если 𝑝 = 2, то из предположения, что 𝑣2(gcd(𝑚,𝑚′)) ≤ 1, следует, что хотя бы одно из 𝑚
и 𝑚′ не сравнимо с 0 по модулю 2𝑘 при 𝑘 > 1, а теорема 5 показывает, что (16) разрешимо в
Z/2𝑘Z для всех таких пар (𝑚,𝑚′), не сравнимых с исключениями из теоремы 2 (или, что то
же самое, исключениями из самой теоремы 5). Такие пары (𝑚,𝑚′) обладают тем свойством,
что хотя бы одно из 𝑚 и 𝑚′ предполагается ненулевым в Z/2𝑘Z, мы всегда можем взять 𝑢 = 1
при решении (16) в Z/2𝑘Z, и это, очевидно, дает примитивное решение.

Таким образом, мы показали, что для пар, не сравнимых с исключениями из теоремы 2,
система (16) имеет нетривиальные решения во всех 𝑝−адических полях Q𝑝, при условии, что
𝑣2(gcd(𝑚,𝑚

′)) ≤ 1.
Система (16), очевидно, нетривиально разрешима в R.
Теперь нам нужен механизм перехода от решений во всех пополнениях Q, а именно

𝑝−адических полях Q𝑝 и R, к решениям в самом Q.
Для этого воспользуемся следующим результатом Коллио-Телена, Корэ и Сансука ([5], ст.

22, теорема 3.2).
Теорема 6. Пусть K — числовое поле и 𝜑, 𝜑1, 𝜑2 — невырожденные бинарные квадратич-

ные формы с коэффициентами из K.
Рассмотрим трехмерное K−многообразие 𝑉 в проективном пространстве P5

K, заданное пе-

ресечением двух квадратных уравнений
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𝜑(𝑢1, 𝑣1) = 𝜑1(𝑥, 𝑦), 𝜑(𝑢2, 𝑣2) = 𝜑2(𝑥, 𝑦).

Предположим, что 𝜑1 или 𝜑2 анизотропны. Тогда если 𝑉 имеет K𝑝-ую точку для каждого

пополнения K𝑝 поля K, то 𝑉 имеет K-ую точку.

Взяв K = Q и

𝜑(𝑢, 𝑣) = 𝑢2 + 𝑣2, 𝜑1(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑥2 − 𝑦2, 𝜑2(𝑥, 𝑦) = 𝑚′𝑥2 − 𝑦2,

мы видим, поскольку в начале данного раздела предполагалось, что хотя бы один из 𝑚 и
𝑚′ не является рациональным квадратом, то один из 𝜑1 и 𝜑2 анизотропен.

Следовательно, теорема применима, и мы видим, что (16) имеет нетривиальное рациональ-
ное решение, при 𝑣2(gcd(𝑚,𝑚′)) ≤ 1.

Если 𝑢 = 0 в рациональном решении (16) в Q, то 𝑡 = 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 𝑤 = 0, что является
тривиальным решением, и поэтому существует решение системы (16) в Q с 𝑢 ̸= 0. Взяв такое
решение и умножив (16) на 𝑢−2, получим

𝑚 =
𝑎2

𝑞2
+
𝑎21
𝑞21

+
𝑎22
𝑞22
, 𝑚′ =

𝑎2

𝑞2
+
𝑎23
𝑞23

+
𝑎24
𝑞24
,

где 𝑎, 𝑞, 𝑎𝑖, 𝑞𝑖 ∈ Z, при этом можно предположить, что gcd(𝑎, 𝑞) = 1, и это все можно
записать как

𝑞2𝑚− 𝑎2 =
𝑞2𝑎21
𝑞21

+
𝑞2𝑎22
𝑞22

, 𝑞2𝑚′ − 𝑎2 =
𝑞2𝑎23
𝑞23

+
𝑞2𝑎24
𝑞24

.

Следовательно, целые числа 𝑞2𝑚 − 𝑎2 и 𝑞2𝑚′ − 𝑎2 представляются в виде суммы двух
рациональных квадратов.

Чтобы показать, что 𝑞2𝑚 − 𝑎2 и 𝑞2𝑚′ − 𝑎2 представляются в виде суммы двух целых
квадратов, нам нужно одно следствие теоремы Давенпорта-Касселса ([2], ст. 46), которая мы
сейчас сформулируем.

Теорема 7. (Давенпорт-Касселс) Пусть 𝑓 — положительно определенная квадратич-

ная форма от ℎ переменных с целыми коэффициентами.

Предположим, что для любого (𝑦1, . . . , 𝑦ℎ) ∈ Qℎ существует (𝑥1, . . . , 𝑥ℎ) ∈ Zℎ такое, что

𝑓(𝑥⃗− 𝑦⃗) < 1.

Тогда любое целое число, представимое 𝑓 в Q, представимое 𝑓 в Z.
Лемма 4. Если целое число представляется в виде суммы двух рациональных квадратов,

то оно представляется в виде суммы двух целых квадратов.

Лемма непосредственно следует из применения теоремы Давенпорта-Касселса с

𝑓(𝑣⃗) = 𝑣21 + 𝑣22, 𝑥𝑖 = ||𝑦𝑖||,

где ||𝑦𝑖|| обозначает ближайшее целое число к 𝑦𝑖.
Таким образом, применяя лемму мы видим, что 𝑞2𝑚− 𝑎2 и 𝑞2𝑚′ − 𝑎2 оба представляются

как сумма двух целых квадратов, что дает (2):

𝑞2𝑚− 𝑎2 = 𝑏21 + 𝑐21, 𝑞
2𝑚′ − 𝑎2 = 𝑏22 + 𝑐22,

что доказывает первое утверждение теоремы 2, при условии,
что 𝑣2(gcd(𝑚,𝑚′)) ≤ 1.
Более того, поскольку gcd(𝑎, 𝑞) = 1, это доказывает второе утверждение теоремы 2, при

условии, что 𝑣2(gcd(𝑚,𝑚′)) ≤ 1.
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Это завершает доказательство теоремы 2 при условии, что 𝑣2(gcd(𝑚,𝑚′)) ≤ 1.
Для доказательства первого утверждения теоремы 2 в общем случае, воспользуемся сле-

дующей леммой.
Лемма 5. Пусть 𝑚,𝑚′ ∈ Z такие, что 4| gcd(𝑚,𝑚′). Тогда (2) разрешимо для (𝑚,𝑚′) тогда

и только тогда, когда оно разрешимо для (𝑚4 ,
𝑚′

4 ).
Доказательство. Предположим, что нам дано решение (2) для (𝑚,𝑚′). Тогда приведение
обоих уравнений (2) по модулю 4 показывает, что 𝑎, 𝑏1, 𝑏2, 𝑐1, 𝑐2 четные, и поэтому мы можем
разделить все члены обоих уравнений в (2) на 4, и получим

𝑞2
(︁𝑚
4

)︁
=
(︁𝑎
2

)︁2
+
(︁𝑏1
2

)︁2
+
(︁𝑐1
2

)︁2
,

𝑞2
(︁𝑚′

4

)︁
=
(︁𝑎
2

)︁2
+
(︁𝑏2
2

)︁2
+
(︁𝑐2
2

)︁2
,

что является решением (2) для (𝑚4 ,
𝑚′

4 ).

Наоборот, если нам дано решение (2) для (𝑚4 ,
𝑚′

4 ), то умножение всех слагаемых на 4 дает

𝑞2𝑚 = (2𝑎)2 + (2𝑏1)
2 + (2𝑐1)

2,

𝑞2𝑚′ = (2𝑎)2 + (2𝑏2)
2 + (2𝑐2)

2,

что является решением уравнения (2) для (𝑚,𝑚′). 2

Из утверждения теоремы 2 легко видеть, что исключения для любого четного 𝑘 ≥ 6 явля-
ются образцами исключений 𝑘−2 при умножении на 4. При 𝑘 = 4 все исключения из теоремы
2 входят в теорему 5. Следовательно, лемма 5 показывает, что доказательство первого утвер-
ждение теоремы 2 при условии, что 𝑣2(gcd(𝑚,𝑚′)) ≤ 1, эквивалентно общему случаю.

Для второго утверждения теоремы 2, по лемме 5 можно предположить, что дано решение
(2) для (𝑚4 ,

𝑚′

4 ) с gcd(𝑎, 𝑞) = 1, и по третьему утверждению теоремы 2, доказанному в общем
случае в начале данного раздела, можно считать, что 𝑞 нечетно. Доказательство леммы 5 по-
казало, что соответствующее решение (2) для (𝑚,𝑚′) есть (𝑞, 2𝑎, 2𝑏1, 2𝑏2, 2𝑐1, 2𝑐2), и очевидно,
что gcd(𝑞, 2𝑎) = gcd(𝑞, 𝑎) = 1. Это завершает доказательство теоремы 2 в общем случае.
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