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Аннотация

Данная работа посвящена алгебраической теории автоматов, являющейся одним из
разделов математической кибернетики, в котором изучаются устройства преобразования
информации, возникающие во многих прикладных задачах. В зависимости от исследуемых
задач рассматриваются автоматы, у которых основные множества наделены дополнитель-
ными математическими структурами, согласованными с функциями автомата. В настоя-
щей работе исследуются автоматы над графами — графовые автоматы, множество состо-
яний и множество выходных сигналов которых наделены математическими структурами
графов. Для графов 𝐺 и 𝐻 универсальный графовый автомат Atm(𝐺,𝐻) является уни-
версально притягивающим объектом в категории графовых автоматов. Полугруппа вход-
ных сигналов такого автомата имеет вид 𝑆 = End 𝐺×Hom(𝐺,𝐻). Естественно возникает
интерес к исследованию вопроса абстрактной характеризации универсальных графовых
автоматов: при каких условиях абстрактный автомат 𝐴 будет изоморфен универсальному
графовому автомату Atm(𝐺,𝐻) над графами 𝐺 из класса K1, 𝐻 из класса K2? Целью
работы является исследование вопроса элементарной аксиоматизации некоторых классов
графовых автоматов. Доказана невозможность элементарной аксиоматизации средствами
языка узкого исчисления предикатов некоторых широких классов таких автоматов над
рефлексивными графами.
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Abstract

This work is devoted to the algebraic theory of automata, which is one of the branches of
mathematical cybernetics, which studies information transformation devices that arise in many
applied problems. Depending on a specific problem, automata are considered, in which the
main sets are equipped with additional mathematical structures consistent with the functions
of an automaton. In this work, we study automata over graphs — graphic automata, that
is, automata in which the set of states and the set of output signals are equipped with the
mathematical structure of graphs. For graphs 𝐺 and 𝐻 universal graphic automaton Atm(𝐺,𝐻)
is a universally attracting object in the category of semigroup automata. The input signal
semigroup of such automaton is 𝑆 = End 𝐺×Hom(𝐺,𝐻). Naturally, interest arises in studying
the question of abstract characterization of universal graph automata: under what conditions
will the abstract automaton 𝐴 be isomorphic to the universal graph automaton Atm(𝐺,𝐻) over
graphs 𝐺 from the class K1, 𝐻 from class K2? The purpose of the work is to study the issue of
elementary axiomatization of some classes of graphic automata. The impossibility of elementary
axiomatization by means of the language of restricted predicate calculus of some wide classes
of such automata over reflexive graphs is proved.
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1. Введение

Одним из направлений современной алгебры является исследование автоматов в катего-
риях [1], то есть автоматов у которых множества состояний и выходных сигналов наделены
математическими структурами из некоторой категории K, а функции переходов и выходов
являются морфизмами этой категории. Такие алгебраические системы были предметом изуче-
ния многих известных алгебраистов, таких как Б. И. Плоткин [2], А. Г. Пинус [3, 4], Л. М. Глу-
скин [5, 6], Ю. М. Важенин [7, 8], А. В. Михалёв [9] и многих других.

В данной работе исследуются автоматы над графами, которые называются графовы-
ми автоматами. В категории таких автоматов для любых графов 𝐺1, 𝐺2 ∈ Gr найдёт-
ся универсально притягивающий объект [1] Atm(𝐺1, 𝐺2) с полугруппой входных сигналов
End 𝐺1 × Hom(𝐺1, 𝐺2), который называется универсальным графовым автоматом над гра-
фами 𝐺1 и 𝐺2.



118 Р. А. Фарахутдинов

В своей широко известной работе [10] С. Улам обозначил проблему характеризации мате-
матических объектов с помощью их эндоморфизмов и автоморфизмов. Принимая во внима-
ние результаты Б. Йонссона по проблеме абстрактной характеризации алгебр отношений [11],
возникает интерес к исследованию следующей проблемы абстрактной характеризации универ-
сальных графовых автоматов: при каких условиях абстрактный автомат 𝐴 будет изоморфен
некоторому универсальному графовому автомату Atm(𝐺1, 𝐺2) над графами 𝐺1 из класса K1,
𝐺2 из класса K2? Основным результатом данной работы является доказательство невозмож-
ности решения этой проблемы средствами языка узкого исчисления предикатов (УИП) для
универсальных графовых автоматов над некоторыми широкими классами рефлексивных гра-
фов.

2. Основные понятия и определения

В работе используется общепринятая терминология теории автоматов из [1], теории графов
из [12] и теории алгебраических систем из [13].

Далее всюду под графом будем понимать рефлексивный ориентированный граф 𝐺=(𝑋, 𝜌),
где 𝑋 — непустое множество вершин и 𝜌 ⊂ 𝑋 ×𝑋 — множество дуг графа, удовлетворяющее
условию (𝑥, 𝑥) ∈ 𝜌 для всех 𝑥 ∈ 𝑋 [12]. Дугу (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 будем называть собственной, если
(𝑦, 𝑥) /∈ 𝜌. Граф называется квазибесконтурным, если ни одна его собственная дуга не лежит
ни в каком контуре.

Графы 𝐺0(𝑋) = (𝑋,Δ𝑋), 𝐺1(𝑋) = (𝑋,𝑋2) будем называть тривиальными рефлексивны-
ми графами. Ясно, что любое преобразование множества 𝑋 является эндоморфизмом этих
графов, и, следовательно, их полугруппа эндоморфизмов совпадает с множеством 𝑇 (𝑋) всех
преобразований множества 𝑋. Класс тривиальных рефлексивных графов обозначим Ktr.

Полугрупповой автомат 𝐴 = (𝑋1, 𝑆,𝑋2, ⋆, ◇) называется графовым [1], если множество со-
стояний 𝑋1 и множество выходных сигналов 𝑋2 наделены структурами графов 𝐺1 = (𝑋1, 𝜌1)
и 𝐺2 = (𝑋2, 𝜌2), что для любого входного сигнала 𝑠 ∈ 𝑆 функция переходов 𝛿𝑠 = 𝑥⋆𝑠 (𝑥 ∈ 𝑋1)
является эндоморфизмом графа 𝐺1 и функция выходов 𝜆𝑠 = 𝑥◇ 𝑠 (𝑥 ∈ 𝑋1) является гомомор-
физмом графа𝐺1 в граф𝐺2. Символически такие автоматы обозначаются 𝐴 = (𝐺1, 𝑆,𝐺2, ⋆, ◇).

Графовый автомат Atm(𝐺1, 𝐺2) = (𝐺1,End 𝐺1 × Hom(𝐺1, 𝐺2), 𝐺2, ⋆, ◇) с операциями
𝑥 ⋆ 𝜙 = 𝜙(𝑥) и 𝑥 ◇ 𝜙 = 𝜓(𝑥) (где 𝑥 ∈ 𝑋1, 𝜙 ∈ End 𝐺1, 𝜓 ∈ Hom(𝐺1, 𝐺2)) является универ-
сально притягивающим объектом в категории графовых автоматов [1], поэтому его называют
универсальным графовым автоматом.

Мощностью графового автомата 𝐴 = (𝐺1, 𝑆,𝐺2, ⋆, ◇) над графами 𝐺1 = (𝑋1, 𝜌1) и
𝐺2 = (𝑋2, 𝜌2) называется кардинал |𝐴| = |𝑋1| + |𝑆| + |𝑋2|. Автомат 𝐴 называется конеч-
ным, счётным или несчётным, если его мощность |𝐴| — конечный, счётный или несчётный
кардинал соответственно.

3. Задача элементарной аксиоматизации

Для классов графов K1 и K2 через Atm(K1,K2) обозначим класс всех автоматов,
изоморфных универсальным графовым автоматам Atm(𝐺1, 𝐺2) для графов 𝐺1 ∈ K1 и
𝐺2 ∈ K2. Естественно возникает вопрос об абстрактной характеризации автоматов из класса
Atm(K1,K2), который формулируется следующим образом [11]: при каких условиях абстракт-
ный автомат будет изоморфен некоторому автомату из класса Atm(K1,K2)? В работах [14, 15]
приводятся решения этой задачи для полуавтоматов (автоматов без выходов) над классами
графов квазипорядка Kqo и для класса рефлексивных квазибесконтурных графов Krqa. Оба
этих результата, помимо аксиом языка узкого исчисления предикатов, используют условия,
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формулируемые на языке исчисления предикатов более высокого порядка. Целью настоя-
щей работы является доказательство невозможности аксиоматизации средствами языка УИП
классов автоматов Atm(K1,K2) для некоторых широких классов графов K1 и K2.

Графовый автомат 𝐴 = (𝐺1, 𝑆,𝐺2, ⋆, ◇) с графом состояний 𝐺1 = (𝑋1, 𝜌1), полугруппой
входных сигналов 𝑆 = (𝑆, ·), графом выходных сигналов 𝐺2 = (𝑋2, 𝜌2), функцией переходов
⋆ : 𝑋1 × 𝑆 → 𝑋1 и функцией выходов ◇ : 𝑋1 × 𝑆 → 𝑋2 рассматривается как многооснов-
ная алгебраическая Ω-система 𝐴 = (𝑋1, 𝑆,𝑋2,Ω) с тремя непустыми базисными множествами
𝑋1, 𝑆,𝑋2 и сигнатурой Ω = {𝑃1, 𝑃2, ·, ⋆, ◇}. Здесь 𝑋1 — множество вершин графа 𝐺1, 𝑋2 — мно-
жество вершин графа 𝐺2, 𝑃1 — бинарный предикатный символ отношения смежности вершин
графа 𝐺1, 𝑃2 — бинарный предикатный символ отношения смежности вершин графа 𝐺2, · —
бинарный функциональный символ композиции элементов полугруппы, ⋆ — бинарный функ-
циональный символ функции переходов автомата и ◇ — бинарный функциональный символ
функции выходов автомата.

Элементарная теория универсальных графовых автоматов определяется в стиле аксиома-
тики Гильберта геометрии плоскости с помощью языка УИП с трёхсортными переменными LA

сигнатуры Ω = {𝑃1, 𝑃2, ·, ⋆, ◇}. Алфавит такого языка состоит из:

1) счётного множества индивидуальных переменных первого сорта для обозначения эле-
ментов множества вершин графа состояний автомата;

2) счётного множества индивидуальных переменных второго сорта для обозначения вход-
ных сигналов автомата;

3) счётного множества индивидуальных переменных третьего сорта для обозначения вы-
ходных сигналов автомата;

4) из двухместного предикатного символа 𝑃1 типа (1,1) для обозначения отношения смеж-
ности на множестве вершин графа состояний автомата;

5) из двухместного предикатного символа 𝑃2 типа (3,3) для обозначения отношения смеж-
ности на множестве вершин графа выходных сигналов автомата;

6) из двухместного функционального символа · типа (2,2,2) для обозначения операции ком-
позиции полугруппы входных сигналов автомата;

7) из двухместного функционального символа ⋆ типа (1,2,1) для обозначения функции пе-
реходов автомата;

8) из двухместного функционального символа ◇ типа (1,2,3) для обозначения функции вы-
ходов автомата;

9) из конечного множества логических и технических символов, таких как

¬, ∧, ∨, =⇒, ⇐⇒, ∀1, ∃1, ∀2, ∃2, ∀3, ∃3, = и (, ).

Для языка LA термы трёх сортов получаются обычным комбинированием символа · с
двумя термами второго сорта, символов ⋆ и ◇ с термами первого и второго сорта, т.е. это
выражения вида 𝑥(1), 𝑥(2), 𝑥(3), 𝑡(2) · 𝑡(2)1 , 𝑡(1) ⋆ 𝑡(2), 𝑡(1) ◇ 𝑡(2) где 𝑥(1) и 𝑡(1) — переменная и терм

первого сорта, 𝑥(2) и 𝑡(2), 𝑡(2)1 — переменная и термы второго сорта, 𝑥(3) — переменная третьего

сорта. При этом получаются термы 𝑡(1) ⋆ 𝑡(2), 𝑡(2) · 𝑡(2)1 , 𝑡(1) ◇ 𝑡(2) первого, второго и третьего
сорта, соответственно.

Атомарные формулы языка LA получаются обычным комбинированием символа= с двумя
термами одного сорта, символа 𝑃1 — с двумя термами первого сорта и символа 𝑃2 — с двумя
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термами третьего сорта, т.е. это выражения вида 𝑡 = 𝑡′, 𝑃1(𝑡
(1)
1 , 𝑡

(1)
2 ), 𝑃2(𝑡

(3)
3 , 𝑡

(3)
4 ), где 𝑡, 𝑡′ —

термы одного и того же сорта, 𝑡(1)𝑖 — термы первого сорта (где 𝑖 = 1, 2), 𝑡(3)𝑗 — термы третьего
сорта (где 𝑗 = 3, 4). Формулы языка LA определяются по индукции обычным образом (см.,
например, [16]).

Для классов графов K1 и K2 класс графовых автоматов Atm(K1,K2) называется элемен-
тарно аксиоматизируемым, если существует такое множество предложений Σ языка графовых
автоматов LA, что класс Atm(K1,K2) состоит из тех и только тех графовых автоматов 𝐴, на
которых истинны все формулы из множества Σ.

Графовый автомат 𝐴 = (𝐺1, 𝑆,𝐺2, ⋆, ◇) над графами 𝐺1 = (𝑋1, 𝜌1), 𝐺2 = (𝑋2, 𝜌2) мо-
жет рассматриваться не только как многоосновная алгебраическая система 𝐴 = (𝑋1, 𝑆,𝑋2,Ω)
сигнатуры Ω = {𝑃1, 𝑃2, ·, ⋆, ◇}, но и как обычная алгебраическая система 𝐴1 = (𝐵,Ω1) с базис-
ным множеством 𝐵 = 𝑋1 ∪𝑆 ∪𝑋2 и обогащённой сигнатурой Ω1 = {𝑃1, 𝑃2, ·, ⋆, ◇, 𝑃𝑋1 , 𝑃𝑆 , 𝑃𝑋2}
с тремя дополнительными унарными предикатными символами 𝑃𝑋1 , 𝑃𝑆 , 𝑃𝑋2 для обозначе-
ния состояний, входных и выходных сигналов автомата 𝐴. Поэтому аксиоматизация классов
графовых автоматов с помощью языка УИП сигнатуры Ω = {𝑃1, 𝑃2, ·, ⋆, ◇} с трёхсортными пе-
ременными LA сводится к аксиоматизации классов таких автоматов с помощью обычного язы-
ка УИП сигнатуры Ω1 = {𝑃1, 𝑃2, ·, ⋆, ◇, 𝑃𝑋1 , 𝑃𝑆 , 𝑃𝑋2}. Следовательно, для графовых автоматов
справедливы основные результаты теории моделей монографии Г. Кейслера и Ч. Чэна [16]. В
частности, будет справедлива следующая теорема Лёвенгейма-Скулема-Тарского для графо-
вых автоматов.

Теорема 1. Если аксиоматизируемый класс графовых автоматов K имеет автома-
ты некоторой бесконечной мощности, то этот класс K имеет автоматы произвольной
бесконечной мощности.

Подкласс автоматов Atm(K′
1,K

′
2) класса автоматов Atm(K1,K2) для классов графов

K′
1,K

′
2,K1,K2 называется относительно элементарно аксиоматизируемым в классе

Atm(K1,K2), если существует такое множество предложений Σ′ языка УИП сигнатуры Ω, что
класс Atm(K′

1,K
′
2) состоит из тех и только тех графовых автоматов 𝐴 класса Atm(K1,K2),

на которых истинны все формулы из множества Σ′.

Лемма 1. Если подкласс автоматов Atm(K′
1,K

′
2) относительно элементарно аксиома-

тизируем в классе автоматов Atm(K1,K2), и подкласс автоматов Atm(K′
1,K

′
2) не может

быть элементарно аксиоматизируем, то и класс Atm(K1,K2) не может быть элементарно
аксиоматизируем.

4. Основной результат

Введём следующие предикаты языка LA для переменных первого сорта 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣:

Π(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) = (∃2𝑠)(𝑥 ⋆ 𝑠 = 𝑢 ∧ 𝑦 ⋆ 𝑠 = 𝑣 ∧ (∀1𝑧)(𝑧 ⋆ 𝑠 = 𝑢 ∨ 𝑧 ⋆ 𝑠 = 𝑣)),

𝑄(𝑥, 𝑦) = Π(𝑥, 𝑦, 𝑥, 𝑦) ∧ ¬Π(𝑥, 𝑦, 𝑦, 𝑥),
𝐸(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) = (𝑥 = 𝑢 ∧ 𝑦 = 𝑣 ∨ 𝑥 = 𝑣 ∧ 𝑦 = 𝑢),

𝑁(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) = (𝑥 ̸= 𝑢 ∧ 𝑥 ̸= 𝑣 ∧ 𝑦 ̸= 𝑢 ∧ 𝑦 ̸= 𝑣),

𝑄1(𝑥, 𝑦) = 𝑄(𝑥, 𝑦) ∧ (∀1𝑢, 𝑣)(𝑄(𝑢, 𝑣) ⇒ 𝐸(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣)).

Используя лемму 2 из работы [17], легко проверить истинность утверждений следующей
леммы.

Лемма 2. Для любого универсального графового автомата Atm(𝐺1, 𝐺2) над графами
𝐺1 = (𝑋1, 𝜌1) и 𝐺2 = (𝑋2, 𝜌2) справедливы следующие утверждения:
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1) для вершин 𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣 графа состояний 𝐺1 предикат Π(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) истинен тогда и только
тогда, когда в автомате Atm(𝐺1, 𝐺2) найдётся входной сигнал 𝑠, который определяет
отображение 𝛿𝑠(𝑥) = 𝑥 ⋆ 𝑠 (𝑥 ∈ 𝑋), удовлетворяющее условию 𝛿𝑠(𝑥) = 𝑢, 𝛿𝑠(𝑦) = 𝑣 и
𝛿𝑠(𝑋1) = {𝑢, 𝑣};

2) для вершин 𝑎, 𝑏 нетривиального графа состояний 𝐺1 предикат 𝑄(𝑎, 𝑏) истинен тогда
и только тогда, когда в графе 𝐺1 вершины 𝑎 и 𝑏 соединяются собственной дугой, не
лежащей ни в каком контуре;

3) для вершин 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 графа состояний 𝐺1 предикат 𝐸(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) истинен тогда и только
тогда, когда {𝑎, 𝑏} = {𝑐, 𝑑};

4) для вершин 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 графа состояний 𝐺1 предикат 𝑁(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) истинен тогда и только
тогда, когда {𝑎, 𝑏} ∩ {𝑐, 𝑑} = ∅;

5) для вершин 𝑎, 𝑏 графа состояний 𝐺1 предикат 𝑄1(𝑎, 𝑏) истинен тогда и только тогда,
когда в графе 𝐺1 вершины 𝑎, 𝑏 соединяются собственной дугой, не лежащей ни в каком
контуре, и в графе 𝐺1 нет других собственных дуг, не лежащих ни в каких контурах.

Пусть Gr — класс всех графов, K0 — класс рефлексивных графов с одной вершиной.
Имеют место следующие леммы.

Лемма 3. Для любого класса графов K класс автоматов Atm(K,K0) относительно
элементарно аксиоматизируем в классе Atm(K,Gr) с помощью аксиомы

𝐴0 = (∀3𝑥, 𝑦) 𝑥 = 𝑦.

Лемма 4. Пусть 𝐴 = Atm(𝐺1, 𝐺2) — универсальный графовый автомат над тривиаль-
ным рефлексивным графом состояний 𝐺1 = (𝑋1, 𝜌1) ∈ Ktr и одновершинным рефлексивным
графом выходных сигналов 𝐺2 = (𝑋2, 𝜌2) ∈ K0. Тогда автомат 𝐴 имеет конечную мощность,
если граф 𝐺1 — конечный граф, и автомат 𝐴 имеет несчётную мощность, если граф 𝐺1 —
бесконечный граф.

Доказательство. Пусть 𝐴 = Atm(𝐺1, 𝐺2) — универсальный графовый автомат над триви-
альным рефлексивным графом 𝐺1 = (𝑋1, 𝜌1) ∈ Ktr, одновершинным рефлексивным графом
𝐺2 = (𝑋2, 𝜌2) ∈ K0 и полугруппой входных сигналов 𝑆 = End 𝐺1 ×Hom(𝐺1, 𝐺2).

По определению мощность автомата 𝐴 — это кардинал |𝐴| = |𝑋1| + |𝑆| + |𝑋2|. Так как
𝐺1 ∈ Ktr, |𝑋2| = 1, то

|𝑆| = |End 𝐺1| · |Hom(𝐺1, 𝐺2)| = |𝑋1
𝑋1 | · |𝑋2

𝑋1 | = |𝑋1
𝑋1 |

и, следовательно, 𝐴 имеет конечную мощность, если 𝑋1 — конечное множество, и 𝐴 имеет
несчётную мощность, если 𝑋1 — бесконечное множество. 2

Следующий результат показывает невозможность элементарной аксиоматизации классов
универсальных графовых автоматов Atm(K,Gr) для ряда классов рефлексивных графов K.

Теорема 2. Для следующих классов графов K классы универсальных графовых автома-
тов Atm(K,Gr) не могут быть элементарно аксиоматизируемы:

1) класс K = Ktr всех тривиальных рефлексивных графов;

2) класс K = Kr всех рефлексивных графов;

3) класс K = Krs всех рефлексивных симметричных графов;
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4) класс K = Kqo всех графов квазипорядка;

5) класс K = Kra всех рефлексивных бесконтурных графов;

6) класс K = Kre всех рефлексивных графов, имеющих дугу, не лежащую ни в каком
контуре;

7) класс K = Krqa всех рефлексивных квазибесконтурных графов;

8) класс K = Klo всех графов линейного порядка.

Доказательство. Рассмотрим класс автоматов Atm(Ktr,Gr). Аксиома 𝐴0 определяет
в этом классе подкласс автоматов Atm(Ktr,K0), в котором согласно лемме 4 содержатся
универсальные графовые автоматы с конечной или несчётной мощностью, значит в классе
Atm(Ktr,K0) нет счётных автоматов и по теореме 1 такой класс не может быть элементарно
аксиоматизируем. Согласно лемме 3 класс Atm(Ktr,K0) относительно элементарно аксиома-
тизируем в классе Atm(Ktr,Gr), и, следовательно, по лемме 1 класс автоматов Atm(Ktr,Gr)
не может быть элементарно аксиоматизируем.

Из п. 1) леммы 2 следует, что в классах Atm(Kr,Gr), Atm(Krs,Gr) и Atm(Kqo,Gr) под-
класс Atm(Ktr,K0) определяется аксиомой

𝐴1 = (∀1𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤)(∀3𝑢, 𝑣) ((𝑥 ̸= 𝑦 =⇒ Π(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤)) ∧ 𝑢 = 𝑣) .

Следовательно, классы Atm(Kr,Gr), Atm(Krs,Gr) и Atm(Kqo,Gr) также не могут быть эле-
ментарно аксиоматизируемы.

Аналогично аксиома 𝐴1 в классе Atm(Kra,Gr) определяет подкласс автоматов
Atm(Ktr0,K0) для класса Ktr0 тривиальных рефлексивных графов состояний с тождествен-
ным отношением смежности. Из леммы 4 следует, что универсальные графовые автоматы
над такими графами имеют конечную или несчётную мощность. Следовательно, в классе
Atm(Ktr0,K0) нет счётных автоматов, и по теореме 1 такой класс не может быть элемен-
тарно аксиоматизируем. Значит, по лемме 1 класс Atm(Kra,Gr) не является элементарно
аксиоматизируемым.

Из п. 5) леммы 1 следует, что в классе Atm(Kre,Gr) аксиома

𝐴2 = (∃1𝑥, 𝑦)(∀3𝑢, 𝑣)
(︀
𝑄1(𝑥, 𝑦) ∧ (∀1𝑧, 𝑤)(𝑁(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤) =⇒ Π(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤)) ∧ 𝑢 = 𝑣

)︀
определяет подкласс Atm(Kre1,K0) универсальных графовых автоматов с рефлексивны-
ми графами состояний 𝐺1 = (𝑋1, 𝜌1), имеющих точно одну собственную дугу (𝑎, 𝑏), не
лежащую ни в каком контуре, и смежными между собой всеми остальными вершинами
𝑐, 𝑑 ∈ 𝑋1, которые отличны от вершин 𝑎, 𝑏, и одновершинными рефлексивными графа-
ми выходных сигналов 𝐺2 = (𝑋2, 𝜌2), 𝑋2 = {𝑧}. В таких автоматах любое отображение
𝜙 : 𝑋1 → 𝑋 ′

1, где 𝑋
′
1 = 𝑋1 ∖ {𝑎, 𝑏}, является эндоморфизмом графа 𝐺1, а пара отображе-

ний (𝜙, 𝑐𝑧) (где 𝑐𝑧 — постоянное отображение 𝑋1 в 𝑧 ∈ 𝑋2) является входным сигналом уни-
версального графового автомата 𝐴 = Atm(𝐺1, 𝐺2) и, значит, такой автомат имеет мощность
|𝐴| ≥ |𝑋1| + |𝑋 ′𝑋1

1 | · |𝑋2
𝑋1 | + |𝑋2|, то есть |𝐴| ≥ |𝑋1| + |𝑋 ′𝑋1

1 |. Очевидно, что для конечных
таких автоматов 𝐴 мощность |𝐴| конечна и для бесконечных таких автоматов 𝐴 мощность |𝐴|
несчётна. Следовательно, в классе Atm(Kre1,K0) нет счётных автоматов, и по теореме 1 такой
класс не может быть элементарно аксиоматизируем. Значит, по лемме 1 класс Atm(Kre,Gr)
также не является элементарно аксиоматизируемым.

Аналогично в классе Atm(Krqa,Gr) аксиома 𝐴2 определяет подкласс Atm(Kre1,K0) и,
значит, класс Atm(Krqa,Gr) также не может быть элементарно аксиоматизируем.
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Класс Atm(Klo,Gr) состоит из универсальных графовых автоматов с графами состояний,
являющимися линейно упорядоченными множествами 𝐺 = (𝑋,≤). Введём дополнительные
предикаты языка LA с переменной первого сорта 𝑥:

𝑀(𝑥) = (∀1𝑦) 𝑃 (𝑦, 𝑥),
𝑚(𝑥) = (∀1𝑦) 𝑃 (𝑥, 𝑦).

Очевидно, что для вершины 𝑥 графа состояний 𝐺 предикат 𝑀(𝑥) истинен тогда и только то-
гда, когда в линейно упорядоченном множестве 𝐺 элемент 𝑥 является наибольшим элементом,
тогда как предикат 𝑚(𝑥) истинен в том и только том случае, когда в линейно упорядоченном
множестве 𝐺 элемент 𝑥 является наименьшим элементом.

В классе графов Klo аксиома

𝐴2 =(∃1𝑢, 𝑣) (𝑚(𝑢) ∧ 𝑀(𝑣) ∧ (∀1𝑥)(𝑥 ̸= 𝑣 =⇒
=⇒ (∃1𝑦)(𝑦 ̸= 𝑥 ∧ 𝑃 (𝑥, 𝑦) ∧ (∀1𝑧)(𝑧 ̸= 𝑥 ∧ 𝑃 (𝑥, 𝑧) =⇒ 𝑃 (𝑦, 𝑧))))).

определяет подкласс Klo1 линейно упорядоченных множеств 𝐺 = (𝑋,≤), которые удовлетво-
ряют условиям:

1) 𝐺 имеет наименьший элемент 𝑢 и наибольший элемент 𝑣;

2) для любого элемента 𝑥 ∈ 𝑋, не являющегося наибольшим элементом, существует един-
ственный следующий за ним элемент 𝑦, который будем обозначать 𝑥′.

Очевидно, что класс Klo1 содержит все конечные линейно упорядоченные множества и ли-
нейно упорядоченное множество N∞ натуральных чисел N с обычным порядком ≤ и с внешне
присоединенным наибольшим элементом ∞.

Для любого бесконечного упорядоченного множества 𝐺 = (𝑋,≤) из класса Klo1 по индук-
ции определяется упорядоченное подмножество (𝑍,≤):

1) элемент 𝑧1 ∈ 𝑍 — это наименьший элемент множества 𝐺;

2) для уже определенного элемента 𝑧𝑛 ∈ 𝑍 элемент 𝑧𝑛+1 ∈ 𝑍 является следующим за 𝑧𝑛
элементом 𝑧′𝑛.

Очевидно, что множество 𝑍 = {𝑧𝑖 : 𝑖 ∈ N} в графе 𝐺 определяет линейно упорядоченное
подмножество, изоморфное (N,≤).

Рис. 1: Схематическое изображение отображения 𝜙 : 𝑋 → 𝑋 для бесконечного подмножества
𝑌 ⊂ 𝑍.

Покажем, что для любого бесконечного подмножества 𝑌 ⊂ 𝑍 существует такой эндомор-
физм 𝜙 ∈ End 𝐺, что 𝜙(𝑋) ∩ 𝑍 = 𝑌 . Ясно, что элементы подмножества 𝑌 ⊂ 𝑍 образуют
строго возрастающую последовательность 𝑦1 < 𝑦2 < · · · < 𝑦𝑛 < . . . , с помощью которой
можно определить отображение 𝜙 : 𝑋 → 𝑋 по правилу (см. рисунок 1):

𝜙(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑦1, если 𝑥 ≤ 𝑦1,

𝑦𝑖, если 𝑦𝑖 ≤ 𝑥 < 𝑦𝑖+1 для некоторого 𝑖 ∈ N,
𝑣, в остальных случаях.
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Ясно, что отображение 𝜙 является эндоморфизмом графа 𝐺 и выполняется 𝜙(𝑋) ∩ 𝑍 = 𝑌 .
Следовательно, мощность множества End 𝐺 не меньше мощности 𝜇(𝑍) множества всех

подмножеств счётного множества 𝑍, которое несчётно [18].
Рассмотрим автомат 𝐴 из класса Atm(Klo1,K0) с графом состояний 𝐺1 = (𝑋1,≤1) и

одновершинным рефлексивным графом выходных сигналов 𝐺2 = (𝑋2,≤2). Мощность такого
автомата — это кардинал

|𝐴| = |𝑋1|+ |End 𝐺1| · |Hom(𝐺1, 𝐺2)|+ |𝑋2| =
= |𝑋1|+ |End 𝐺1| · |𝑋𝑋1

2 |+ |𝑋2| =
= |𝑋1|+ |End 𝐺1| · |1𝑋1 |+ 1.

Таким образом, |𝐴| ≥ |End 𝐺1| ≥ 𝜇(𝑍), где 𝜇(𝑍) — это несчётная мощность множества
всех подмножеств счётного множества 𝑍 ⊂ 𝑋1.

Отсюда следует, что класс Atm(Klo1,K0) не может быть элементарно аксиоматизируем,
значит по лемме 1 весь класс Atm(Klo,Gr) не может быть аксиоматизируем средствами языка
УИП. 2

5. Заключение

В работе изучена проблема абстрактной характеризации универсальных графовых авто-
матов. В теореме 2 доказано, что классы универсальных графовых автоматов Atm(K,Gr)
с графами состояний из некоторых важных классов рефлексивных графов K не допускают
аксиоматизации средствами языка узкого исчисления предикатов.
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