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Аннотация

В статье изучаются свойства решеток конгруэнций алгебр с одним оператором и основ-
ной операцией меньшинства, определенной специальным образом и называемой симметри-
ческой. Операцией меньшинства называется тернарная операция 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧), удовлетворяю-
щая тождествам 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑦, 𝑥) = 𝑑(𝑦, 𝑥, 𝑦) = 𝑥. Алгебра называется цепной, если она
имеет линейно упорядоченную решетку конгруэнций. Алгебра подпрямо неразложима, ес-
ли она имеет наименьшую ненулевую конгруэнцию. Алгеброй с операторами называется
универсальная алгебра, сигнатура которой состоит из двух непустых непересекающихся
частей: основной, которая может содержать произвольные операции, и дополнительной,
состоящей из операторов. Операторами называются унарные операции, действующие как
эндоморфизмы относительно основных операций, то есть перестановочные с основными
операциями. Унаром называется алгебра с одной унарной операцией. Если 𝑓 — унарная
операция из сигнатуры Ω, то унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ называется унарным редуктом алгебры ⟨𝐴,Ω⟩.

Получено описание алгебр с одним оператором и основной симметрической операцией,
решетка конгруэнций которых является цепью. Показано, что алгебра данного класса яв-
ляется цепной тогда и только тогда, когда она подпрямо неразложима. Получено описание
алгебр данного класса, решетки конгруэнций которых совпадают с решетками конгруэн-
ций унарных редуктов этих алгебр.
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ры, цепная алгебра, подпрямо неразложимая алгебра.
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Abstract

In this paper we study properties of congruence lattices of algebras with one operator and
the main symmetric operation. A ternary operation 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) satisfying identities 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑦) =
= 𝑑(𝑦, 𝑦, 𝑥) = 𝑑(𝑦, 𝑥, 𝑦) = 𝑥 is called a minority operation. The symmetric operation is a
minority operation defined by specific way. An algebra 𝐴 is called a chain algebra if 𝐴 has a
linearly ordered congruence lattice. An algebra 𝐴 is called subdirectly irreducible if 𝐴 has the
smallest nonzero congruence. An algebra with operators is an universal algebra whose signature
consists of two nonempty non-intersectional parts: the main part which can contain arbitrary
operations, and the additional part consisting of operators. The operators are unary operations
that act as endomorphisms with respect to the main operations, i.e., one are permutable with
the main operations. An unar is an algebra with one unary operation. If 𝑓 is the unary operation
from the signature Ω then the unar ⟨𝐴, 𝑓⟩ is called an unary reduct of algebra ⟨𝐴,Ω⟩.

A description of algebras with one operator and the main symmetric operation that have
a linear ordered congruence lattice is obtained. It shown that algebra of given class is a
chain algebra if and only if one is subdirectly irreducible. For algebras of given class we
obtained necessary and sufficient conditions for the coincidence of their congruence lattices
and congruence lattices of unary reducts these algebras.

Keywords: congruence lattice, algebra with operators, unary reduct of algebra, chain algebra,
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1. Введение

При изучении решеток конгруэнций в различных классах универсальных алгебр значи-
тельное внимание уделяется поиску условий, при которых решетка конгруэнций алгебры яв-
ляется цепью. Обычно алгебры с линейно упорядоченной решеткой конгруэнций называют
цепными, хотя в наиболее хорошо изученном в этом отношении классе — полугруппах — ал-
гебры такого рода чаще называют △-полугруппами. В бесконечном случае коммутативные
цепные полугруппы были полностью описаны Т. Тамурой [1] и Б.М. Шейном [2], [3]. Есте-
ственным обобщением коммутативных являются перестановочные полугруппы. Цепные ал-
гебры в этом классе были описаны в [4]. Полугруппы, левые конгруэнции которых образуют
цепь, были охарактеризованы в работе [5]. В [6] показано, что класс цепных нильполугрупп
совпадает с классом нильполугрупп, имеющих дистрибутивную решетку конгруэнций.



О решетках конгруэнций алгебр с оператором. . . 105

Цепные алгебры изучаются и в других классах универсальных алгебр. В [7] охарактери-
зованы дистрибутивные двойные 𝑝-алгебры с данным свойством. В работе [8] описаны унары
(алгебры с одной унарной операцией) с линейно упорядоченной решеткой конгруэнций. Цеп-
ные алгебры, сигнатура которых состоит из произвольного числа коммутирующих унарных
операций были описаны в [9].

В настоящей работе изучаются, в частности, цепные алгебры в классе алгебр ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ с опе-
ратором 𝑓 и основной операцией меньшинства 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧), определенной специальным образом,
описанным ниже. В общем случае, операцией меньшинства (см., например, [10]) называется
тернарная операция 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧), удовлетворяющая тождествам 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑦, 𝑥) =
= 𝑑(𝑦, 𝑥, 𝑦) = 𝑥. Из определения следует, что операция меньшинства является мальцевской.
Если же для операции 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) выполняются тождества 𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑦, 𝑥) = 𝑑(𝑦, 𝑥, 𝑦) = 𝑦,
то она называется операцией большинства.

Алгеброй с операторами называется универсальная алгебра, сигнатура которой состоит из
двух непустых непересекающихся частей: основной, которая может содержать произвольные
операции, и дополнительной, состоящей из операторов. Операторами называются унарные
операции, действующие как эндоморфизмы относительно основных операций, то есть пере-
становочные с основными операциями.

Решетки конгруэнций алгебр с операторами и близких к ним алгебр изучались в [11], [12].
Теория алгебр с операторами имеет очевидную связь с теорией унарных алгебр. Если 𝑓

— унарная операция из сигнатуры Ω, то унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ называется унарным редуктом алгебры
⟨𝐴,Ω⟩. Естественный интерес вызывают связи между решеткой конгруэнций алгебры с опе-
раторами и решеткой конгруэнций ее унарного редукта. В частности, возникает вопрос об
условиях, при которых данные решетки совпадают. В настоящей работе этот вопрос решается
для класса алгебр ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩, указанного выше.

В [13] на произвольном унаре ⟨𝐴, 𝑓⟩ задается мальцевская операция 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧), перестановоч-
ная с операцией 𝑓 . Определение операции 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) (как и рассматриваемых далее операций
𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧) и 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧)) можно найти в [14]. Основные результаты, полученные при изучении
свойств конгруэнций алгебр ⟨𝐴, 𝑝, 𝑓⟩ с оператором 𝑓 , приводятся в [15]. В их числе указаны
необходимые и достаточные условия совпадения решетки конгруэнций алгебры из данного
класса и решетки конгруэнций ее унарного редукта. В [16] описаны цепные алгебры в классе
алгебр ⟨𝐴, 𝑝, 𝑓⟩.

На основе подхода, предложенного в [13], на произвольном унаре ⟨𝐴, 𝑓⟩ определяется тер-
нарная операция 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧), названная симметрической. Пусть ⟨𝐴, 𝑓⟩ — произвольный унар и
𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴. Для любого элемента 𝑧 унара ⟨𝐴, 𝑓⟩ через 𝑓𝑛(𝑧) обозначается результат 𝑛-кратного
применения операции 𝑓 к элементу 𝑧; при этом 𝑓0(𝑧) = 𝑧. Положим

𝑀𝑥,𝑦 = {𝑛 ∈ N ∪ {0} | 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓𝑛(𝑦)},

а также 𝑘(𝑥, 𝑦) = min 𝑀𝑥,𝑦, если 𝑀𝑥,𝑦 ̸= ∅, и 𝑘(𝑥, 𝑦) = ∞, если 𝑀𝑥,𝑦 = ∅. Положим далее

𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑑𝑒𝑓
=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑧, если 𝑘(𝑥, 𝑦) < 𝑘(𝑦, 𝑧);

𝑦, если 𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑘(𝑦, 𝑧);

𝑥, если 𝑘(𝑥, 𝑦) > 𝑘(𝑦, 𝑧).

(1)

Из определения вытекает, что данная операция перестановочна с операцией 𝑓 . Как след-
ствие, алгебра ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ является алгеброй с оператором 𝑓 . Кроме того, из (1) следует, что
операция 𝑠 удовлетворяет тождествам 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑦) = 𝑠(𝑦, 𝑦, 𝑥) = 𝑠(𝑦, 𝑥, 𝑦) = 𝑥, то есть явля-
ется операцией меньшинства. Таким образом, класс алгебр ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ содержится в многооб-
разии, определенном тождествами операции меньшинства и тождеством перестановочности
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𝑓(𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧)) = 𝑠(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦), 𝑓(𝑧)). Отсюда, в свою очередь, вытекает, что данный класс являет-
ся конгруэнц-модулярным, поскольку операция меньшинства, как отмечалось выше, является
мальцевской.

В [17] были описаны простые, абелевы и полиномиально полные алгебры в классе алгебр
⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩, в [18] — гамильтоновы алгебры данного класса.

Слабой операцией почти единогласия (weak near-unanimity operation) (см., например, [19])
называется идемпотентная n-арная операция 𝑑, где 𝑛 > 1, для которой выполняются тожде-
ства 𝑑(𝑦, 𝑥, . . . , 𝑥) = 𝑑(𝑥, 𝑦, . . . , 𝑥) = . . . = 𝑑(𝑥, 𝑥, . . . , 𝑦). Алгебры, имеющие термальную сла-
бую операцию почти единогласия находят применение в рамках алгебраического подхода [20]
к исследованию вычислительной сложности ограничений задачи CSP (Constraint Satisfaction
Problem) и в смежных областях алгебры. Поскольку, по определению (1), 𝑠(𝑥, 𝑥, 𝑥) = 𝑥 и
𝑠(𝑥, 𝑥, 𝑦) = 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑥) = 𝑠(𝑦, 𝑥, 𝑥) для любых 𝑥, 𝑦, то операция 𝑠 является тернарной слабой
операцией почти единогласия.

Близким к приведенному выше понятию является операция почти единогласия (near-
unanimity operation) (см., например, [21]), то есть, 𝑛-арная операция 𝜙, удовлетворяющая
тождествам 𝜙(𝑥, . . . , 𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥, . . . , 𝑥, 𝑦, 𝑥) = . . . = 𝜙(𝑦, 𝑥, . . . , 𝑥) = 𝑥 (𝑛 ⩾ 3). В тернарном
случае 𝜙 является операцией большинства. Алгебрам с термальной операцией почти единогла-
сия уделяется большое внимание в современной универсальной алгебре (см., например, [22]),
теории графов и теоретической информатике (в области, связанной с задачей CSP).

Сходным с указанным в (1) способом на произвольном унаре ⟨𝐴, 𝑓⟩ задается операция
большинства 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧), перестановочная с операцией 𝑓 (см. [23]). В [24] показано, что исполь-
зуя операцию 𝑚(𝑥, 𝑦, 𝑧), на произвольном унаре ⟨𝐴, 𝑓⟩ для 𝑛 ≥ 3 можно определить семей-
ство 𝑛-арных операций почти единогласия 𝑔(𝑛), перестановочных с операцией 𝑓 , по правилам:
𝑔(3)(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑚(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) и 𝑔(𝑛)(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑚(𝑔(𝑛−1)(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛−1), 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) для
𝑛 > 3. Там же получены необходимые и достаточные условия совпадения решетки конгруэн-
ций алгебры ⟨𝐴, 𝑔(𝑛), 𝑓⟩ и решетки конгруэнций ее унарного редукта ⟨𝐴, 𝑓⟩.

2. Основные определения и обозначения

Обозначим через Con𝐴 решетку конгруэнций универсальной алгебры 𝐴, а через ▽𝐴 и
△𝐴 — единичную и нулевую конгруэнции алгебры 𝐴 соответственно. Класс конгруэнции 𝜃,
порожденный элементом 𝑥, обозначим через 𝑥𝜃.

Для произвольной конгруэнции 𝜃 на алгебре 𝐴 будем называть нетривиальной парой этой
конгруэнции пару таких элементов 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, что 𝑥𝜃𝑦 и 𝑥 ̸= 𝑦.

Конгруэнция 𝛼 произвольной алгебры ⟨𝐴,Ω⟩ называется расширением конгруэнции 𝛼 по-
далгебры 𝐵 алгебры ⟨𝐴,Ω⟩, если условие 𝑥𝛼𝑦 для 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 выполняется тогда и только тогда,
когда 𝑥𝛼𝑦, либо 𝑥 = 𝑦.

Для любых чисел 𝑛 > 0, 𝑚 ⩾ 0 положим 𝐶𝑚𝑛 = ⟨𝑎|𝑓𝑚(𝑎) = 𝑓𝑚+𝑛(𝑎)⟩. Унар 𝐶0
𝑛 называется

циклом длины 𝑛. Элемент унара называется циклическим, если подунар, порожденный этим
элементом, является циклом; в противном случае будем называть элемент нециклическим. Че-
рез 𝐶∞

𝑛 обозначается объединение возрастающей последовательности унаров 𝐶𝑡1𝑛 ⊆ 𝐶𝑡2𝑛 ⊆ . . .,
где 𝑛 > 0 и 0 ⩽ 𝑡1 < 𝑡2 < . . . . Элемент 𝑎 унара называется периодическим, если 𝑓 𝑡(𝑎) = 𝑓 𝑡+𝑛(𝑎)
для некоторых 𝑡 ⩾ 0 и 𝑛 ⩾ 1, и непериодическим в противном случае. Через 𝑇 (𝐴) и 𝐷(𝐴)
обозначаются множества всех периодических и непериодических элементов унара 𝐴 соответ-
ственно. Унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ называется периодическим, если 𝐴 = 𝑇 (𝐴), и унаром без кручения,
если 𝐴 = 𝐷(𝐴). Если 𝑎 — периодический элемент, то наименьшее из чисел 𝑡, для которых
𝑓 𝑡(𝑎) = 𝑓 𝑡+𝑛(𝑎) при некоторых 𝑛 ⩾ 1, называется глубиной элемента 𝑎 и обозначается через
𝑡(𝑎). Глубиной 𝑡(𝐴) унара 𝐴 называется наибольшая из глубин его периодических элементов,
если 𝑇 (𝐴) ̸= ∅. Если множество {𝑡(𝑎) | 𝑎 ∈ 𝑇 (𝐴)} не ограничено, глубина унара принима-
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ется формально равной бесконечности. Объединение двух непересекающихся унаров 𝐵 и 𝐶
называется их суммой и обозначается через 𝐵 + 𝐶.

Унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ называется связным, если для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 выполняется условие 𝑓𝑛(𝑥) =
= 𝑓𝑚(𝑦) при некоторых 𝑛 ⩾ 0, 𝑚 ⩾ 0. Максимальный по включению связный подунар унара
𝐴 называется компонентой связности унара 𝐴. Элемент 𝑎 унара называется узловым, ес-
ли найдутся такие различные элементы 𝑏 и 𝑐 (возможно, циклические), отличные от 𝑎, что
𝑓(𝑏) = 𝑎 = 𝑓(𝑐). Элемент 𝑎 унара ⟨𝐴, 𝑓⟩ называется неподвижным, если 𝑓(𝑎) = 𝑎. Связный
унар с неподвижным элементом называется корнем. Корнем без нетривиальных узлов назы-
вается корень, не имеющий узловых элементов, кроме, может быть, неподвижного.

Пусть 𝐵 — подунар произвольного унара ⟨𝐴, 𝑓⟩. Через 𝜃𝐵 обозначается конгруэнция унара
⟨𝐴, 𝑓⟩, определенная по правилу [25]: условие 𝑥𝜃𝐵𝑦 для 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 выполняется тогда и только
тогда, когда либо 𝑥 = 𝑦, либо 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵.

Пусть 𝑣 — узловой элемент унара ⟨𝐴, 𝑓⟩. Через 𝜃𝑣 обозначается конгруэнция унара ⟨𝐴, 𝑓⟩,
определенная по правилу [16]: условие 𝑥𝜃𝑣𝑦 для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 выполняется тогда и только
тогда, когда либо 𝑥 = 𝑦, либо 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑓−1(𝑣).

Пусть 𝑘 ∈ N. Через 𝜎𝑘 обозначается конгруэнция 𝐾𝑒𝑟𝑓𝑘 алгебры ⟨𝐴,Ω∪{𝑓}⟩ с оператором
𝑓 и произвольной основной сигнатурой Ω. Положим также 𝜎0 = △𝐴. Через 𝜎 обозначается
конгруэнция на ⟨𝐴,Ω ∪ {𝑓}⟩, определенная как

𝑥𝜎𝑦 ⇔ ∃𝑠 > 0 (𝑓𝑠(𝑥) = 𝑓 𝑠(𝑦)).

Пусть ⟨𝐴, 𝑓⟩ — произвольный связный унар без кручения, имеющий единственный узловой
элемент. Обозначим узловой элемент унара через 𝑣 и определим на ⟨𝐴, 𝑓⟩ функцию 𝑟(𝑥) для
элементов 𝑥 ∈ 𝐴 следующим образом: 𝑟(𝑥) = 𝑛, если 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑣 для некоторого 𝑛 ∈ N,
𝑟(𝑥) = −𝑛, если 𝑓𝑛(𝑣) = 𝑥 и 𝑟(𝑥) = 0 при 𝑥 = 𝑣.

3. Цепные алгебры в классе ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩

Далее везде через ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ обозначается алгебра с оператором 𝑓 и операцией 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧),
определенной по правилу (1).

Лемма 1. Пусть ⟨𝐴, 𝑓⟩ — связный периодический унар с единственным узловым элемен-
том 𝑣, содержащий цикл неединичной длины ℎ. Тогда решетка конгруэнций алгебры ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩
является цепью.

Доказательство. Пусть 𝜃 ∈ Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩, 𝜃 ̸= ▽𝐴. Предположим, что глубины всех эле-
ментов 𝐴, входящих в нетривиальные пары конгруэнции 𝜃, ограничены глубиной некоторого
элемента 𝑐 ∈ 𝐴, и докажем, что 𝜃 = 𝜎𝑡(𝑐). Поскольку △𝐴 = 𝜎0, то рассмотрим случай 𝜃 ̸= △𝐴.

Пусть 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, 𝑥 ̸= 𝑦 и 𝑥𝜃𝑦. По предположению, 𝑡(𝑥), 𝑡(𝑦) ⩽ 𝑡(𝑐). Тогда элементы
𝑓 𝑡(𝑐)(𝑥), 𝑓 𝑡(𝑐)(𝑦) являются циклическими. Предположим, что 𝑓 𝑡(𝑐)(𝑥) ̸= 𝑓 𝑡(𝑐)(𝑦). Учитывая инъ-
ективность операции 𝑓 на цикле, получаем, что 𝑓 𝑡(𝑐)+𝑚(𝑥) ̸= 𝑓 𝑡(𝑐)+𝑚(𝑦) для любого 𝑚 > 0. От-
сюда, 𝑘(𝑥, 𝑦) = ∞, что противоречит пункту 2 леммы 11 [26]. Таким образом, 𝑓 𝑡(𝑐)(𝑥) = 𝑓 𝑡(𝑐)(𝑦),
откуда 𝑥𝜎𝑡(𝑐)𝑦 и 𝜃 ⊆ 𝜎𝑡(𝑐).

Пусть теперь 𝑥𝜎𝑡(𝑐)𝑦, откуда 𝑓
𝑡(𝑐)(𝑥) = 𝑓 𝑡(𝑐)(𝑦). Так как 𝜎𝑡(𝑐) ∈ Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩, то, по лемме 2

[27], элементы 𝑥, 𝑦 не могут одновременно быть циклическими. Пусть, для определенности, 𝑥
— нециклический элемент.

Так как 𝑥𝜃𝑦, то |𝑥𝜃| > 1. Тогда, по лемме 4 [27], для элемента 𝑎 = 𝑓ℎ−𝑟(𝑣), где 𝑟 — остаток
от деления 𝑡(𝑥) на ℎ, выполняется условие 𝑎𝜃𝑥.

Рассмотрим сначала случай, когда элемент 𝑦 не является циклическим.
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Пусть |𝑦𝜃| > 1. Поскольку из равенства 𝑓 𝑡(𝑐)(𝑥) = 𝑓 𝑡(𝑐)(𝑦) вытекает, что элементы 𝑥, 𝑦
удовлетворяют условиям леммы 6 [27], то 𝑡(𝑥) ≡ 𝑡(𝑦)(ℎ). Тогда остаток от деления 𝑡(𝑦) на ℎ
равен 𝑟, а значит, по лемме 4 [27], имеем 𝑎𝜃𝑦. Отсюда, 𝑥𝜃𝑦.

Положим теперь |𝑦𝜃| = 1. Поскольку, по предположению, элемент 𝑐 входит в нетривиаль-
ную пару конгруэнции 𝜃, то |𝑐𝜃| > 1, а значит, по лемме 3 [27], найдется такой циклический
элемент 𝑑, что 𝑐𝜃𝑑. Из условия 𝑡(𝑦) ⩽ 𝑡(𝑐) вытекает, что 𝑡(𝑐) = 𝑡(𝑦)+𝑚 для некоторого 𝑚 ⩾ 0.
Тогда 𝑓𝑚(𝑐)𝜃𝑓𝑚(𝑑). Поскольку 𝑦 не является циклическим элементом, то 𝑡(𝑦) > 0, откуда
𝑚 < 𝑡(𝑐), а значит, 𝑓𝑚(𝑐) также не является циклическим. Из условия 𝑡(𝑐) = 𝑡(𝑦)+𝑚 следует,
что 𝑡(𝑓𝑚(𝑐)) = 𝑡(𝑦).

Если 𝑦 = 𝑓𝑚(𝑐), то 𝑦𝜃𝑓𝑚(𝑑), а поскольку 𝑓𝑚(𝑑) — циклический, то |𝑦𝜃| > 1, что противо-
речит условию |𝑦𝜃| = 1.

Пусть теперь 𝑦 ̸= 𝑓𝑚(𝑐). Так как 𝑓𝑚(𝑐)𝜃𝑓𝑚(𝑑), то по следствию из леммы 6 [16],
𝑘(𝑓𝑚(𝑐), 𝑓𝑚(𝑑)) = 𝑡(𝑓𝑚(𝑐)) = 𝑡(𝑦) и 𝑘(𝑦, 𝑓𝑚(𝑐)) = max{𝑡(𝑦), 𝑡(𝑓𝑚(𝑐))} = 𝑡(𝑦). Тогда
𝑝(𝑦, 𝑓𝑚(𝑐), 𝑓𝑚(𝑑)) = 𝑓𝑚(𝑑) и 𝑝(𝑦, 𝑓𝑚(𝑐), 𝑓𝑚(𝑐)) = 𝑦, откуда 𝑦𝜃𝑓𝑚(𝑑), что снова приводит к
противоречию.

Рассмотрим теперь случай, когда элемент 𝑦 — циклический.
Из условия |𝑥𝜃| > 1, по лемме 3 [27], найдется такой циклический элемент 𝑎, что 𝑎𝜃𝑥. Отсю-

да, 𝑓 𝑡(𝑐)(𝑎)𝜃𝑓 𝑡(𝑐)(𝑥), и с учетом условия 𝑓 𝑡(𝑐)(𝑥) = 𝑓 𝑡(𝑐)(𝑦), имеем 𝑓 𝑡(𝑐)(𝑎)𝜃𝑓 𝑡(𝑐)(𝑦). Поскольку оба
последних элемента являются циклическими, то, по лемме 2 [27], получаем 𝑓 𝑡(𝑐)(𝑎) = 𝑓 𝑡(𝑐)(𝑦).
Тогда, с учетом инъективности операции 𝑓 на цикле, верно равенство 𝑎 = 𝑦, откуда 𝑥𝜃𝑦.

Таким образом, 𝜎𝑡(𝑐) ⊆ 𝜃, а значит, 𝜃 = 𝜎𝑡(𝑐).
Предположим теперь, что глубины элементов, принадлежащих нетривиальным парам кон-

груэнции 𝜃 не ограничены в совокупности, и докажем, что в этом случае 𝜃 = 𝜎.
Пусть 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, 𝑥 ̸= 𝑦 и 𝑥𝜃𝑦. Тогда, по пункту 2 леммы 11 [26], 𝑘(𝑥, 𝑦) <∞ и, следовательно,

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓𝑛(𝑦) для некоторого 𝑛 > 0. Отсюда, по определению конгруэнции 𝜎, имеем 𝑥𝜎𝑦 и
𝜃 ⊆ 𝜎.

Пусть теперь 𝑥𝜎𝑦, то есть 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓𝑛(𝑦) для некоторого 𝑛 > 0. По предположению, най-
дется такой элемент 𝑐, входящий в некоторую нетривиальную пару (𝑏, 𝑐) ∈ 𝜃, что 𝑡(𝑥) < 𝑡(𝑐),
𝑡(𝑦) < 𝑡(𝑐), 𝑛 < 𝑡(𝑐). Из последнего неравенства следует, что 𝑡(𝑐) = 𝑛+𝑚 для некоторого𝑚 > 0.
Отсюда, условие 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓𝑛(𝑦) влечет 𝑓 𝑡(𝑐)(𝑥) = 𝑓 𝑡(𝑐)(𝑦). Тогда, учитывая условия 𝑡(𝑥) < 𝑡(𝑐),
𝑡(𝑦) < 𝑡(𝑐) и рассуждая как выше при доказательстве утверждения 𝜎𝑡(𝑐) ⊆ 𝜃, получаем, что
𝑥𝜃𝑦 и, значит, 𝜎 ⊆ 𝜃. Окончательно, 𝜃 = 𝜎.

Таким образом, любая нетривиальная конгруэнция алгебры ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ совпадает либо с 𝜎𝑛
для некоторого 𝑛 > 0, либо с конгруэнцией 𝜎. Тогда утверждение леммы вытекает из заме-
чания 2 [28] и того факта, что отношение 𝜎 является объединением возрастающей цепи всех
конгруэнций вида 𝜎𝑛. 2

Лемма 2. Пусть ⟨𝐴, 𝑓⟩ — произвольный связный унар без кручения, имеющий един-
ственный узловой элемент. Тогда для любых различных 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 и любого 𝑛 > 0 условие
𝑥𝜎𝑛𝑦 эквивалентно условию 0 < 𝑟(𝑥) = 𝑟(𝑦) ⩽ 𝑛.

Доказательство. Пусть 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, 𝑥 ̸= 𝑦, 𝑛 > 0. Предположим, что выполняется условие
0 < 𝑟(𝑥) = 𝑟(𝑦) ⩽ 𝑛. Обозначим 𝑟 = 𝑟(𝑥) = 𝑟(𝑦). По условию, 𝑛 = 𝑟 + 𝑠 для некоторого 𝑠 ⩾ 0.
Так как 𝑟 > 0, то 𝑓 𝑟(𝑥) = 𝑓 𝑟(𝑦) = 𝑣, где 𝑣 — узловой элемент унара. Тогда 𝑓 𝑟+𝑠(𝑥) = 𝑓 𝑟+𝑠(𝑦),
откуда 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓𝑛(𝑦) и, следовательно, 𝑥𝜎𝑛𝑦.

Пусть теперь выполнено условие 𝑥𝜎𝑛𝑦. Тогда 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓𝑛(𝑦). Предположение о том, что
𝑓𝑛(𝑥) /∈ ⟨𝑣⟩ приводит к противоречию с условием единственности узлового элемента в унаре
⟨𝐴, 𝑓⟩. Отсюда, 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓𝑘(𝑣) = 𝑓𝑛(𝑦) для некоторого 𝑘 ⩾ 0, и по определению функции 𝑟(𝑥),
имеем 0 < 𝑟(𝑥) = 𝑟(𝑦) ⩽ 𝑛. 2
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Лемма 3. Пусть ⟨𝐴, 𝑓⟩ — произвольный связный унар без кручения, имеющий един-
ственный узловой элемент. Тогда решетка конгруэнций алгебры ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ является цепью.

Доказательство. Пусть 𝜃 – произвольная нетривиальная конгруэнция алгебры ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ и
𝑥, 𝑦 — произвольные различные элементы множества 𝐴.

Предположим, что найдется такая пара элементов (𝑏, 𝑐) ∈ 𝜃, что 𝑟(𝑏) ̸= 𝑟(𝑐). Тогда, по
лемме 12 [16], 𝑘(𝑏, 𝑐) = ∞. Отсюда, по определению операции 𝑠, имеем 𝑠(𝑥, 𝑏, 𝑐) ∈ {𝑏, 𝑐},
𝑠(𝑦, 𝑏, 𝑐) ∈ {𝑏, 𝑐}. Тогда 𝑠(𝑥, 𝑏, 𝑐)𝜃𝑠(𝑥, 𝑏, 𝑏), откуда 𝑏𝜃𝑥. Аналогично получаем 𝑏𝜃𝑦. Отсюда
𝜃 = ▽𝐴, что противоречит выбору 𝜃. Таким образом, для любой пары (𝑏, 𝑐) ∈ 𝜃 имеем
𝑟(𝑏) = 𝑟(𝑐).

Если 𝑟(𝑏) > 0, то 𝑓 𝑟(𝑏)(𝑏) = 𝑣 = 𝑓 𝑟(𝑏)(𝑐). Тогда 𝑘(𝑏, 𝑐) ⩽ 𝑟(𝑏). Предположив, что 𝑘(𝑏, 𝑐) < 𝑟(𝑏),
получаем противоречие с условием единственности узлового элемента. Отсюда, 𝑘(𝑏, 𝑐) = 𝑟(𝑏).

Если же 𝑟(𝑏) ⩽ 0, то 𝑏 = 𝑐 и 𝑘(𝑏, 𝑐) = 0.
Пусть 𝑧 ∈ 𝐴 — такой элемент, что 𝑟(𝑧) = 𝑟(𝑐) = 𝑟(𝑏). Рассуждая, как выше, получаем, что

при 𝑟(𝑏) > 0 верно 𝑘(𝑧, 𝑏) = 𝑟(𝑏), а при 𝑟(𝑏) ⩽ 0 выполняется 𝑘(𝑧, 𝑏) = 0. Тогда в любом из
этих двух случаев имеем 𝑘(𝑧, 𝑏) = 𝑘(𝑏, 𝑐), что, по определению операции 𝑠, влечет равенство
𝑠(𝑧, 𝑏, 𝑐) = 𝑏. Тогда 𝑏 = 𝑝(𝑧, 𝑏, 𝑐)𝜃𝑝(𝑧, 𝑏, 𝑏) = 𝑧.

Изложенное выше, с учетом леммы 2, показывает, что любая нетривиальная конгруэнция
алгебры ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ совпадает с конгруэнцией 𝜎𝑛 при подходящем 𝑛. Окончательно, утверждение
леммы вытекает из замечания 2 [28]. 2

Теорема 1. Пусть ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ — алгебра с оператором 𝑓 и операцией 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧), определенной
по правилу (1). Решетка конгруэнций алгебры ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ является цепью в том и только в том
случае, когда данная алгебра подпрямо неразложима.

Доказательство. Пусть Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ — цепь. Тогда, поскольку по теореме 1 [27], решетка
Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ является атомной, то в ней существует атом, содержащийся во всех ненулевых
конгруэнциях данной алгебры. Отсюда, алгебра ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ подпрямо неразложима.

Пусть теперь алгебра ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ подпрямо неразложима. Тогда, по теореме 3 [27], унар ⟨𝐴, 𝑓⟩
удовлетворяет одному из условий 1) – 5) этой теоремы. Рассмотрим возникающие случаи.

Случай 1. Операция 𝑓 на унаре ⟨𝐴, 𝑓⟩ инъективна.
В этом случае, по теореме 9 [17], алгебра ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ является конгруэнц-простой, и, следова-

тельно, Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ есть цепь.
Случай 2. Унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ изоморфен 𝐶𝑡1, где 𝑡 ∈ N ∪ {∞}.

При этом условии, по следствию 1 из предложения 3 [28], решетка конгруэнций алгебры
⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ является цепью длины 1 + 𝑡.

Случай 3. ⟨𝐴, 𝑓⟩ есть связный периодический унар, имеющий единственный узловой элемент
𝑣, который является циклическим.

Здесь из условий связности и периодичности вытекает, что унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ содержит подунар
𝐵, изоморфный 𝐶0

𝑛 для некоторого 𝑛 > 0.
Если 𝑛 > 1, то решетка Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ является цепью по лемме 1.
При 𝑛 = 1 унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ является корнем без нетривиальных узлов. Тогда, по пункту 4 леммы

11 [26], любая неединичная конгруэнция алгебры ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ имеет вид 𝜎𝑛 для некоторого 𝑛 ⩾ 0. В
этом случае, по замечанию 2 [28], совокупность всех неединичных конгруэнций образует цепь
в решетке Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩. По лемме 2 [28], единичная конгруэнция алгебры ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩, унарный
редукт которой является корнем, совпадает с конгруэнцией 𝜎. Отсюда, решетка Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩
является цепью.

Случай 4. ⟨𝐴, 𝑓⟩ — связный унар без кручения, имеющий единственный узловой элемент.
При этом условии решетка Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ является цепью по лемме 3.
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Случай 5. Унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ является суммой одной компоненты связности 𝐵, имеющей вид, указан-
ный в одном из случаев 2–4, и произвольного подунара 𝐶, операция 𝑓 на котором инъективна.

В данном случае, по пункту 8 леммы 11 [26], любая нетривиальная конгруэнция 𝜃 алгеб-
ры ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ является расширением некоторой конгруэнции ее подалгебры ⟨𝐵, 𝑠, 𝑓⟩. Как след-
ствие, решетка конгруэнций алгебры ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ изоморфна решетке Con⟨𝐵, 𝑠, 𝑓⟩ с присоединен-
ной внешней единицей, а значит, по доказанному выше в случаях 2–4, Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ является
цепью. 2

Следствие 1. Пусть ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ — алгебра с оператором 𝑓 и операцией 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧), определен-
ной по правилу (1). Решетка конгруэнций алгебры ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ является цепью тогда и только
тогда, когда унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ удовлетворяет одному из следующих условий:

1) ⟨𝐴, 𝑓⟩ — унар с инъективной операцией;

2) ⟨𝐴, 𝑓⟩ изоморфен 𝐶𝑡1, где 𝑡 ∈ N ∪ {∞};
3) ⟨𝐴, 𝑓⟩ — связный периодический унар, имеющий единственный узловой элемент, который
является циклическим;

4) ⟨𝐴, 𝑓⟩ — связный унар без кручения, имеющий единственный узловой элемент;

5) ⟨𝐴, 𝑓⟩ является суммой одной компоненты связности, имеющей вид, указанный в одном
из случаев 2–4, и произвольного подунара с инъективной операцией.

Вытекает из теоремы 1 и теоремы 3 [27].

4. Алгебры ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩, каждая конгруэнция которых является кон-

груэнцией их унарного редукта

Теорема 2. Пусть ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ — алгебра с оператором 𝑓 и операцией 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧), определенной
по правилу (1). Каждая конгруэнция унара ⟨𝐴, 𝑓⟩ является конгруэнцией алгебры ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩
тогда и только тогда, когда ⟨𝐴, 𝑓⟩ изоморфен одному из следующих унаров:

1) 𝐶0
𝑝 , где 𝑝 — простое число;

2) 𝐶0
1 + 𝐶0

1 ;

3) 𝐶𝑡1, где 𝑡 ∈ N ∪ {0} ∪ {∞}.

Доказательство. Достаточность утверждения следует из предложения 2 [24]. Докажем
его необходимость.

Пусть унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ не изоморфен ни одному из унаров, перечисленных в условии теоре-
мы. Достаточно найти такую его конгруэнцию, которая не является стабильной относительно
операции 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Пусть ⟨𝐴, 𝑓⟩ — унар без кручения. Тогда он содержит подунар 𝐵 ∼= 𝐹1. Отсюда следует
существование на подунаре 𝐵 нетривиальной конгруэнции 𝜃. Так как операция 𝑓 инъективна
на 𝐵, то по теореме 9 [17], алгебра ⟨𝐵, 𝑠, 𝑓⟩ конгруэнц-проста. Таким образом, отношение 𝜃
не стабильно относительно операции 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧), а значит, не будет стабильно и его расширение
𝜃 = 𝜃 ∪△𝐴, рассматриваемое, как конгруэнция унара ⟨𝐴, 𝑓⟩.

Пусть теперь унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ содержит подунар 𝐵 ∼= 𝐶0
𝑛 для некоторого 𝑛 > 0.

Положим 𝑛 > 1. Если 𝐵 = 𝐴, то, по условию, 𝑛 — составное число. Так как любая конгру-
энция на унаре, являющемся циклом, определяется некоторым делителем длины этого цикла,
то, выбрав делитель, не совпадающий с 𝑛 и 1, получаем, что унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ имеет нетривиальную
конгруэнцию 𝜃. В то же время, в силу инъективности операции 𝑓 на 𝐵, как и выше, отношение
𝜃 не стабильно относительно операции 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Если же 𝐵 — собственный подунар унара ⟨𝐴, 𝑓⟩, то найдется элемент 𝑎 ∈ 𝐴∖𝐵. Кроме
того, так как 𝑛 > 1, то для некоторых различных элементов 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐵 имеем 𝑏𝜃𝐵𝑐. По лемме
1 [24], 𝑘(𝑏, 𝑐) = ∞. Тогда, по определению операции 𝑠, верно утверждение 𝑠(𝑏, 𝑐, 𝑎) ∈ {𝑏, 𝑐}.



О решетках конгруэнций алгебр с оператором. . . 111

С другой стороны, 𝑠(𝑏, 𝑏, 𝑎) = 𝑎. Предполагая выполнение утверждения 𝜃𝐵 ∈ Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩,
получаем 𝑎 = 𝑠(𝑏, 𝑏, 𝑎)𝜃𝐵𝑠(𝑏, 𝑐, 𝑎) ∈ {𝑏, 𝑐}, что противоречит выбору элемента 𝑎. Таким образом,
конгруэнция 𝜃𝐵 унара ⟨𝐴, 𝑓⟩ не стабильна относительно операции 𝑠.

Пусть теперь 𝑛 = 1. Рассмотрим сначала случай, когда унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ содержит более од-
ного одноэлементного подунара. В этом случае в ⟨𝐴, 𝑓⟩ найдется двухэлементный подунар
𝐷 = {𝑏, 𝑐}, где 𝑓(𝑏) = 𝑏 и 𝑓(𝑐) = 𝑐. По условию, 𝐷 будет собственным подунаром унара
⟨𝐴, 𝑓⟩. Тогда найдется элемент 𝑎 ∈ 𝐴∖𝐷. Кроме того, по определению конгруэнции 𝜃𝐷 на
унаре ⟨𝐴, 𝑓⟩ имеем 𝑏𝜃𝐷𝑐. Так как элементы 𝑏 и 𝑐 лежат в разных компонентах связности, то
𝑘(𝑏, 𝑐) = ∞. Отсюда, как и выше, предполагая выполнение утверждения 𝜃𝐷 ∈ Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩,
получаем 𝑎 = 𝑠(𝑏, 𝑏, 𝑎)𝜃𝐷𝑠(𝑏, 𝑐, 𝑎) ∈ {𝑏, 𝑐}, что противоречит выбору элемента 𝑎.

Пусть теперь унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ содержит единственный одноэлементный подунар. Предположим
сначала, что унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ — связный. Тогда он является корнем. Так как по условию он неизо-
морфен унару 𝐶𝑡1 ни при каком 𝑡 ∈ {0}∪N∪{∞}, то ⟨𝐴, 𝑓⟩ содержит узловой элемент 𝑣. Тогда
найдутся такие отличные от 𝑣 элементы 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴, что 𝑏 ̸= 𝑐, 𝑓(𝑏) = 𝑣, 𝑓(𝑐) = 𝑣. Обозначим
через 𝐾 подунар унара ⟨𝐴, 𝑓⟩, порожденный элементом 𝑏. Очевидно, 𝑣 ∈ 𝐾 и 𝑐 /∈ 𝐾. Отсю-

да, 𝑣𝜃𝐾𝑏 и (𝑐, 𝑣) /∈ 𝜃𝐾 . Поскольку ⟨𝐴, 𝑓⟩ — корень, то подунар 𝐾 изоморфен 𝐶𝑡(𝑏)1 . Тогда, по
лемме 10 [28], имеем 𝑘(𝑏, 𝑣) = 𝑡(𝑏) > 0. Аналогично получаем 𝑘(𝑣, 𝑐) = 𝑡(𝑐) > 0. При этом,
из условия 𝑓(𝑏) = 𝑣 = 𝑓(𝑐) имеем 𝑡(𝑏) = 𝑡(𝑐). Отсюда, по определению операции 𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧),
получаем 𝑠(𝑏, 𝑣, 𝑐) = 𝑣. С другой стороны, 𝑠(𝑏, 𝑏, 𝑐) = 𝑐. Предполагая выполнение утвержде-
ния 𝜃𝐾 ∈ Con⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩, получаем, что 𝑣 = 𝑠(𝑏, 𝑣, 𝑐)𝜃𝐾𝑠(𝑏, 𝑏, 𝑐) = 𝑐, что противоречит условию
(𝑐, 𝑣) /∈ 𝜃𝐾 . Таким образом, конгруэнция 𝜃𝐾 унара ⟨𝐴, 𝑓⟩ не стабильна относительно операции
𝑠(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Если же унар ⟨𝐴, 𝑓⟩ несвязный, то кроме компоненты связности 𝑆, содержащей его одно-
элементный подунар, он имеет и другую компоненту связности 𝑃 . Тогда, в силу единствен-
ности одноэлементного подунара в унаре ⟨𝐴, 𝑓⟩, компонента связности 𝑃 имеет либо подунар,
изоморфный 𝐹1, либо подунар 𝐵, изоморфный 𝐶0

𝑛 для некоторого 𝑛 > 1, что приводит к од-
ному из рассмотренных выше случаев (за исключением ситуации, когда 𝑛 является простым
числом). Если же 𝑛 — простое, то рассуждая как выше (в случае, когда 𝐵 — собственный
подунар унара ⟨𝐴, 𝑓⟩), можно выбрать в качестве элемента 𝑎 ∈ 𝐴∖𝐵 любой элемент компонен-
ты связности 𝑆, и это снова приводит к тому, что конгруэнция 𝜃𝐵 унара ⟨𝐴, 𝑓⟩ не стабильна
относительно операции 𝑠. 2

Следствие 2. Решетка конгруэнций алгебры ⟨𝐴, 𝑠, 𝑓⟩ совпадает с решеткой конгруэнций
ее унарного редукта ⟨𝐴, 𝑓⟩ тогда и только тогда, когда ⟨𝐴, 𝑓⟩ изоморфен одному из следую-
щих унаров:
1) 𝐶0

𝑝 , где 𝑝 — простое число;
2) 𝐶0

1 + 𝐶0
1 ;

3) 𝐶𝑡1, где 𝑡 ∈ N ∪ {0} ∪ {∞}.
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