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Abstract

We consider the problem on uniform estimates for an oscillatory integrals with the smooth
phase functions having singularities 𝐷∞. The estimate is sharp and analogy to estimates of the
work of V. N. Karpushkin.
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1. Введение

Определение 1. Осцилляторным интегралом с гладкой вещественно-значной фазой 𝑓
и амплитудой 𝑎 называется интеграл вида:

𝐽(𝜆, 𝑓, 𝑎) =

∫︁
R𝑛

𝑎(𝑥)𝑒𝑖𝜆𝑓(𝑥)𝑑𝑥

где 𝑎 ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛) и 𝜆 ∈ R.

Пусть 𝑈 ⊂ 𝑉 ⊂ R2−ограниченные окрестности начала координат, 𝑈(𝑉 ) замыкание 𝑈(𝑉 ).
Допустим, что функция 𝑓 : 𝑉 → R (где 𝑓 ∈ 𝐶𝑁

(︀
𝑉
)︀
, (𝑁 ⩾ 8)) имеет следующий вид:

𝑓 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1𝑥
2
2 + 𝑔 (𝑥1, 𝑥2) , (1)

где 𝑔 ∈ 𝐶𝑁 (𝑉 ) , такая, что𝐷𝛼𝑔(0, 0) = 0 для всех 𝛼1+𝛼2 ⩽ 3, здесь𝐷𝛼 означает𝐷𝛼 = 𝜕|𝛼|

𝜕𝑥
𝛼1
1 𝜕𝑥

𝛼2
2

,

𝛼 := (𝛼1, 𝛼2) ∈ 𝑍2
+−мультииндекс, 𝑍+ = {0} ∪ N неотрицательные целые числа.

Определение 2. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶𝑁
(︀
𝑉
)︀
, где 𝑁 ≥ 0 некоторое неотрицательное целое

число. Деформацией функции 𝑓 называется 𝑓 + 𝐹, где 𝑓 ∈ 𝐶𝑁
(︀
𝑉
)︀
(см.[7]).

Пусть 𝜗𝐶8(𝑉 )(𝜀) := {𝐹 ∈ 𝐶8
(︀
𝑉
)︀
, ‖𝐹‖𝐶8(𝑉 ) < 𝜀}. Основным результатом работы является

следующая

Теорема 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶8(𝑉 ) имеет вид (1). Тогда найдутся положительные числа 𝜀, 𝐶
и окрестность 𝑈 ⊂ 𝑉 начала координат, такие, что для произвольных функций 𝑎 ∈ 𝐶1

0 (𝑈)
и 𝐹 ∈ 𝜗𝐶8(𝑉 )(𝜀) справедлива следующая оценка:

⃒⃒⃒⃒∫︁
𝑈
𝑒𝑖𝜆(𝑓+𝐹 )𝑎 (𝑥) 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⩽
𝐶 ‖𝑎‖𝐶1

|𝜆|
1
2

.

1) Теорема является аналогом более общей теоремы В.Н.Карпушкина [7] (а также см.[2])
для достаточно гладких функций.

2) Если 𝑔 ≡ 0, то оценка, полученная в теореме, неулучшаема.
3) Для некоторых 𝑔 функция 𝑓 может иметь особенность типа 𝐷𝑘. В этом случае из ре-

зультатов Дюстермаата [5] можно вывести более точную оценку.
4) Инвариантные оценки с полиномиальной фазой рассмотрены в работах [10]-[15].
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2. Некоторые вспомогательные утверждения

Сначала мы приведем несколько простых вспомогательных определений.

Определение 3. [1] Рассмотрим арифметическое пространство R𝑛 с фиксирован-
ными координатами 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛. Функция 𝑓 : (R𝑛, 0) → (R, 0) называется квазиодно-
родной функцией степени 𝑑 с показателями 𝛼1, 𝛼2, ..., 𝛼𝑛, если при любом 𝜆 > 0 имеем
𝑓(𝜆𝛼1𝑥1, 𝜆

𝛼2𝑥2, . . . , 𝜆
𝛼𝑛𝑥𝑛) = 𝜆𝑑𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛). Показатели 𝛼𝑠 называются весами перемен-

ных 𝑥𝑠.

Следующая лемма доказана в работе [6].

Лемма 1. Пусть 𝑓− гладкая функция в окрестности начала координат , R2 𝑐 > 0 и
𝛼1, 𝛼2 (0 < 𝛼1 ≤ 𝛼2) – фиксированные рациональные числа и 𝑚 ≥ 1 - натуральное число,
причем 𝛼1𝑚 > 𝑐. Тогда включение

𝑀(𝑓) ⊂ {(𝑡1, 𝑡2) : 𝛼1𝑡1 + 𝛼2𝑡2 ≥ 𝑐}

справедливо тогда и только тогда, когда существует полином 𝑓𝜋(𝑥1, 𝑥2) удовлетворяющий
условию

𝑀(𝑓𝜋) ⊂ {(𝑡1, 𝑡2) : 𝛼1𝑡1 + 𝛼2𝑡2 ≥ 𝑐}

и гладкие функции 𝑎𝑗𝑘(𝑥1, 𝑥2) такие, что справедливо равенство:

𝑓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑓𝜋(𝑥1, 𝑥2) +
∑︁

𝑗+𝑘=𝑚

𝑥𝑗1𝑥
𝑘
2𝑎𝑗𝑘(𝑥1, 𝑥2),

здесь 𝑓𝜋(𝑥1, 𝑥2)− называется главной частью функции 𝑓(𝑥1, 𝑥2) относительно веса (𝛼1, 𝛼2)
и 𝑀(·)− называется носителем Тейлора разложения функции 𝑓 в ряд в точке 0.

Пусть 𝐶∞(𝑉 ) – множество бесконечно дифференцируемых функций, определенных в 𝑉 ,
где 𝑉 некоторая окрестность начала координат R𝑛. Очевидно, что это множество образу-
ет коммутативное кольцо относительно обычного умножения и сложения функций. Пусть
𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑉 ) данная функция с критической точкой в нуле, т.е. ∇𝑓(0) = 0. Рассмотрим под-
множество

𝐼∇𝑓 := {ℎ ∈ 𝐶∞(𝑉 ) : ℎ(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜕𝑓(𝑥)

𝜕𝑥𝑘
ℎ𝑘(𝑥), ℎ𝑘 ∈ 𝐶∞(𝑉 )}.

Это множество является подкольцом 𝐶∞(𝑉 ). Причем очевидно, что для любого 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑉 )
выполняется соотношение 𝑔𝐼∇𝑓 ⊂ 𝐼∇𝑓 . Иными словами, 𝐼∇𝑓 является идеалом ("идеаль-
ным"подкольцом) кольца 𝐶∞(𝑉 ). Этот идеал называется идеалом порожденный частными
производными 𝜕𝑓(𝑥)

𝜕𝑥1
, . . . , 𝜕𝑓(𝑥)𝜕𝑥𝑛

, или градиентным идеалом кольца 𝐶∞(𝑉 ) и обозначается через

𝐼∇𝑓 =< 𝜕𝑓(𝑥)
𝜕𝑥1

, . . . , 𝜕𝑓(𝑥)𝜕𝑥𝑛
>.

Пусть функция 𝑓 (𝑥1, 𝑥2) удовлетворяет следующим условиям:

1)
𝜕|𝛼|𝑓 (0, 0)

𝜕𝑥𝛼1
1 𝜕𝑥𝛼2

2

= 0, |𝛼| = 𝛼1 + 𝛼2 ⩽ 2.

2) допустим, множество корней уравнения 𝑓3 (𝑥1, 𝑥2) = 0 на 𝑆1 (где 𝑓3 отрезок Тейлора функ-
ции 𝑓 порядка 3 и 𝑆1 единичная окружность в R2 с центром в начале координат) состоит из
одного простого и двукратного корня.

Тогда функция 𝑓 , линейным преобразованием, приводится к виду 𝑓 (𝑥 (𝑢)) = 𝑢1𝑢
2
2 +

+ 𝑔1 (𝑢1, 𝑢2), где 𝑔1 (𝑢1, 𝑢2) - некоторая функция удовлетворяющая условию 𝐷𝛼𝑔1 (0, 0) = 0,
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при всех |𝛼| ⩽ 3, аналогичное утверждение доказано для однородных многочленов третьей
степени в работе [1] (стр.147). Главная часть относительно веса

(︀
1
3 ,

1
3

)︀
функции 𝑓 обозначается

через 𝑓𝜋. Таким образом, без ограничение общности, мы можем считать, что 𝑓𝜋(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1𝑥
2
2.

Следуя [7] обозначим через 𝐸𝑑 линейное пространство полиномов степени меньше 𝑑 отно-
сительно веса

(︀
1
3 ,

1
3

)︀
и 𝐼∇𝑓𝜋 градиентный идеал функции 𝑓𝜋.

Определение 4. Координатное подпространство 𝐵 ⊂ 𝐸1 называется нижным версаль-
ным, если (𝐼∇𝑓𝜋

⋂︀
𝐸1)⊕𝐵 = 𝐸1 (т.е. 𝐼∇𝑓𝜋

⋂︀
𝐸1
⋂︀
𝐵 = 0, (𝐼∇𝑓𝜋

⋂︀
𝐸1) +𝐵 = 𝐸1)).

Легко показать, что 𝐵 =
⟨︀
1, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥

2
1

⟩︀
является версальным подпространством 𝐵 для

функции 𝑓𝜋 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1𝑥
2
2.

Пусть
∑︀

𝑚1
3

+
𝑚2
3
<𝑑

𝑠𝑚𝑥
𝑚 отрезок ряда Тейлора в точке 0 функции 𝐹. Положим 𝜋𝑑(𝐹 ) =

=
∑︀
𝑠𝑚𝑥

𝑚, где 0 ≤ 𝑚1
3 + 𝑚2

3 < 𝑑. Таким образом, 𝜋1 определяет отображение пространства
𝐶𝑁 (𝑉 ) на пространство 𝐸𝑑, где 𝑑 ⩽ 𝑁

3 .

Следующее предложение о возможности гладко выбрать замену координат является
аналогом теоремы версальности. Аналогом деформации функции 𝑓 является 𝑓 + 𝐹 , где
𝐹 ∈ 𝜗𝐶8(𝑉 )(𝜀) (деформация с бесконечным числом параметров). Аналогом версальной де-

формации 𝑓 является 𝑓 + 𝐹 , где 𝐹 ∈ 𝜗𝐶8(𝑉 )(𝜀), 𝜋1𝐹 ∈ 𝐵. Здесь 𝐵−нижнее версальное под-
пространство [1].

Лемма 2. Пусть 𝑧 ∈ 𝐶8(𝑉 ) некоторая вектор-функция. Функция (𝑓 + 𝐹 )(𝑦 + 𝑧(𝑦))
записывается в виде

(𝑓 + 𝐹 )(𝑦 + 𝑧(𝑦)) = 𝑓(0) + 𝐹 (0) + 𝛼10(𝑧)𝑦1 + 𝛼01(𝑧)𝑦2+

+𝛼20(𝑧)𝑦
2
1 + 𝛼11(𝑧)𝑦1𝑦2 + 𝛼02(𝑧)𝑦

2
2 +

∑︁
𝑖1+𝑖2=3

𝛼𝑖1𝑖2(𝑧)𝑦
𝑖1
1 𝑦

𝑖2
2 + 𝑦1𝑦

2
2,

где 𝛼10, 𝛼01, 𝛼20−функционалы от 𝐹 и 𝛼𝑖1𝑖2 : 𝐶3(𝑈) → 𝐶3(𝑉 ) операторы причем 2 ≤ 𝑖1+𝑖2 = 3,
выполняется ‖𝛼𝑖1𝑖2‖𝐶2 ≤ 𝐶𝜀, при условии 𝐹 ∈ 𝜗𝐶8(𝑉 )(𝜀).

Доказательство. Представим функцию 𝑓 + 𝐹 в следующем виде:

𝑓 + 𝐹 = 𝑠10𝑥1 + 𝑠01𝑥2 + 𝑠20𝑥
2
1 + 2𝑠11𝑥1𝑥2 + 𝑠02𝑥

2
2 + 𝑠30(𝑥1, 𝑥2)𝑥

3
1+

+𝑠21(𝑥1, 𝑥2)𝑥
2
1𝑥2 + (1 + 𝑠12(𝑥1, 𝑥2))𝑥1𝑥

2
2 + 𝑠03(𝑥1, 𝑥2)𝑥

3
2,

где 𝑠10 =
𝜕𝐹 (0,0)
𝜕𝑥1

, 𝑠01 =
𝜕𝐹 (0,0)
𝜕𝑥2

, 𝑠20 =
1
2
𝜕2𝐹 (0,0)
𝜕𝑥21

, 𝑠11 =
1
2
𝜕2𝐹 (0,0)
𝜕𝑥1𝜕𝑥2

,

𝑠02 =
1
2
𝜕2𝐹 (0,0)
𝜕𝑥22

, 𝑠𝑘1𝑘2(𝑥1, 𝑥2) := 𝑠𝑘1𝑘2 = 3!
𝑘1!𝑘2!

∫︀ 1
0 (1− 𝑢)2 𝜕

3(𝐹+𝑔)(𝑢𝑥1,𝑢𝑥2)

𝜕𝑥
𝑘1
1 𝜕𝑥

𝑘2
2

𝑑𝑢, 𝑘1 + 𝑘2 = 3.

Сделаем замену 𝑥1−𝑧1(𝑦1, 𝑦2) = 𝑦1, 𝑥2−𝑧2(𝑦1, 𝑦2) = 𝑦2 и используем следующие разложения

𝑧1(𝑦) = 𝑧01 + 𝑎10𝑦1 + 𝑎01𝑦2 + 𝑎20𝑦
2
1 + 𝑎11𝑦1𝑦2 + 𝑎02𝑦

2
2 + 𝑟1(𝑦)

и
𝑧2(𝑦) = 𝑧02 + 𝑏10𝑦1 + 𝑏01𝑦2 + 𝑏20𝑦

2
1 + 𝑏11𝑦1𝑦2 + 𝑏02𝑦

2
2 + 𝑟2(𝑦),

где 𝑧01 = 𝑧1(0, 0), 𝑎10 = 𝜕𝑧1(0,0)
𝜕𝑦1

, 𝑎01 = 𝜕𝑧1(0,0)
𝜕𝑦2

, 𝑎20 = 1
2
𝜕2𝑧1(0,0)
𝜕𝑦21

, 𝑎02 = 1
2
𝜕2𝑧1(0,0)
𝜕𝑦22

, 𝑎11 = 1
2
𝜕2𝑧1(0,0)
𝜕𝑦1𝜕𝑦2

,

𝑧02 = 𝑧2(0, 0), 𝑏10 = 𝜕𝑧2(0,0)
𝜕𝑦1

, 𝑏01 = 𝜕𝑧2(0,0)
𝜕𝑦2

, 𝑏20 = 1
2
𝜕2𝑧2(0,0)
𝜕𝑦21

, 𝑏02 = 1
2
𝜕2𝑧2(0,0)
𝜕𝑦22

, 𝑏11 = 1
2
𝜕2𝑧2(0,0)
𝜕𝑦1𝜕𝑦2

,

𝑟𝑖(𝑦) :=
3!

𝑘1!𝑘2!

∫︀ 1
0 (1− 𝑢)2 𝜕

3𝑧𝑖(𝑢𝑦1,𝑢𝑦2)

𝜕𝑦
𝑘1
1 𝜕𝑦

𝑘2
2

𝑑𝑢, 𝑘1 + 𝑘2 = 3, 𝑖 = 1, 2.

Разложим функцию (𝐹 + 𝑔)(𝑦 + 𝑧(𝑦)) по формуле Тейлора в точке (𝑦1, 𝑦2) = (0, 0)
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Тогда получим

(𝐹 + 𝑔)(𝑦 + 𝑧(𝑦)) = 𝛼00(𝑧) + 𝛼10(𝑧)𝑦1 + 𝛼01(𝑧)𝑦2+

+𝛼20(𝑧)𝑦
2
1 + 𝛼11(𝑧)𝑦1𝑦2 + 𝛼02(𝑧)𝑦

2
2 +

∑︁
𝑖1+𝑖2=3

𝛼𝑖1𝑖2(𝑧)𝑦
𝑖1
1 𝑦

𝑖2
2 + 𝑦1𝑦

2
2,

где 𝛼00(𝑧) = 𝑓(0) + 𝐹 (0), 𝛼10(𝑧), 𝛼01(𝑧), 𝛼20(𝑧) некоторые функционалы от 𝑧 и 𝛼02(𝑧),
𝛼11(𝑧) : 𝐶

3(𝑈) → 𝐶3(𝑉 ) операторы имеющие вид:

𝛼02(𝑧) = 𝑧1 + Φ̃1(𝑧, 𝐹 ), 𝛼11(𝑧) = 2𝑧2 + Φ̃2(𝑧, 𝐹 ),

здесь Φ̃𝑗 : 𝐶3(𝑈) → 𝐶3(𝑉 ) некоторые гладкие операторы, удовлетворяющие условиям
Φ̃𝑗(𝑧, 0) ≡ 0, (𝑗 = 1, 2). 2

Предложение 1. Существует положительное число 𝜀 > 0 такое, что для любого
‖𝐹‖𝐶4(𝑉 ) < 𝜀 найдется такое отображение (𝑧1, 𝑧2) := (𝑧1(𝐹 ), 𝑧2(𝐹 )) ∈ 𝐶4

(︀
𝑈 → R2

)︀
, опреде-

ленное в некоторой окрестности 𝑈 , для которого справедливо следующее равенство

𝜋1 (𝑓 (𝑦1 + 𝑧1, 𝑦2 + 𝑧2) + 𝐹 (𝑦1 + 𝑧1, 𝑦2 + 𝑧2)) = 𝑐0(𝐹 ) + 𝑐1(𝐹 )𝑦1 + 𝑐2(𝐹 )𝑦2 + 𝑐3(𝐹 )𝑦
2
1
,

где 𝜋1(·)− проектирование пространства 𝐶4(𝑉 ) на пространство 𝐸1.

Теперь рассмотрим следующие функциональные уравнения относительно (𝑧1, 𝑧2) :

Φ1(𝑦, 𝐹, 𝑧) := 𝛼11(𝑧) = 0,Φ2(𝑦, 𝐹, 𝑧) := 𝛼02(𝑧) = 0. (2)

Приведем вспомогательную лемму.

Лемма 3. Для непрерывных операторов Φ1(𝑦, 𝐹, 𝑧), Φ2(𝑦, 𝐹, 𝑧) в пространстве 𝑈1 ×
× 𝐶4(𝑉1) × 𝑈2 существует частная производная по 𝑧 и они дифференцируемы по Фреше в
точке 0, где 𝑈1 ⊂ R2, 𝑈2 ⊂ R2.

Доказательство. Ради определенности, покажем существование частных производных по
𝑧 и дифференцируемость оператора Φ1(𝑦, 𝐹, 𝑧), для функции Φ2(𝑦, 𝐹, 𝑧) доказательство совер-
шенно аналогично.

Так как функция 𝐹 ∈ 𝐶8
(︀
𝑉
)︀

то отсюда вытекает дифференцируемость оператора
Φ1(𝑦, 𝐹, 𝑧).

Существование производных отображения Φ2(𝑦, 𝐹, 𝑧) рассматривается аналогично. 2

Лемма 4. Операторы Φ1(𝑦, 𝐹, 𝑧), Φ2(𝑦, 𝐹, 𝑧) удовлетворяют следующим условиям:

1)Φ1(𝑦, 0, 0) ≡ 0, Φ2(𝑦, 0, 0) ≡ 0. 2)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜕Φ1
𝜕𝑧1

𝜕Φ1
𝜕𝑧2

𝜕Φ2
𝜕𝑧1

𝜕Φ2
𝜕𝑧2

⃒⃒⃒⃒
⃒ ̸= 0.

Доказательство. Из явного вида операторов Φ1,Φ2 вытекает выполнения соотношения

1)Φ1(𝑦, 0, 0) ≡ 0, Φ2(𝑦, 0, 0) ≡ 0. Очевидно, что
⃒⃒⃒
𝜕Φ1(0)
𝜕𝑧1

𝜕Φ2(0)
𝜕𝑧2

− 𝜕Φ1(0)
𝜕𝑧2

𝜕Φ2(0)
𝜕𝑧1

⃒⃒⃒
= 2 ̸= 0 и следова-

тельно выполнено второе утверждение. Лемма 4 доказана.
Перейдем к доказательству Предложения 1. Так как операторы Φ1(𝑦, 𝐹, 𝑧) и

Φ2(𝑦, 𝐹, 𝑧), согласно лемм 2 и 3, удовлетворяют условиям теоремы о неявных отображениях,
то, согласно этой теореме, найдется решение 𝑧1 = 𝑧1 (𝑦1, 𝑦2, 𝐹 (𝑦)), 𝑧2 = 𝑧2 (𝑦1, 𝑦2, 𝐹 (𝑦)) урав-
нения (2) и они являются гладкими функциями, в зависимости от гладкости отображения 𝐹 .
2 Замечание 1. Отметим, что если 𝐹 ∈ 𝐶3+𝑘 и 𝑓 ∈ 𝐶3+𝑘 то 𝑧(𝑦) ∈ 𝐶𝑘.
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3. О разбиении единицы

Осцилляторный интеграл оценивается с помощью разбиения единицы.

Пусть 𝑘 =
(︁
𝑘1
3 ,

𝑘2
3

)︁
и 𝜏 > 0 фиксированное число. Рассмотрим отображение

𝛿𝑘𝜏 : R2 → R2 определенное формулой:

𝛿𝜏 (𝑥) = (𝜏𝑥1, 𝜏𝑥2) .

Введем функцию 𝛽(𝑥), удовлетворяющую условиям:
1) 𝛽 ∈ 𝐶∞ (︀R2

)︀
,

2) 0 ⩽ 𝛽(𝑥) ⩽ 1 для любого 𝑥 ∈ R2,

3) 𝛽(𝑥) =

{︂
1, при |𝑥| ⩽ 1,
0, при |𝛿2−1(𝑥)| ⩾ 1

Существование такой функции доказано в [3] (а также [8]).
Пусть

𝜒(𝑥) = 𝛽(𝑥)− 𝛽(𝛿2(𝑥)).

Основные свойства функции 𝜒(𝑥)содержатся в следующей лемме.

Лемма 5. Функция 𝜒(𝑥) удовлетворяет следующим условиям:

1. Для произвольного фиксированного 𝑥 справедливо равенство

𝛽(𝛿2−𝜈0 (𝑥)) +
∞∑︁

𝜈=𝑣0

𝜒 (𝛿2−𝜈 (𝑥)) = 1.

2. Для произвольного 𝑥 ̸= 0 существует 𝜈0 = 𝜈0(𝑥) такое, что при любом 𝜈 /∈ [𝜈0, 𝜈0 + 4]

𝜒 (𝛿2𝜈 (𝑥)) = 0.

3. Для произвольного 𝜈0 существует 𝜀 > 0 такое, что 𝜒 (𝛿2𝜈 (𝑥)) = 0 при любом 𝜈 < 𝜈0 и
|𝑥| ⩾ 𝜀.

Лемма 5 доказана в работе [8].

Лемма 6. Функция 𝜒(𝑥) удовлетворяет следующим условиям: 1) Для произвольного
фиксированного 𝑥 ̸= 0 справедливо равенство

∞∑︁
𝜈=−∞

𝜒 (𝛿2𝜈 (𝑥)) = 1.

2) Существует 𝑁 = 𝑁(𝜏) такое, что для произвольного 𝑥 ̸= 0 существует 𝜈0 = 𝜈0(𝑥) такое,
что при любом 𝜈 ∈ [𝜈0, 𝜈0 +𝑁 ]

𝜒 (𝛿2𝜈 (𝑥)) = 0.

3) Для произвольного 𝜈0 существует 𝜀 такое, что

𝜒 (𝛿2𝜈 (𝑥)) = 0

при любом 𝜈 < 𝜈0 и |𝑥| ⩾ 𝜀.
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4. Доказательство основного результата

Так как функция имеет вид 𝑓 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1𝑥
2
2 + 𝑔 (𝑥1, 𝑥2), то применяя предложение 1 для

𝑓 + 𝐹 и получим

𝑓 + 𝐹 = 𝑠10𝑦1 + 𝑠01𝑦2 + 𝑠20𝑦
2
1 + 𝑦1𝑦

2
2 + 𝑠30𝑦

3
1 + 𝑠21𝑦

2
1𝑦2 + 𝑠12𝑦1𝑦

2
2 + 𝑠03𝑦

3
2 +𝑅4 (𝑦1, 𝑦2) , (3)

где 𝑅4 (𝑦1, 𝑦2) остаточный член. Теперь оценим интеграл 𝐽. Сначала введем «квазирасстояние»

𝜌 = |𝑠10|
3
2 +|𝑠01|

3
2 +|𝑠20|3 и в интеграле (1) с фазовой функцией (3) сделаем замену переменных

𝑦1 = 𝜌
1
3 𝜏1, 𝑦2 = 𝜌

1
3 𝜏2. Тогда получим:

𝐽 (𝜆) = 𝜌
2
3

∫︁
𝑅2

𝑎
(︁
𝜌

1
3 𝜏1, 𝜌

1
3 𝜏2

)︁
𝑒𝑖𝜆𝜌Φ𝑑𝜏,

где Φ = 𝑠10

𝜌
2
3
𝜏1 + 𝑠01

𝜌
2
3
𝜏2 + 𝑠20

𝜌
1
3
𝜏21 + 𝜏1𝜏

2
2 + 𝑠30𝜏

3
1 + 𝑠21𝜏

2
1 𝑧2 + 𝑠12𝜏1𝜏

2
2 + 𝑠03𝜏

3
2 + 1

𝜌𝑅4

(︁
𝜌

1
3 𝜏1, 𝜌

1
3 𝜏2

)︁
.

Применим лемму 5, т.е. разбиение единицы, для интеграла 𝐽(𝜆) и получим разложение в
следующем виде:

𝐽 (𝜆) = 𝐽0(𝜆) +
∞∑︁

𝑘=𝑘0

𝐽𝑘 (𝜆) ,

где

𝐽𝑘 (𝜆) = 𝜌
2
3

∫︁
R2

𝑎
(︁
𝜌

1
3 𝜏1, 𝜌

1
3 𝜏2

)︁
𝜒
(︁
2−

𝑘
3 𝜏1, 2

− 𝑘
3 𝜏2

)︁
𝑒𝑖𝜆𝜌Φ𝑑𝜏,

𝐽0 (𝜆) = 𝜌
2
3

∫︁
R2

𝑎
(︁
𝜌

1
3 𝜏1, 𝜌

1
3 𝜏2

)︁
𝛽0(𝛿2−𝑘0 (𝑥))𝑒

𝑖𝜆𝜌Φ𝑑𝜏.

Сначала оценим интеграл 𝐽𝑘 (𝜆). В этом интеграле 𝐽𝑘 (𝜆) сделаем замену переменных

2−
𝑘
3 𝜏1 = 𝑡1, 2−

𝑘
3 𝜏2 = 𝑡2 и получим

𝐽𝑘 (𝜆) = 2
2𝑘
3 𝜌

2
3

∫︁
R2

𝑎
(︁
2

𝑘
3 𝜌

1
3 𝑡1, 2

𝑘
3 𝜌

1
3 𝑡2

)︁
𝜒 (𝑡1, 𝑡2) 𝑒

𝑖𝜆2𝑘𝜌Φ𝑘(𝑡,𝑠,𝜌)𝑑𝑡,

где фазовая функция имеет вид

Φ𝑘 (𝑡, 𝑠, 𝜌) = 2−
2𝑘
3 𝜎10𝑡1 + 2−

2𝑘
3 𝜎01𝑡2 + 2−

𝑘
3 𝜎20𝑡

2
1 + 𝑡1𝑡

2
2+

+𝑠30𝑡
3
1 + 𝑠21𝑡

2
1𝑡2 + 𝑠12𝑡1𝑡

2
2 + 𝑠03𝑡

3
2 + 2−𝑘 1

𝜌𝑅4

(︁
2

𝑘
3 𝜌

1
3 𝑡1, 2

𝑘
3 𝜌

1
3 𝑡2

)︁
,

здесь 𝜎10 =
𝑠10

𝜌
2
3
, 𝜎01 =

𝑠01

𝜌
2
3
, 𝜎20 =

𝑠20

𝜌
1
3
, 𝑅4

(︁
2

𝑘
3 𝜌

1
3 𝑡1, 2

𝑘
3 𝜌

1
3 𝑡2

)︁
= 2

4𝑘
3 𝜌

4
3

6 (𝑠40𝑡
4
1 + 𝑠31𝑡

3
1𝑡2 + 𝑠22𝑡

2
1𝑡

2
2 +

+ 𝑠13𝑡1𝑡
3
2 + 𝑠04𝑡

4
2),

где 𝑠40 (𝑡, 𝑠, 𝜌) = 1
6

∫︀ 1
0 (1− 𝑢)3 𝜕

4Φ𝑘(𝑢𝑡,𝑠,𝜌)
𝜕𝑡41

𝑑𝑢, 𝑠31(𝑡, 𝑠, 𝜌) =
1
6

∫︀ 1
0 (1− 𝑢)3 𝜕

4Φ𝑘(𝑢𝑡,𝑠,𝜌)
𝜕𝑡31𝜕𝑡2

𝑑𝑢, 𝑠22 (𝑡, 𝑠, 𝜌) =

= 1
6

∫︀ 1
0 (1− 𝑢)3 𝜕

4Φ𝑘(𝑢𝑡,𝑠,𝜌)
𝜕𝑡21𝜕𝑡

2
2

𝑑𝑢, 𝑠13 (𝑡, 𝑠, 𝜌) =
1
6

∫︀ 1
0 (1− 𝑢)3 𝜕

4Φ𝑘(𝑢𝑡,𝑠,𝜌)
𝜕𝑡1𝜕𝑡

3
2

𝑑𝑢, 𝑠04 (𝑡, 𝑠, 𝜌) =

= 1
6

∫︀ 1
0 (1− 𝑢)3 𝜕

4Φ𝑘(𝑢𝑡,𝑠,𝜌)
𝜕𝑡42

𝑑𝑢.

Мы можем считать (в зависимости от носителя амплитуды 𝜒0, по лемме 5), что число 𝑘0
достаточно большое.

Сначала рассмотрим случай, когда нет осцилляции. Пусть
⃒⃒
2𝑘𝜆𝜌

⃒⃒
⩽ 𝐿, где 𝐿 большое

фиксированное число. Тогда из тривиальной оценки интеграла получим:

|𝐽𝑘| ⩽
2

2𝑘
3 𝜌

2
3𝐴

|2𝑘𝜆𝜌|
1
2

=
2

𝑘
6 𝜌

1
6𝐴

|𝜆|
1
2

. (4)
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Пусть теперь
⃒⃒
2𝑘𝜆𝜌

⃒⃒
> 𝐿 и 𝑘 > 𝑘0 достаточно большое число. Тогда, по условию, Φ𝑘 может

быть рассмотрена как малая деформация функции 𝜏1𝜏22 , причем (𝜏1, 𝜏2) ∈ 𝐷 :=supp(𝜒) =
= {1

2 ≤ |𝜏 | ≤ 2}. Очевидно, что если 𝜏0 ∈ 𝐷 фиксированная точка и 𝜏02 ̸= 0, то эта точка не
является критической. Если 𝜒0 срезающая функция (т.е. функция носитель которой находится
в достаточно малой окрестности этой точки), то интеграл

𝐽𝜒
0

𝑘 (𝜆) := 2
2𝑘
3 𝜌

2
3

∫︁
𝑅2

𝑎
(︁
2

𝑘
3 𝜌

1
3 𝑡1, 2

𝑘
3 𝜌

1
3 𝑡2

)︁
𝜒 (𝑡1, 𝑡2) 𝑒

𝑖𝜆2𝑘𝜌Φ𝑘(𝑡,𝑠,𝜌)𝜒0(𝑡)𝑑𝑡,

тривиально оценивается интегрированием по частям и имеет место неравенство (4).
Если 𝜏02 = 0, то 𝜏01 ̸= 0. В этом случае, используя лемму Ван дер Корпута [4] (более общее

утверждение содержит в [9]), снова имеем оценку вида (4).

Так как на носителе амплитуды 2
𝑘
3 𝜌

1
3 < 1, то

1

|𝜆|
1
2

∑︁
|2𝑘𝜆𝜌|⩽1

|𝐽𝑘| ⩽
𝑐

|𝜆|
1
2

∑︁
2𝑘𝜌⩽1

2
𝑘
6 𝜌

1
6 ⩽

𝑐

|𝜆|
1
2

.

Теперь рассмотрим оценку интеграла 𝐽0(𝜆). Рассмотрим следующие случаи для парамет-
ров 𝜎.

Введем квазисферу 𝜌(𝜎) := {|𝜎10|
2
3 + |𝜎01|

2
3 + |𝜎20|

1
3 = 1} и рассмотрим фазовую функцию

Φ0 (𝜏, 𝜎, 𝜌) = 𝜎10𝜏1 + 𝜎01𝜏2 + 𝜎20𝜏
2
1 + 𝜏1𝜏

2
2 + 𝑠30𝜏

3
1 + 𝑠21𝜏

2
1 𝜏2 + 𝑠12𝜏1𝜏

2
2

+𝑠03𝜏
3
2 + 1

𝜌
𝜌
4
3

6 (𝑠40𝜏
4
1 + 𝑠31𝜏

3
1 𝜏2 + 𝑠22𝜏

2
1 𝜏

2
2 + 𝑠13𝜏1𝜏

3
2 + 𝑠04𝜏

4
2 ).

Отметим, что на квазисфере 𝑐1 ≤ |𝜎| ⩽ 𝑐2, где 𝑐1, 𝑐2−фиксированные положительные
числа. Таким образом пространство параметров и supp(𝛽(𝛿2−𝑘0 (·))) компактные множества.
Пусть, 𝜎 = 𝜎0,

⃒⃒
𝜎0
⃒⃒
= 𝑐 фиксированный вектор и 𝜏 = 𝜏0 фиксированная точка. Тогда

Φ0 (𝜏, 𝜎, 𝜌)- достаточно малая гладкая деформация следующей функции

Φ = 𝜎010𝜏1 + 𝜎001𝜏2 + 𝜎020𝜏
2
1 + 𝜏1𝜏

2
2 .

Если
𝜕Φ(𝜏01 ,𝜏02 )

𝜕𝜏1
̸= 0 или

𝜕Φ(𝜏01 ,𝜏02 )
𝜕𝜏2

̸= 0, то при |𝜎 − 𝜎0| < 𝜀 |𝑠30|+|𝑠21|+|𝑠12|+|𝑠03| < 𝜀 справедлива
следующая оценка: |∇Φ0 (𝜏, 𝜎, 𝑠)| > 𝛿 > 0
для некоторого положительного числа 𝛿.

Применяя формулу интегрирования по частям для интеграла 𝐽𝜒0 , получим:

|𝐽𝜒0 | ⩽
𝑐 ‖𝑎‖𝐶1

|𝜆|
2
3

, (5)

где

𝐽𝜒0 (𝜆) =

∫︁
𝑅2

𝜒 (𝜏) 𝑎 (𝜏1, 𝜏2)𝜒0 (𝜏1, 𝜏2) 𝑒
𝑖𝜆𝜌Φ0(𝜏,𝜎,𝑠)𝑑𝜏 (6)

и 𝜒−гладкая функция сосредоточенная в достаточно малой окрестности точки 𝜏0. Достаточно
рассмотреть случай когда 𝜏0−критическая точка.

Так как 𝜏0- критическая точка, то справедливо следующее равенство:

𝜎010 + 2𝜎020𝜏
0
1 + 2(𝜏02 )

2 = 0, 𝜎001 + 2𝜏01 𝜏
0
2 = 0.

Для функции Φ в точке
(︀
𝜏01 , 𝜏

0
2

)︀
матрица Гессе имеет вид:(︂

2𝜎020
2𝜏02

2𝜏02
2𝜏01

)︂
.
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Отметим, что это ненулевая матрица, так как если 𝜎020 = 0, то либо 𝜎010 ̸= 0, либо 𝜎001 ̸= 0,
следовательно 𝜏01 ̸= 0 или 𝜏02 ̸= 0.

Таким образом, ранг матрицы Гессе

(︂
2𝜎020
2𝜏02

2𝜏02
2𝜏01

)︂
не меньше единицы. Если ранг мат-

рицы равен единице, то, применяя лемму Морса по параметрам, для интеграла 𝐽0 получим
следующую оценку

|𝐽0| ⩽
𝑐 ‖𝑎‖𝐶1 𝜌

1
6

|𝜆|
1
2

.

Наконец, суммируя полученные оценки придем к доказательству теоремы 1. Теорема 1
доказана.
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