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Аннотация

1. Простое обобщение. Пусть в трехмерном вещественном простран­
стве заданы три вещественные однородные линейные формы. Их модули 
дают отображение этого пространства в другое. В нем рассматривается 
выпуклая оболочка образов всех целочисленных точек первого простран­
ства, кроме его начала координат. Замыкание этой выпуклой оболочки 
названо модульным многогранником. Наилучшие целочисленные прибли­
жения к корневым подпространствам заданных форм дают точки, образы 
которых лежат на границе модульного многогранника. Граница модульно­
го многогранника вычисляется любой стандартной программой вычисле­
ния выпуклых оболочек. Алгоритм дает также периодичность для куби­
ческих иррациональностей с положительным дискриминантом. Обобщить 
цепную дробь пытались Эйлер, Якоби, Дирихле, Эрмит, Пуанкаре, Гур­
виц, Клейн, Минковский, Вороной и многие другие. 

2. Универсальное обобщение. Пусть в n-мерном вещественном прос­
транстве Rn заданы l линейных и k квадратичных форм (n = l + 2k). 
Модули этих форм задают отображение пространства Rn в положитель­
ный ортант S = m-мерного вещественного пространства Rm, m = l+k.Rm+ 

При этом целочисленная решётка Zn в Rn отображается в некоторое мно­
жество Z в S. Замыкание выпуклой оболочки H множества Z\0 является 
многогранным множеством. Целочисленные точки из Rn, отображающи­
еся на границу ∂H многогранника H, дают наилучшие диофантовы при­
ближения к совокупности корневых подпространств m заданных форм. 
В алгебраическом случае, когда заданные формы определённым образом 
связаны с корнями многочлена степени n, доказывается, что многогран­
ник H имеетm−1 независимый период. Это обобщение теоремы Лагранжа 
о периодичности цепной дроби квадратичной иррациональности. По тео­
реме Дирихле соответствующее поле алгебраических чисел имеет ровно 
m− 1 фундаментальных единиц. Граница ∂H многогранника H вычисля­
ется стандартной программой вычисления выпуклых оболочек. 

Ключевые слова: цепная дробь, модульный многогранник, программа 
вычисления выпуклого многогранника. 
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UNIVERSAL GENERALIZATION OF THE

CONTINUED FRACTION ALGORITHM

A. D. Bruno (Moscow) 

Abstract

1. Simple generalization. Let three homogeneous real linear forms be given 
in a three-dimensional real space. Their moduli give a mapping of the space 
into another space. In the second space, we consider the convex hull of images 
of all integer points of the first space except its origin. This convex hull is 
called the modular polyhedron. The best integer approximations to the root 
subspaces of these forms are given by the integer points whose images lie on the 
boundary of the modular polyhedron. For the concret three linear forms, any 
part of the boundary of the modular polyhedron can be computed by means of 
any standard program for computation of a convex hull. The algorithm gives 
the best approximations, and it is periodic for cubic irrationalities with positive 
discriminant. It also allows to understand why matrix algorithms proposed by 
Euler, Jacobi, Dirichlet, Hermite, Poincare, Hurwitz, Brun, Guting and others 
are not universal: proper algorithm is composed from several different matrix 
algorithms. 

2. Universal generalization. Let l linear forms and k quadratic forms (n = 
l + 2k) be given in the n-dimensional real space Rn. Absolute values of the 
forms define a map of the space Rn into the positive orthant S of the m-
dimensional real space Rm, where m = l + k. Here the integer lattice Zn in 
Rn is mapped into a set Z in S. The closure of the convex hull H of the set 
Z\0 is a polyhedral set. Integer points from Rn, which are mapped in the 
boundary ∂H of the polyhedron H, give the best Diophantine approximations 
to root subspaces of all given forms. In the algebraic case, when the given 
forms are connected with roots of a polynomial of degree n, we prove that 
the polyhedron H has m − 1 independent periods. It is a generalization of 
the Lagrange Theorem, that continued fractions of a square irrationality is 
periodic. For the certain set of the m forms, any part of the boundary ∂H of 
the polyhedron H can be computed by a program for computing convex hulls. 

3. Main achievement. Best Diophantine approximations can be computed 
by a global algorithm using a standard program for computing convex hulls, 
instead of step-by-step computations as in the continued fraction algorithm. 
It gives a solution of the problem, that majority of main mathematicians of 
the XIX century tried to solve. 

Keywords: continued fraction, modular polyhedron, program for computing 
convex hull. 

Bibliography: 75 titles. 



УНИВЕРСАЛЬНОЕ ОБОБЩЕНИЕ АЛГОРИТМА ЦЕПНОЙ ДРОБИ 37

1. Введение 

1.1. Цепная дробь

Пусть α0 и α1 – натуральные числа. Для нахождения их наибольшего общего 
делителя используется алгоритм Евклида [1] последовательного деления с остатком: 

α0 = a0α1 + α2, α1 = a1α2 + α3, α2 = a2α3 + α4, . . .

где натуральные числа a0, a1, a2, . . . суть неполные частные. Это алгоритм разложе­
ния числа α = α0/α1 в правильную цепную дробь [2], и он применим к любым веще­
ственным числам α. При этом a0 = [α], где [α] – целая часть числа α, a1 = [1/(α−a0)], 
. . . , т. е. 

1 
α = a0 + , (1) 

1 
a1 + 

1 
a2 + 

a3 + . . . �
αk+1 

� �
0 1 

��
αk

�
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αk+2 1 −ak αk+1 

Если разложение (1) оборвать на ak и свернуть эту оборванную цепную дробь в раци­
ональное число pk/qk, то получается подходящая дробь, которая дает наилучшее 
рациональное приближение к числу α. При этом 

�
pk pk−1
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��
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т.е. векторы (αk, αk+1) и (pk, qk) принадлежат сопряженным плоскостям, и пара век­
торов (pk, qk), (pk−1, qk−1) может служить базисом в одной из них. Цепные дроби (1) и 
соотношения (2), (3) рассматривал Валлис [3] в 1655 г. В 1737 г. Эйлер [4] дал назва­
ние “непрерывная дробь” (fractio continua). Лагранж [5] доказал, что для квадратич­
ных иррациональностей α разложение в цепную дробь периодично (и обратно), т. е. 
последовательность неполных частных a0, a1, a2, a3, . . . , начиная с какого-то номера, 
состоит из повторяющегося отрезка ak, ak+1, . . . , ak+t. 

Итак, алгоритм разложения числа в цепную дробь: 

1. прост; 

2. дает наилучшие рациональные приближения к числу; 

3. конечен для рационального числа; 

4. периодичен для квадратичных иррациональностей [2]; 

5. устроен как для почти всех чисел [2] для кубических иррациональностей [37]. 

Кроме того, он обладает еще рядом замечательных свойств. 
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1.2. История обобщений
В 1775 г. Эйлер [6] сделал первую попытку обобщить алгоритм цепной дроби на 

векторы. Впоследствии его подход развивали Якоби [7, 8], Пуанкаре [9], Брун [10], 
Гютинг [67], Брюно [16, 17, 19, 21] (два алгоритма) и Парусников [16, 17], Пустыль­
ников [13] и др. Они по аналогии с (2) строили матричные алгоритмы вида 

Ak+1 = CkAk, k = 0, 1, 2, . . . , (4) 

где Ak – n-мерный вектор и Ck – квадратная n-матрица с целыми элементами, которая 
образована по вектору Ak, и detCk = ±1. Эти алгоритмы просты, но, вообще говоря, 
не дают наилучших рациональных приближений к вектору и не всегда при n = 3 
обладают аналогом свойства 4.: 

4’. периодичность для кубических иррациональностей. 
Еще Эрмит [15] критиковал алгоритм Якоби. В работах [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23] 

было проведено сравнение качества матричных алгоритмов и было установлено, что 
ни один их них не обладает свойствами 2 и 4’ для всех векторов A0. При этом ока­
залось, что наихудшим является алгоритм Пуанкаре [9]. В 1842 г. Дирихле [24] при 
n = 3 предложил рассматривать не трехмерный вектор A = A0, а две линейные од­
нородные формы l1(X) и l2(X) такие, что l1(A) = l2(A) = 0. В 1850 г. Эрмит [25], 
развивая этот подход, предложил свое обобщение цепной дроби. Наконец, в 1895­
96 гг. Клейн [26], Минковский [27] и Вороной [28] независимо пришли к тому, что 
надо в R3 рассматривать тройку однородных линейных форм l1(X), l2(X), l3(X) и 
предложили свои концепции обобщения цепной дроби. При этом Клейн ограничил­
ся общими геометрическими соображениями, а Минковский и Вороной предложили 
конкретные алгоритмы. Впоследствии подход Клейна переоткрывали Скубенко [29] 
и Арнольд [30] и называли многогранники Клейна парусами и многогранниками Ар­
нольда [31, 32, 74] соответственно. И хотя в [16] был предложен алгоритм вычисления 
многогранников Клейна, в [17, 18, 19, 20, 21, 22, 23] было выяснено, что многогранники 
Клейна-Скубенко-Арнольда не дают основы для хорошего алгоритма, обобщающего 
цепную дробь. Только алгоритмы Минковского и Вороного обладают свойствами 2 и 
4’ но они весьма громоздки. Их применению и развитию было посвящено много работ 
(см. [33, 34, 35]). Свой подход к обобщению цепной дроби предложил Гурвиц [36] в 
1894 г., но без алгоритма. Интерес автора к обобщению цепной дроби возник в связи 
с его работой [37] 1964 г., которая была повторена Ленгом [38] в 1972 г. (см. так­
же Старк [39]). В 2003 г. автор [40] предложил новое обобщение цепной дроби. Оно 
состоит в следующем. 

Пусть для X = (x1, x2, x3) ∈ R3 заданы три однородные линейные формы fi(X),
i = 1, 2, 3. Тогда в R3 имеются три плоскости Li = {X : fi(X) = 0} и три прямых 

def Li ∩ Lj. Модули форм |fi(X)| = gi(X) задают отображение целочисленной решетки 
def 

Z3 ⊂ R3 в некоторое множество Z неотрицательного октанта S = R3 = {Y : Y � 0}.+ 

Пусть H – выпуклая оболочка множества Z и ∂H – ее граница. Множество ∂H яв­
ляется двумерной многогранной поверхностью, состоящей из вершин, ребер и гра­
ней. При этом плоскостям Li ⊂ R3 соответствуют координатные квадранты октанта 
S, а прямым Li ∩ Lj ⊂ R3 соответствуют координатные лучи октанта S. Наилуч­
шим целочисленным приближением плоскостей Li и прямых Li ∩ Lj в R3 соответ­
ствуют вершины многогранной поверхности ∂H в S. Поэтому нахождение наилуч­
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ших диофантовых приближений сводится к вычислению поверхности ∂H [73], ко­
торая была названа «модульным многогранником». Модульный многогранник 
является выпуклой оболочкой четырех многогранников Клейна. Для одиннадцати 
наборов форм fi(X), i = 1, 2, 3 модульные многогранники вычислены в [44] и пока­
заны их логарифмические проекции. Свойства модульных многогранников изучены 
в [42, 43, 44, 45]. Оказалось, что все грани модульного многогранника являются тре­
угольниками с вершинами G(Bi), i = 1, 2, 3, где вектор G(X) = (g1(X), g2(X), g3(X)). 
При этом det(B1B2B3) = 0 или ±1 или ±2. Если коэффициенты форм fi(X) принад­
лежат одному кубическому полю, то поверхность ∂H дважды периодична. В [43, 69] 
был предложен алгоритм движения по поверхности ∂H. Однако он был довольно 
громоздким. 

1.3. Постановка задачи

Рассмотрим более общую ситуацию. 
Пусть в n-мерном вещественном пространстве Rn с координатами X = (x1, . . . , xn) 

заданы m однородных вещественных форм f1(X), . . . , fm(X), которые не имеют об­
щего корня X � 0, 2 � m Целочисленная ненулевая точка X ∈ Zn\0 ⊂ Rn= � n. 
называется минимальной, если нет такой другой ненулевой целочисленной точки 
Y ∈ Zn\0 ∈ Rn, Y �= −X, выполнены неравенства 

|fi(Y )| � |fi(X)|, i = 1, . . . ,m.

Задача 1. Найти все минимальные точки.
Частичное решение задачи 1. Модули форм fi(X) задают отображение G(X) про-

Rmстранства Rn в положительный ортант S = + m-мерного пространства Rm с коор­
динатами S = (s1, . . . , sm): si = gi(X) = |fi(X)|, i = 1, . . . ,m. При этом целочис­
ленная решетка Zn ⊂ Rn отображается в некоторое множество Z ⊂ S. Замыкание 
выпуклой оболочки H множества Z\0 является выпуклым множеством. Все целочис­
ленные точки X ∈ Zn\0, отображающиеся на границу ∂H множества H, являются 
минимальными и дают наилучшие диофантовые приближения к совокупности корне­
вых пространств m форм fi(X). Возможны минимальные точки X, образы которых 
G(X) = (g1(X), . . . , gm(X)) не лежат на границе ∂H. Однако будем искать погра­
ничные минимальные точки X, для которых G(X) ∈ ∂H. 

Пример 1. Если m = n = 2, а f1(X) и f2(X) — линейные формы, то ∂H – 
выпуклая ломаная на плоскости R2, лежащая в S = R2 . Координаты x1 и x2 про­+

образа X = (x1, x2) ее вершины G = (g1, g2) – это числитель и знаменатель подхо­
дящей цепной дроби числа, равного котангенсу наклона одной из корневых прямых 
f1(X) = 0 или f2(X) = 0. Точки из Z, лежащие на ребрах ломанной ∂H, отсутству­
ют. Промежуточным дробям этой цепной дроби соответствуют не минимальные 
пограничные точки. 

В дальнейшем ограничимся случаями, когда выпуклое множество H является мно­
гогранным, т.е. его граница ∂H состоит из вершин, ребер и граней различных раз­
мерностей и не содержит непрерывных «кривых» частей. В этих случаях граница ∂H
вычисляется с помощью стандартных программ для вычисления выпуклых много­
гранников [68, 73]. 
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Пусть иррациональные λ1 и λ2 ∈ R – корни квадратного уравнения λ2+aλ+ b = 0 
с целыми коэффициентами. Тогда цепные дроби чисел λ1 и λ2 периодичны и ломаная 
∂H для пары форм f1(X) = x1 − λ1x2 и f2(X) = x1 − λ2x2 также периодична. 

Задача 2. Найти все периоды поверхности ∂H, т. е. ее линейные автоморфизмы 
X = TY . 

1.4. О содержании статьи

Статья состоит из трех параграфов. 
В § 2 рассматривается случай трех линейных форм от трех переменных. Для этого 

случая определяется модульный многогранник, изучаются его свойства. Подробно 
рассматривается подслучай, когда коэффициенты всех форм принадлежат одному 
кубическому полю. В нем модульный многогранник имеет два независимых периода, 
которым соответствуют две фундаментальные единицы поля. Наконец, приводится 
11 примеров проекций модульных многогранников на плоскость. 

В § 3 обсуждается случай нескольких линейных и нескольких квадратичных форм. 
Определяется модульный многогранник. В алгебраическом случае он имеет столько 
периодов, сколько фундаментальных единиц имеет соответствующее поле. Через пе­
риоды можно вычислить эти фундаментальные единицы. 

2. Модульный многогранник и его глобальные 
свойства 

2.1. Общие свойства [69]

Пусть в R3 заданы три вещественные независимые однородные линейные формы 

fi(X) = �Li,X� , i = 1, 2, 3, det(L1, L2, L3) =� 0, (5) 

где X ∈ R3 
∗(li1, li2, li3) ∈ R3 

двойственно пространству R3. Три линейные однородные формы (5) опреде­
, Li = , �·, ·� означает скалярное произведение, и простран­

3ство R∗
ляют отображение G(X) = (g1(X), g2(X), g3(X)), где gi(X) = |fi(X)|, i = 1, 2, 3. 

В [43] предложена следующая конструкция. Вектор-функция G(X) отображает 
пространство R3 с координатами X в пространство R3 с координатами G = (g1, g2, g3), 
точнее – в его неотрицательный октант R3 S. При этом множество Z3\0 всех цело­+ = 
численных точек X кроме X = 0 отображается в некоторое множество Z в S. Пусть H
– замыкание выпуклой оболочки точек множества Z и ∂H – его граница. Очевидно, 
что H – это выпуклый многогранник (точнее – многогранное множество), который 
назван модульным, и ∂H – это выпуклая многогранная поверхность, состоящая из 
вершин Vi, ребер Ri и граней Γi. 

Пусть V1, V2, V3 ∈ Z и 

Vj = G(Bj), Bj ∈ Z3 , j = 1, 2, 3. (6) 

Положим ω(V1, V2, V3) = |det(B1B2B3)|. Очевидно ω принимает целые неотрица­
тельные значения. Для грани Γi поверхности ∂H определим ω(Γi) как минимум 
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ω(V1, V2, V3) по всем тройкам точек V1, V2, V3 ∈ Z, лежащих на грани Γi и не лежащих 
на одной прямой, т. е. V1, V2, V3 ∈ Z ∩ Γi и det(V1V2V3) �= 0. Грань Γi поверхности ∂H
назовем простой, если она является треугольником с вершинами (6) и не содержит 
других точек из множества Z, и полупростой, если она является треугольником, 
содержащим внутри ровно одну точку множества Z, и имеет ω(Γi) = 1. Для простой 
грани Γi с вершинами (6) имеем ω(Γi) = |det(B1B2B3)|. 

Теорема 1. Для граней Γi поверхности ∂H всегда ω(Γi) � 2. 

Теорема 2. Грань Γi с ω(Γi) = 2 является простым треугольником. 

Теорема 3. Если точки (6) лежат на одной грани Γi и ω(V1, V2, V3) = 0, то 
одна из точек B1, B2, B3 является суммой двух других. 

2.2. Периодичность [75, §7]

Определение 0. Унимодулярная 3 × 3 матрица T называется периодом по­
верхности ∂H, если поверхность ∂H� , соответствующая формам f̃i(Y ) = �Li, Y T ∗�, 
i = 1, 2, 3, переводится в ∂H линейным преобразованием 

gi = gi, i = 1, 2, 3, (7) µi�

где µi ∈ R и µ1µ2µ3 = 1. 

Здесь звездочка означает транспонирование. Таким образом, периодичность ∂H
означает, что для ∂H два линейных преобразования X∗ = TY ∗ в R3 и (7) в S дают 
один и тот же результат. 

Пусть у неприводимого в Q кубического многочлена 

p(λ) = λ3 + aλ2 + bλ+ c (8) 

дискриминант положительный. Тогда у него имеются три вещественных корня λ1 <
< λ2 < λ3. Пусть вектор Li в форме (5) такой, что 

(L∗ 
1, L

∗ 
2, L

∗ 
3) = RW, (9) 

где R – невырожденная матрица, а W – матрица Вандермонда для полинома (8). 

Теорема 4. Если все коэффициенты многочлена (8) целые числа, и все элемен­
ты матрицы R рациональные, то поверхность ∂H, соответствующая формам (7), 
двояко периодическая, т. е. ее логарифмическая проекция 

n1 = log |f1(X)|, n2 = log |f2(X)| (10) 

инвариантна относительно двух независимых параллельных переносов. 

Положим, что модуль Ω состоит из чисел �L,X�, где X ∈ Z3, и числа r1, r2, r3 
являются генераторами модуля Ω. В соответствии с теоремой Дирихле [66, гл. II] в 
этом случае имеется ровно две фундаментальные единицы u и v поля Q(λ) в модуле 
Ω, т.е. каждая единица поля имеет форму ζumvn, где ζk = 1 и k, l,m ∈ Z. Следова­
тельно, поверхность ∂H имеет два независимых периода D∗ и D∗. В логарифмической u v

проекции каждому периоду соответствует свой параллельный перенос. 
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2.3. Примеры [44]

Здесь для m = n = 3 приводятся вычисления многогранных поверхностей ∂H для 
11 тернарных кубических форм вида 

h(X) = �L1,X� �L2,X� �L3,X� , (11) 

где fi(X) = �Li,X�, i = 1, 2, 3. Десять из них, являющиеся экстремальными фор­
мами Девенпорта и Свиннертона-Дайера [62], рассматривались в [16] – [23], где для 
них были вычислены многогранники Клейна. Одиннадцатая форма (11) была взя­
та из примера работы Вороного [28]. Результаты вычислений представлены в виде 
рисунков, где показаны логарифмические проекции (10) многогранников ∂H на плос­
кость n1 = ln |f1(X)|, n2 = ln |f2(X)|. Проекции вершин V (X) обозначены черны­
ми кружочками и соединены проекциями ребер. В каждой из этих точек V (X) = 
(|f1(X)|, |f2(X)|, |f3(X)|) указано соответствующее значение вектора X и значение 
формы (11) для этого X. 

Ниже каждая их этих 11 форм обсуждается в отдельном примере, и для нее при­
водятся начальные значения в виде многочлена (8) и таблицы 

B1 f1(B1) f2(B1) f3(B1) a1 fi(B1) 
B2 f1(B2) f2(B2) f3(B2) a2 fi(B2) 
B3 f1(B3) f2(B3) f3(B3) a3 fi(B3) 

где B1, B2, B3 – исходный базис, A = (a1, a2, a3), f1(A) = f2(A) = 0, fi(Bj) точные зна­
чения. Во всех случаях поверхность ∂H просчитывается алгоритмом для вычисления 
выпуклого многогранника и имеет 2 независимых периода, которым в логарифмиче­
ской проекции соответствуют параллельные переносы. Указываются фундаменталь­
ные области Φ относительно группы этих переносов. 

Пример 2. Форма h1. 

Согласно [16, 17], начальные данные суть p(λ) = λ3 + λ2 − 2λ− 1, 

(1,0,0) 1 1 1 1 1 
(0,1,0) -1.24697960 1.80193773 0.44504187 0.44504187 −λi+2 

(0,0,1) -0.55495813 -2.24697960 0.80193774 0.80193774 −1− λi+1 

Логарифмическая проекция поверхности ∂H показана на рис. 1. Фундаментальная 
область Φ состоит из двух треугольников 

Γ1 = {G(1, 0, 0), G(0, 1, 0), G(0, 0, 1)}, Γ2 = {G(1, 0, 0), G(0, 0, 1), G(1, 0, 1)}. (12) 

Пример 3. Форма h2. 

Согласно [16, 17], начальные данные суть p(λ) = λ3 − 3λ− 1, 
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Рис. 1: Логарифмическая проекция модульного многогранника для формы h1. 
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(1,0,0) 1 1 1 1 1 
(0,1,0) -1.87938524 1.53208889 0.34729636 0.34729636 −λi+2 

(0,0,1) -0.65270364 -2.87938524 0.53208889 0.53208889 −1− λi+1 

Логарифмическая проекция поверхности ∂H показана на рис. 2. Фундаментальная 
область Φ состоит из двух треугольников (12). 

Рис. 2: Логарифмическая проекция модульного многогранника для формы h2. 

Пример 4. Форма h3. 

Согласно [18], начальные данные суть p(λ) = λ3 − 3λ2 − λ+ 1, 

(1,0,0) 1 1 1 1 1 
(0,1,0) 2.48119430 -1.17008647 0.68889218 0.68889218 λi

λ
−
i 

1 

λ2−3λi+1 i(0,0,1) -5.15632517 -0.369102386 0.52542756 0.52542756 
λi 
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Логарифмическая проекция поверхности ∂H показана на рис. 3. Фундаментальная 
область Φ состоит из двух треугольников 

Γ1 = {G(1, 0, 0), G(0, 1, 0), G(0, 0, 1)}, Γ2 = {G(1, 0, 0), G(1, 1, 0), G(2, 1, 1)}. (13) 

Рис. 3: Логарифмическая проекция модульного многогранника для формы h3. 
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Пример 5. Форма bg.

Согласно [20], ее начальные данные суть p(λ) = λ3 + 9λ2 + 6λ− 1,

(1,0,0) 1 1 1 1 1 
(0,1,0) 0.87891770 -0.13776296 8.25884526 8.25884526 7 + 9λi + λ2 

i

(0,0,1) -7.25884526 0.121082302 1.13776296 1.13776296 λi + 1 

Логарифмическая проекция поверхности ∂H показана на рис. 4. Фундаментальная 
область Φ состоит из двух треугольников 

Γ1 = {G(1, 0, 0), G(0, 1, 0), G(0, 0, 1)}, Γ2 = {G(0, 1, 0), G(0, 0, 1), G(0, 1, 1)}. (14) 

Рис. 4: Логарифмическая проекция модульного многогранника для формы bg.
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Пример 6. Форма h4. 

Согласно [19], ее начальные данные суть p(λ) = λ3 + 9λ2 + 6λ− 1, 

(1,0,0) 1 1 1 1 1 
−3+15λi+2λ2 (0,1,0) 1.90687424 -2.92775456 -0.17911967 1.51261571 

5 
11+10λi+λ

2 

(0,0,1) -0.67598551 0.59666387 2.47932164 5.74622955 
5 

i 

Логарифмическая проекция поверхности ∂H показана на рис. 5. Фундаменталь­
ная область ограничена вершинами G(1, 1, 4), G(0, 0, 1), G(1, 0, 0), G(0,−1, 0), 
G(−5,−1, 2), G(3, 1,−1), G(−1, 0, 1), G(1, 1, 3) и состоит из 9 треугольников. 

Рис. 5: Логарифмическая проекция модульного многогранника для формы h4. 

Пример 7. Форма h̃4, сопряженная к h4. 

Согласно [19], ее начальные данные суть p(λ) = λ3 + 9λ2 + 6λ− 1, 
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(1,0,0) 1 1 1 1 1 
13+26λi+3λ2 (0,1,0) 0.26323621 -0.68494283 1.51261571 -0.17911967 

11 
i 

53+73λi+8λ2 (0,0,1) -0.38431852 -0.452820124 5.74622955 2.47932164 
11 

i 

Логарифмическая проекция поверхности ∂H показана на рис. 6. Фундаментальная 
область поверхности ∂H состоит из 4 треугольников 

Γ1 = {G(2,−5, 1), G(−1, 1, 0), G(−1,−3, 1)}, Γ2 = {G(2,−5, 1), G(−1, 1, 0), G(0, 1, 0)},
Γ3 = {G(0, 1, 0), G(−1, 1, 0), G(−1,−3, 1)},
Γ4 = {G(0, 1, 0), G(−1,−3, 1), G(−1,−2, 1)}.

˜Рис. 6: Логарифмическая проекция модульного многогранника для формы h4. 

Пример 8. Форма h5. 

Согласно [21, 61], ее начальные данные суть p(λ) = λ3 + λ2 − 4λ+ 1, 
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(1,0,0) 1 1 1 1 1 
(0,1,0) 0.72610945 -0.37720285 3.65109341 3.65109341 −1 + 2λi + λ2 

i

(0,0,1) -2.65109341 0.273890555 1.37720285 1.37720285 λi

Логарифмическая проекция поверхности ∂H показана на рис. 7. Фундаментальная 
область Φ состоит из двух треугольников 

Γ1 = {G(1, 0, 0), G(0, 1, 0), G(0, 0, 1)}, Γ2 = {G(0, 1, 0), G(0, 0, 1), G(0, 1, 1)}. (15) 

Рис. 7: Логарифмическая проекция модульного многогранника для формы h5. 

Пример 9. Форма h6. 

Согласно [22, 61], ее начальные данные суть p(λ) = λ3 + 4λ2 − 25λ− 1, 

(1,0,0) 1 1 1 0.23382690 1 
−5+3λi+2λ2 (0,1,0) 3.88530978 -0.24362329 1.35831350 0.12322591 

21 
i 

−13+12λi+λ2 (0,0,1) -2.24362329 -0.64168650 1.88530978 0.31761024 
21 

i 
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Логарифмическая проекция поверхности ∂H показана на рис. 8. Фундаменталь­
ная область состоит из 9 треугольников и ограничена вершинами G(5,−2,−1), 
G(−3, 1, 1), G(2, 0,−1), G(−1,−2, 2), G(1,−2, 1), G(0,−1, 1), G(0, 1, 0), G(1, 0, 1), 
G(1, 1, 1), G(3, 1, 3), G(2, 0, 1), G(−2, 1, 1). 

Рис. 8: Логарифмическая проекция модульного многогранника для формы h6. 

Пример 10. Форма h7. 

Согласно [23, 61], ее начальные данные суть p(λ) = λ3 − 2λ2 − λ+ 1, 

(1,0,0) 1 1 1 -0.08626792 1 
(0,1,0) 0.643104132 0.307978528 5.04891734 0.21777981 λi

2 

(0,0,1) 2.24697960 -0.801937736 0.55495813 -0.02393754 λ2 
i − 2λi

Логарифмическая проекция поверхности ∂H показана на рис. 9. Фундаменталь­
ная область ограничена вершинами G(1, 0, 0), G(0, 0, 1), G(−3, 1,−3), G(1, 0, 1), 
G(−1, 1,−1), G(0, 1, 0), G(−1, 2, 0), G(−1, 1, 0) и состоит из 6 треугольников. 
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Рис. 9: Логарифмическая проекция модульного многогранника для формы h7. 
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Пример 11. Форма h̃7 сопряженная к h7. 

Согласно [23], ее начальные данные суть p(λ) = λ3 − 2λ2 − λ+ 1, 

(1,0,0) 0.30141661 0.78485132 -0.08626792 1 
(0,1,0) -0.09692113 -0.12085868 0.21777981 5.04891734 
(0,0,1) 0.33863849 -0.31470094 -0.02393754 0.55495813 

Здесь матрица {fi(Bj)} обратна матрице {fi(Bj)} примера 10. 
Логарифмическая проекция поверхности ∂H показана на рис. 10. Фундаменталь­

ная область Φ состоит из двух треугольников Γ1 = {G(−1, 0, 1), G(0, 0, 1), G(0, 1, 0)} и 
Γ2 = {G(−1, 0, 1), G(0, 1, 0), G(1, 3, 0)}. 

Рис. 10: Логарифмическая проекция модульного многогранника для формы h̃7. 

Пример 12. Форма Вороного. 
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В [28, § 53] рассмотрена форма (11), где Li = 
�
1, λi, (λi + λi

2)/2
�
, i = 1, 2, 3, а λi – 

корни уравнения λ3 − 7λ− 2 = 0. Начальные данные суть p(λ) = λ3 − 7λ− 2, 

(1,0,0) 1 1 1 0.79184956 1 
(0,1,0) -2.48928857 -0.28916855 2.77845712 1.95640956 λi
(0,0,1) 1.85363451 -0.10277505 5.24914054 2.20012002 (λi + λ2 

i )/2 

Логарифмическая проекция поверхности ∂H показана на рис. 11. Фундаменталь­
ная область Φ ограничена вершинами G(1, 0, 0), G(0, 1, 0), G(0, 0, 1), G(2, 5, 6), 
G(1, 1, 2), G(1, 1, 1) и состоит из 6 треугольников. 

Рис. 11: Логарифмическая проекция модульного многогранника для формы Во­
роного. 

Замечание 2. Формы h1, h2, h3, bg и h5 являются самосопряженными. Поэтому 
для них и их сопряженных форм h̃ многогранники ∂H и ∂ �H совпадают и устроены 
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просто. Формы h4, h6, h7 и форма Вороного не являются самосопряженными. Они 
отличаются от своих сопряженных форм; отличаются и их многогранники ∂H, 
H, которые устроены сложнее. Здесь приведены многогранники для сопряженных ∂ �

форм h̃4 и h̃7, но отсутствуют многогранники для форм, сопряженных к h6 и Во­
роного. 

Замечание 2. Неуспех попыток найти единый матричный алгоритм вызван 
тем, что в сложных (несамосопряженных) случаях переходы от граней с ω = 1 
к другим таким же граням дается последовательностью разных матричных ал­
горитмов. Только в самосопряженных случаях можно обойтись каким-то одним 
матричным алгоритмом. 

3. Многомерный случай [70] 

3.1. Модульный многогранник

Пусть в Rn = {X}, X = (x1, . . . , xn) заданы l линейных форм 

fi(X) = �Li, X�, i = 1, . . . , l (16) 

и k квадратичных форм 

¯fl+j(X) = �Kj , X�� Kj , X�, j = 1, . . . , k, (17) 

l, k � 0, l + 2k = n, l + k = m � 2. (18) 

Здесь Li – n-мерные вещественные векторы-строки, Kj – n-мерные комплексные век­
торы-строки, �Li, X� означает скалярное произведение и черта сверху означает ком­
плексное сопряжение. Очевидно, m � n. Предположим, что набор форм (16), (17) 
невырожден, т. е. 

det(L∗ 
1, . . . , Ll

∗ , K1
∗ , . . . , Kk

∗ , K̄1
∗ , . . . , K̄k

∗ ) =� 0. (19) 

∗Здесь звездочка означает транспонирование, т. е. L∗ 
i и Kj

∗ векторы-столбцы. 
Положим 

gi(X) = |fi(X)|, i = 1, . . . , m, (20) 

и 
G(X) = (g1(X), . . . , gm(X)). (21) 

Целочисленная точка X ∈ Zn называется минимальной или наилучшим (диофан­
товым) приближением к корневым подпространствам 

Li = {X : fi(X) = 0} , i = 1, . . . , l + k = m, X ∈ Rn, (22) 

совокупности форм (16), (17), если нет Y ∈ Zn, Y = 0, Y � −X: 

G(Y ) � G(X). (23) 

В частности, если n = 2, l = 0 и k = 1, то этот случай не рассматривается, ибо 
m = k + l = 1 < 2, что противоречит (18). 
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Предлагается изучить структуру наилучших целочисленных приближений X ∈ Zn
к корневым подпространствам (22) форм (16), (17) с помощью следующего подхо­
да [69, 70]. 

Формулы (20), (21) задают отображение n-мерного пространства Rn = {X} в неот­
рицательный ортант S = {S � 0} m-мерного пространства Rm = {S}. При этом кор­
невые подпространства (22) из Rn отображаются в координатные подпространства 
в S, а целочисленные точки X � 0, т. е. X ∈ Zn \ {0}, отображаются в некоторое = 
множество Z ⊂ S. Пусть H – замыкание выпуклой оболочки множества Z. Согласно 
определению 0 наилучшим целочисленным приближениям X ∈ Zn корневых под­
пространств (22) соответствуют точки G(X) множества Z, лежащие на границе ∂H
многогранного множества H. 

Вершины, ребра и грани любых размерностей для ∂H вычисляются стандартной 
программой вычисления выпуклых оболочек [73] для m � 14 или [68] для любого m. 
Точки из Z∩ ∂H, отличные от вершин, также находятся. Они являются пограничны­
ми минимальными точками. Не пограничные минимальные точки этим подходом не 
отлавливаются. 

3.2. Периодичность модульного многогранника

Рассмотрим линейное преобразование 

X = DX� (24) 

исходных координат, где D – неособая квадратная n-матрица. Напомним, что мат­
рица D называется унимодулярной, если все её элементы – целые и detD = ±1. 
Унимодулярная матрица D является периодом модульного многогранника H, если 
линейному преобразованию (24) соответствует диагональное линейное преобразова­
ние 

gi = µig̃i, i = 1, . . . , m, µ1 . . . µm = 1 (25) 

между многогранниками H и H� , где g̃i = gi

�
X�
�
, или между их частями. 

Пусть неприводимый в Q многочлен 

p(λ) = λn + an−1λ
n−1 + . . .+ a1λ+ a0 (26) 

с целыми коэффициентами ai ∈ Z имеет l вещественных корней λ1, . . ., λl и k пар 
¯ ¯комплексно сопряжённых корней λl+1, . . ., λl+k, λl+1, . . ., λl+k, l + 2k = n. Здесь 

l � 0, k � 0, но нам нужно чтобы k + l � 2. Пусть W — соответствующая матрица 
Вандермонда, R — неособая матрица с рациональными элементами и 

�
L∗ 
1, L

∗ 
2, . . . , Ll

∗ ,K1
∗ ,K2

∗ , . . . ,K∗ K̄∗ K̄2
∗ , . . . , K̄∗� = RW, (27) k , 1 , k

где звёздочка означает транспонирование, т. е. L∗ — вектор-столбец. Рассмотрим m = i

k + l форм 
fi(X) = �Li, X�, i = 1, . . . , l,

(28) ¯fl+j(X) = �Kj , X�� Kj , X�, j = 1, . . . , k.

Теорема 5. Соответствующая формам (28) гиперповерхность ∂H размерно­
сти m− 1 имеет ровно m− 1 независимых периодов. 
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Согласно теореме Дирихле [66] поле Q(λ) имеет ровно m− 1 независимых фунда­
ментальных единиц. Следовательно, многогранная гиперповерхность ∂H размерности 
m − 1 имеет ровно m − 1 независимых периодов, произведение степеней которых не 
равно тождественному преобразованию. Алгоритмы, обобщающие цепную дробь, поз­
воляют находить многогранники H. По многогранникам H находятся их периоды и 
по ним — фундаментальные единицы поля Q(λ) (см. [66]–[68], также [70, 71, 72, 73]). 

Теперь один из векторов Li, i = 1, . . ., l или Kj , j = 1, . . . , k в (27) заменим про­
′ извольным вектором L′ или K с сохранением вещественности или комплексности i j

вектора Li или Kj и свойства невырожденности (19), и вместо формы fi(X) рассмот­
рим форму 

′ fi(X) = �Li′ , X�, если i � l,

′ ′ ¯ ′ fi(X) = �Ki−l, X�� Ki−l, X�, если i > l.

Пусть пересечение U корневых подпространств Lj всех нештрихованных форм (j �= i) 
отлично от нуля, а пересечение подпространства U с корневым подпространством L ′ i

′ формы fi(X) состоит только из нуля X = 0. Тогда поверхность ∂H′ , соответству­
ющая m − 1 старым нештрихованным формам и одной штрихованной форме, будет 
m − 1 периодической вблизи подпространства U . Это обобщение теоремы Лагранжа 
о периодичности цепной дроби для квадратичной иррациональности. 

4. Заключение 
Наилучшие диофантовые приближения можно вычислять посредством глобаль­

ного алгоритма, использующего стандартную программу вычисления выпуклых обо­
лочек, вместо пошаговых вычислений как в алгоритме цепной дроби. Это дает ре­
шение проблемы, которую пыталось решить большинство ведущих математиков XIX 
века. 
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ordinare // Nouv. Ann. Math. (3), 1896, Bd. 15. P. 327–331. 
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