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Аннотация

Для упругого симметричного тела в виде слоя, ослабленного вырезом и нагружаемого
по моде 1 вводится понятие дуги взаимодействия (ДВ). ДВ образует малая окрестность
точки максимума удельной свободной энергии в срединном сечении слоя. Поток свободной
энергии через ДВ представляется энергетическим произведением (ЭП) - произведением
удельной свободной энергии на линейный параметр. Используя известные асимптотиче-
ские выражения поля напряжений в окрестности вершины выреза получена связь между
линейным параметром и радиусом кривизны вершины выреза, обеспечивающая независи-
мость ЭП от радиуса кривизны и линейного параметра. При нулевом значении радиуса
кривизны вырез вырождается в математический разрез. В этом случае ЭП сводится к
формуле Ирвина. Таким образом, если какой-либо вырез, вырождается в математический
разрез, то независимо от геометрии берегов выреза в пределе мы должны приходить к
одному и тому же коэффициенту интенсивности напряжений (КИН). В частности, исполь-
зуем полуэллиптический вырез. Предложена методика определения КИН-1, основанная на
представлении аппроксимирующего КИН через безразмерные потоки свободной энергии,
принимающие стационарное значение при стремлении радиуса кривизны к нулю. Полу-
ченные данным методом значения КИН совпадают с их значениями, приведенными в дру-
гих источниках на основании анализа раскрытия математического разреза. В частности,
рассмотрен слой прямоугольной формы, подвергаемый воздействию распределенной на-
грузки. Решения получены МКЭ с использованием программного комплекса CAE Fidesys
Разница с известными результатами составила менее одного процента.

Ключевые слова: дуга взаимодействия, энергетическое произведение, поток свободной
энергии. коэффициент интенсивности напряжений
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Abstract

For an elastic symmetric body in the form of a layer weakened by a hole and loaded in mode
1, the concept of an interaction arc (IA) is introduced. The IA forms a small neighborhood of
the point of maximum specific free energy in the middle section of the layer. The free energy
flow through IA is represented by the energy product (EP) - the product of the specific free
energy and a linear parameter. Using the well-known asymptotic expressions for the stress field
in the neighborhood of the hole apex, a relationship is obtained between the linear parameter
and the radius of curvature of the hole apex, which ensures the independence of the EP from
the radius of curvature and the linear parameter. When the radius of curvature is zero, the
hole degenerates into a mathematical cut. In this case, the EP is reduced to the Irwin formula.
Thus, if any hole degenerates into a mathematical cut, then regardless of the geometry of the
cut edges, in the limit, we must come to the same stress intensity factor (SIF). In particular,
we use a semi-elliptical hole. A technique for determining the SIF-1 is proposed, based on the
representation of the approximating SIF in terms of dimensionless free energy flows that take a
stationary value as the radius of curvature tends to zero. The values of the SIF obtained by this
method coincide with their values given in other sources based on the analysis of the disclosure
of the mathematical cut. In particular, a rectangular layer subjected to a distributed load is
considered. The solutions were obtained by the FEM using the CAE Fidesys software package.
The difference with the known results was less than one percent.
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1. Введение

В основополагающей статье Ирвина [1] получена связь между упругой энергией, выделяе-
мой при продвижении трещины в виде математического разреза на единицу длины и коэффи-
циентом интенсивности напряжений ( КИН). По существу Ирвин связал чисто энергетический



258 В. В. Глаголев, В. В. Козлов, А. А. Маркин

подход Гриффитса [2] к описанию процессов разделения с распределением полей напряжений
и перемещений в окрестности математического разреза в слое конечных размеров. При этом
граница слоя и расположение математического разреза определяют величину КИН, пропор-
циональную внешней нагрузке. Решению данной задачи посвящены многочисленные публи-
кации , в которых рассматриваются как теоретические [3-9], так и экспериментальные методы
[10-13] определения КИН. В статьях [14-16] на основе концепции слоя взаимодействия пока-
зана стабилизация энергетического произведения ( произведения удельной свободной энергии
в торцевой части слоя на его толщину) при достижении толщиной слоя малого, но конечного
значения. Таким образом устанавливается множество физических разрезов ЭП которых не
зависит от их толщины и в энергетическом смысле эквивалентных математическому разрезу.
В данной статье концепция ЭП распространяется на слои ослабленные симметричными вы-
резами, вырождающимися в математический разрез при нулевом значении радиуса кривизны
в вершине выреза. Поток свободной энергии через дугу взаимодействия (ДВ) представляется
ЭП - произведением удельной свободной энергии на линейный параметр. Используя известные
асимптотические выражения поля напряжений в окрестности вершины выреза [17] получена
связь между линейным параметром и радиусом кривизны, обеспечивающая независимость
ЭП от радиуса кривизны и линейного параметра. В этом случае ЭП сводится к формуле
Ирвина. Предложена методика определения 𝐾1 на основе анализа сходимости безразмерного
ЭП при уменьшении радиуса кривизны. Приведены примеры численного и аналитического
определения КИН.

2. 1. Постановка задачи

Рассматривается материальный слой толщиной ℎ, ослабленный вырезом. Уравнение вы-
реза представим в виде

𝑥1 = 𝑥1(𝛼2), 𝑥2 = 𝑥2(𝛼2) (1)

где 𝛼2 - параметр, отсчитываемый от точки 𝑥1 = 𝑎; 𝑥2 = 0, данная точка совпадает с точкой
минимума кривизны с радиусом кривизны 𝜌.

При 𝜌 = 0 вырез вырождается в математический разрез. В этом случае распределение
напряжений в окрестности кончика разреза определяется выражением

𝜎𝑖𝑗 =
𝐾1√
𝑟
Φ𝑖𝑗(𝜃)

где 𝑟, 𝜃 - полярные координаты, отсчитываемые от кончика разреза; 𝐾1 (КИН)- коэффициент
концентрации напряжений, зависящий от размеров тела и распределения внешней нагрузки
по поверхности тела.

Пусть максимальное значение плотности свободной энергии - 𝜓0 достигается в точке ми-
нимума кривизны выреза. Определим поток свободной энергии через дугу взаимодействия
(ДВ). ДВ - образует окрестность точки 𝛼2 = 0, с дуговой координатой −𝑆𝑃

2 ⩽ 𝑆 ⩽ 𝑆𝑃
2 . Поток

свободной энергии через ДВ выражается формулой

2𝛾 =

𝑠𝑝
2∫︁

− 𝑠𝑝
2

𝑛⃗ · 𝑒⃗𝜓𝑑𝑠 (2)

где 𝑛⃗ - вектор единичной нормали к поверхности выреза; 𝑒⃗ - единичный вектор вдоль вектора
потока.

Представим выражение 2 в виде энергетического произведения [14]

2𝛾 = 𝛿0𝜓0(𝜌) (3)
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где 𝛿0 - линейный параметр (ЛП).
Из выражений 2 и 3 получим связь ДВ и ЛП в виде

𝛿0 =

𝑠𝑝
2∫︁

− 𝑠𝑝
2

𝑛⃗ · 𝑒⃗ 𝜓
𝜓0
𝑑𝑠 (4)

Из 4 следует, что величина ЛП зависит от длины ДВ, при 𝑠𝑝 → 0, 𝛿0 → 0. Процесс нагруже-
ния внешних поверхностей выреза полагаем простым - внешние нагрузки пропорциональны
параметру 𝑡. При этом плотность свободной энергии неограниченно растет с уменьшением
радиуса кривизны при сколь угодно малом 𝑡 и постоянном 𝑎. Потребуем, чтобы поток сво-
бодной энергии принимал конечное. не зависящее от радиуса кривизны значение, в некоторой
окрестности 0 ⩽ 𝜌 ⩽ 𝜌*.

В статье [17] приведены асимптотические формулы распределения напряжений в окрест-
ности точки 𝑥1 = 𝑎; 𝑥2 = 0 произвольного выреза, вырождающегося в математический разрез.
Используется полярная система координат с центром в точке 𝑥1 = 𝑎− 𝜌

2 ;𝑥2 = 0. Распределение
напряжений вдоль осевой прямой 𝑥1 ⩾ 𝑎; 𝑥2 = 0 имеет вид

𝜎11 =
𝐾1√
2𝜋𝑟

(︁
1− 𝜌

2𝑟

)︁
;𝜎22 =

𝐾1√
2𝜋𝑟

(︁
1 +

𝜌

2𝑟

)︁
; 𝑟 ⩾

𝜌

2
(5)

При 𝜌 = 0 имеем распределение напряжений на продолжении математического разреза. На-
пряжения в точке 𝑥1 = 𝑎;𝑥2 = 0 получаем из 5

𝜎11 = 0, 𝜎22 =
2𝐾1√
𝜋𝜌

(6)

Находим выражение свободной энергии в точке максимума. Используя 6, получим

𝜓0 =
2𝐾2

1

𝐸̂𝜋𝜌
(7)

Условие независимости потока свободной энергии будет выполнено, если положить зависи-
мость радиуса кривизны от ЛП в виде

𝜌 =
2𝛿0
𝜋

(8)

Из формул (1.3), (1.7) и (1.8) получим следующее выражение потока через ДВ для асимпто-
тических вырезов на отрезке 0 ⩽ 𝜌 ⩽ 𝜌*:

2𝛾0 =
𝐾2

1

𝐸̂
(9)

Таким образом на отрезке 0 ⩽ 𝜌 ⩽ 𝜌* поток энергии не зависит от конфигурации кончика
выреза и непосредственно от величины радиуса кривизны и определяется формулой Ирвина
9, при этом раскрытие математического разреза не рассматривается.

Распространим 9 на вырезы с 𝜌 < 𝜌 * +Δ𝜌. Получим представление аппроксимирующего
потока в виде

2𝛾𝜌 =
1

2
𝜓0(𝜌, 𝑡)𝜋𝜌 > 𝜓0(𝜌, 𝑡)𝛿

*
0 (10)

В отличие от 9 аппроксимирующий поток зависит от радиуса кривизны, но при стремлении
выреза к математическому разрезу выполняется условие

2𝛾|𝜌→0 = 2𝛾0 =
𝐾2

1

𝐸̂
(11)
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Исходя из (1.10) и 11 введем при 𝜌 < 𝜌*+Δ𝜌 аппроксимирующий КИН, зависящий от радиуса
кривизны

𝐾2
1𝜌 =

1

2
𝜋𝐸̂𝜌Ψ0(𝜌, 𝑡).

При стремлении 𝜌 к нулю выполняется условие

𝐾1 = lim𝐾1𝜌|𝜌→0 (12)

Внешнюю нагрузку, распределенную по поверхности выреза представим в виде

𝑃 (𝑥⃗Σ, 𝑡) = 𝑡𝑃0(𝑥⃗Σ)𝑒⃗2,

где 𝑥⃗Σ - радиус- вектор поверхностных точек.
Учитывая линейную зависимость 𝐾1𝜌 от параметра 𝑡 запишем аппроксимирующий КИН

в виде

𝐾1𝜌 = 𝑡(
1

2
𝜋𝐸̂𝜌Ψ0(𝜌, 𝑃0(𝑥Σ)))

1
2 . (13)

Выделим в выражении 13 составляющую, зависящую от распределения внешней нагрузки и
от радиуса кривизны

𝐶1𝜌 = (
1

2
𝜌Ψ0(𝜌, 𝑃0(𝑥Σ)))

1
2 . (14)

Теперь, с учетом 14, представим аппроксимирующий КИН 13 в виде

𝐾1𝜌 = 𝑡
√︀
𝜋𝐸̂𝐶1𝜌 (15)

При вырождении выреза в математический разрез из 12 и 15 находим соответствующий КИН
как

𝐾1 = 𝑡
√︀
𝜋𝐸̂ lim𝐶1𝜌|𝜌→0 (16)

Таким образом, если для какого либо выреза, вырождающегося в математический разрез при
𝜌 → 0, установлена аналитически или численно зависимость 14, то независимо от геометрии
берегов выреза в пределе мы должны, в соответствии с условием 16, приходить к одному
и тому же КИН. В частности, используем полуэллиптический вырез с полуосями 𝑎 ≫ 𝑏.
Уравнение выреза имеет вид

𝑥̂1 = cos𝛼2; 𝑥̂2 =
√︀
𝜌 sin𝛼2; 0 ⩽ 𝛼2 ⩽

𝜋

2
(17)

где 𝑥̂1 =
𝑥1
𝑎 𝑥1; 𝑥̂2 =

𝑥2
𝑎 - безразмерные координаты; 𝜌 = 𝑏2

𝑎2
- безразмерный радиус кривизны в

точке 𝐴, где 𝑥̂1 = 1; 𝑥̂2 = 0.
В качестве примера определим по предложенной методике КИН прямоугольного в плане

тела с размерами 0 ⩽ 𝑥1 ⩽ 𝑙; 0 ⩽ 𝑥2 ⩽ ℎ
2 . На внешних плоскостях 𝑥2 = ±ℎ

2 тело нагружается
растягивающей нагрузкой постоянной интенсивности 𝑃 . При фиксированном значении внеш-
ней нагрузки с помощью МКЭ находим зависимость (1.14) от 𝜌, уменьшая радиус кривизны
выреза.

3. 2. Последовательность решения задачи

С учетом компонент напряжений 6 свободная энергия в точке максимума принимает вид

𝜓0 =
𝜎222
2𝐸̂

(18)
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Используя (2.1) и (1.8) представим поток энергии 3 в следующем виде:

2𝛾 =
𝜎222
4𝐸̂

𝜋𝜌. (19)

Введем безразмерный (приведенный) поток энергии для полуэллиптического выреза 17

2𝛾 = 𝐶2
2𝜌 (20)

где 𝐶2 =
𝜎22
𝑃 - коэффициент концентрации напряжений.

С учетом 20 и 17 выражение потока энергии 19 получим в виде

2𝛾 =
𝑃 2

4𝐸̂
𝜋𝑎2𝛾

Используя формулу 20 для последовательности уменьшающихся 𝜌, с помощью МКЭ находим
численное стационарное значение 2𝛾 = 2𝛾0, 𝜌 < 𝜌*. Зная 2𝛾0 из условия 11 находим соответ-
ствующий КИН, который представим в известной форме

𝐾1 = 𝑃
√
𝜋𝑎 · 𝑌 (21)

Здесь 𝑌 =
√
2𝛾0
2 - поправочный множитель, который определяется через найденное значение

2𝛾0.
Для параметров 𝑙 = 0.1 м, ℎ = 0.2 м, 𝑎 = 0.03 м, 𝐸 = 3 · 107 Па, 𝜈 = 0.3, 𝑃 = 106 Па на рис.

2.1 показан график зависимости КИН 𝐾1𝐹𝑒𝑚 (lg 𝜌), определенный формулой (2.4). Значения
получены из расчетов МКЭ моделей с различными относительными размерами слоя.

Рис. 1: Зависимость 𝐾1𝐹𝑒𝑚 (lg 𝜌)

Из графика устанавливаем пороговое значение радиуса кривизны 𝜌* ≈ 10−3, соответствую-
щие переходу выреза к трещиноподобному дефекту, когда аппроксимирующий КИН достигает
стационарного значения - 𝐾1𝐹𝑒𝑚 (𝜌*) = 𝐾*

1𝐹𝑒𝑚 ≈ 5.127 · 105 кг
√
м/с2.

В соответствии с [18] следует эталонное значение 𝐾1 ≈ 5.096 ·105 кг
√
м/с2. Таким образом,

относительная погрешность 𝐾*
1𝐹𝑒𝑚 по сравнению со справочным значением составляет 0.603

В случае бесконечной пластины зависимость 𝜎22 от𝜌 может быть представлена в виде

𝜎22 = 𝑃
2 +

√
𝜌√

𝜌
(22)
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Из (2.3) и (2.5) получим

2𝛾0 = lim
𝜌→0

(2 +
√
𝜌)

2

𝜌
𝜌 = 4

В результате приходим к классическому значению КИН-1 для бесконечной плоскости с мате-
матическим разрезом

𝐾1 = 𝑃
√
𝜋𝑎

4. Заключение

Предложенное представление потока свободной энергии через дугу взаимодействия в виде
энергетического произведения позволило, используя асимптотические формулы, установить
связь между ЛП и радиусом кривизны, обеспечивающую независимость потока от радиуса
кривизны при его стремлении к нулю, при переходе к математическому разрезу данное пред-
ставление сводится к формуле Ирвина.

Предложена методика определения КИН-1, основанная на представлении аппроксимирую-
щего КИН через безразмерные потоки свободной энергии, принимающие стационарное значе-
ние при стремлении радиуса кривизны к нулю. Полученные данным методом значения КИН
совпадают с их значениями приведенными в других источниках на основании анализа рас-
крытия математического разреза.
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