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Аннотация

В работе доказывается трансцендентность в поле 2-адических чисел хотя бы одного из
двух 2-адических чисел, представляющих собой суммы в поле Q2 рядов типа Эйлера

𝑓0(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

(𝜆)𝑛𝑧
𝑛, 𝑓1(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

(𝜆+ 1)𝑛𝑧
𝑛,

где 𝜆 представляет собой некоторое полиадическое лиувиллево число, 𝑧 = 1. Как обычно,
символ Похгаммера обозначается (𝛾)𝑛 , по определению, (𝛾)0 = 1 , а при 𝑛 ≥ 1 имеем
(𝛾)𝑛 = 𝛾(𝛾 + 1)...(𝛾 + 𝑛 − 1). Рассматриваемые ряды сходятся в любом поле Q𝑝 . Мы
рассматриваем поле Q2. Параметром рассматриваемых рядов типа Эйлера является по-
лиадическое чмсло Лиувилля. Напомним, что каноническое разложение полиадического
числа 𝜆 имеет вид

𝜆 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑛!, 𝑎𝑛 ∈ Z, 0 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 𝑛.

Этот ряд сходится в любом поле 𝑝− адических чисел Q𝑝 . Будем называть полиадическое
число 𝜆 полиадическим числом Лиувилля( или лиувиллевым полиадическим числом), если
для любых чисел 𝑛 и 𝑃 существует натуральное число 𝐴 такое, что для всех простых чисел
𝑝 , удовлетворяющих неравенству 𝑝 ≤ 𝑃 выполнено неравенство

|𝜆−𝐴|𝑝 < |𝐴|−𝑛.

Ранее было доказано простое утверждение о том, что полиадическое число Лиувилля
является трансцендентным элементом любого поля Q𝑝. Иными словами, полиадическое
число Лиувилля - глобально трансцедентное число. Это позволяет, используя некоторое
тождество для обобщённых гипергеометрических рядов и предыдущие результаты автора
доказать, что существует бесконечное множество полейQ𝑝 , в которых трансцендентностно
хотя бы одно из значений рядов 𝑓0(𝑧), 𝑓1(𝑧). В этой работе доказывается трансцендентность
значений в конкретном поле Q2.

Ключевые слова: трансцендентность, полиадическое число,полиадическое число Ли-
увилля.
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Abstract

We prove here that at least one of the two 2-adic numbers which are the values at 𝑧 = 1 of
the sums in Q2 of the series

𝑓0(𝜆) =

∞∑︁
𝑛=0

(𝜆)𝑛𝜆
𝑛, 𝑓1(𝜆) =

∞∑︁
𝑛=0

(𝜆+ 1)𝑛𝜆
𝑛,

where 𝜆 is a certain polyadic Liouville number. The series considered converge in any field Q𝑝

.We deal here with Q2. The symbol (𝛾)𝑛 denotes Pochhammer symbol, i.e. (𝛾)0 = 1 , and for
𝑛 ≥ 1 we have(𝛾)𝑛 = 𝛾(𝛾 + 1)...(𝛾 + 𝑛 − 1). The values of these series were also calculated at
polyadic Liouville number. The canonic expansion of a polyadic number 𝜆 is of the form

𝜆 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑛!, 𝑎𝑛 ∈ Z, 0 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 𝑛.

This series converges in any field of 𝑝− adic numbers Q𝑝 .

We call a polyadic number 𝜆 a polyadic Liouville number, if for any 𝑛 and 𝑃 there exists a
positive integer 𝐴 such that for all primes 𝑝 ,satisfying 𝑝 ≤ 𝑃 the inequality

|𝜆−𝐴|𝑝 < |𝐴|−𝑛

holds.

It was proved earlier that the Liouville polyadic number is transcendental in any field Q𝑝.
In other words,the Liouville polyadic number is globally transcendental. It allowed to prove
using some equality that there exists an infinite set of 𝑝−adic fields Q𝑝 where at least one of
the numbers 𝑓0(𝑧), 𝑓1(𝑧). Here we prove the transcendence of values in the field Q2.
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1. Введение

Работа относится к теории трансцендентных чисел в неархимедовски нормированных обла-
стях. Теория трансцендентных чисел достаточно подробно освещена в [1]. Лиувиллевы числа,
с изучения которых фактически и началась теория трансцендентных чисел, изучались во мно-
гих работах. Отметим две из них, [2],[3], наиболее близких по содержанию к настоящей работе.
Объекты, названные в этой работе полиадическими числами Лиувилля, рассматриваются от-
носительно недавно. Они представляют собой важную составляющую работ автора [4], где
параметром рассматриваемого ряда типа Эйлера является полиадическое число Лиувилля и
[5], где значения рядов рассматриваются в полиадической точке Лиувилля. В работах [6]- [10]
содержатся результаты автора, относящиеся к развитию метода Зигеля-Шидловского и ряду
других вопросов теории трансцендентных чисел в областях с неархимедовскими нормирова-
ниями. Отметим работу Е.Ю. Юденковой [11], в которой значения 𝐹− рядов рассматрива-
ются в полиадических точках Лиувилля,работу В.Ю. Матвеева [12], работу Е.С. Крупицына
[13], где установлены оценки многочленов от совокупностей полиадических чисел Лиувил-
ля. В упомянутых выше работах доказывалось существование бесконечного множества полей
𝑝− адических чисел, в которых заданный многочлен от значений рассматриваемых рядов не
обращается в ноль. Исследования арифметических свойств рядов рассматриваемого типа в
конкретном поле 𝑝− адических чисел представляет собой значительно более трудную задачу.
См. например, [14]. В работе автора [15] установлено существование бесконечного множества
полей 𝑝− адических чисел, в которых хотя бы одно из двух значений некоторых гипергеомет-
рических рядов трансцендентно.

Напомним, что каноническое разложение полиадического числа 𝜆 имеет вид

𝜆 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑛!, 𝑎𝑛 ∈ Z, 0 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 𝑛.

Этот ряд сходится в любом поле 𝑝− адических чисел Q𝑝.

lim
𝑛→∞

𝑚 |𝑎𝑛𝑛!|𝑝 = 0.

Так как 𝑎𝑛 ∈ Z, имеем |𝑎𝑛|𝑝 ≤ 1, кроме того,

|𝑛!|𝑝 = 𝑝−
𝑛− 𝑆𝑛
𝑝− 1

→ 0

при 𝑛→ ∞. Здесь 𝑆𝑛 обозначает сумму цифр 𝑝−ичного разложения числа 𝑛. Разумеется, ряд,
члены которого - целые числа, сходящийся во всех полях 𝑝− адических чисел, представляет
собой целое полиадическое число.

Кольцом целых полиадических чисел называется прямое произведение колец целых 𝑝−
адических чисел по всем простым числам 𝑝. Элементы 𝜆 этого кольца, таким образом, мож-
но рассматривать как бесконечномерные векторы, координаты которых п соответствующем
кольце целых 𝑝− адических чисел обозначаем 𝜆(𝑝).

Будем называть полиадическое число 𝜆 полиадическим числом Лиувилля( или лиувил-
левым полиадическим числом), если для любых чисел 𝑛 и 𝑃 существует натуральное число
𝐴 такое, что для всех простых чисел 𝑝 , удовлетворяющих неравенству 𝑝 ≤ 𝑃 выполнено
неравенство

|𝜆−𝐴|𝑝 < |𝐴|−𝑛.
Точнее говоря, следовало бы писать ⃒⃒⃒

𝜆(𝑝) −𝐴
⃒⃒⃒
𝑝
< |𝐴|−𝑛,

однако мы условимся, что при рассмотрении поля 𝑝−адических чисел под символом 𝜆 подра-
зумевается сумма 𝜆(𝑝)этого ряда.
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2. Основное тождество и его следствия

Для гипергеометрических рядов общего вида

𝐹0(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

((𝛼1)𝑛...𝛼𝑟)𝑛
((𝛽1)𝑛...𝛽𝑠)𝑛

𝑧𝑛,

𝐹1(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

((𝛼1 + 1)𝑛...𝛼𝑟 + 1)𝑛
((𝛽1 + 1)𝑛...𝛽𝑠 + 1)𝑛

𝑧𝑛

справедливо тождество

𝐹0(𝑧) = 1 +
𝛼1...𝛼𝑟
𝛽1...𝛽𝑠

𝑧𝐹1(𝑧).

Это равенство означает, что если все числа 𝛼1, ..., 𝛼𝑟, 𝛽1, ..., 𝛽𝑠 и значение 𝑧 - алгебраические,
то оба значения 𝐹0(𝑧), 𝐹1(𝑧) либо одновременно алгебраические, либо трансцендентные числа.
Если же число 𝛼1...𝛼𝑟

𝛽1...𝛽𝑠
𝑧 трансцендентное и число 𝐹1(𝑧) ̸= 0, то хотя бы одно из этих чисел явля-

ется трансцендентным. Высказанные выше утверждения относятся как к полю комплексных
чисел, так и к любому полю Q𝑝. В работе [15] рассмотрены ряды

Ψ0(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

((𝛼1)𝑛...𝛼𝑚)𝑛𝑧
𝑛,

Ψ1(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

((𝛼1 + 1)𝑛...𝛼𝑚 + 1)𝑛𝑧
𝑛

и доказано, что если 𝛼1, ..., 𝛼𝑚 - полиадические числа Лиувилля и если 𝜉 - натуральное число
или если Ξ - полиадическое число Лиувилля, то существует бесконечное множество полей
Q𝑝, в которых хотя бы одно из чисел Ψ0(𝜉),Ψ1(𝜉) ( соответственно,Ψ0(Ξ),Ψ1(Ξ) является
трансцендентным числом. Цель этой работы - рассмотрение конкретного поля Q2.

3. Формулировка и доказательство теоремы

Пусть

𝑓0(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

(𝜆)𝑛𝑧
𝑛, 𝑓1(𝑧) =

∞∑︁
𝑛=0

(𝜆+ 1)𝑛𝑧
𝑛.

Мы рассматриваем 𝑝 = 2, т.е.поле Q2, однако будем рассматривать ряд, сходящийся в
любом поле Q𝑝. Положим

𝜆0 = 1, 𝑠0 = [𝑒𝑥𝑝𝜆0] + 1 = 3.

Пусть 𝜆1 - произвольное натуральное число такое, что для любого простого числа 𝑝, удовле-
творяющего неравенству

𝑝 ≤ 𝑠0 + 2𝜆20

выполняется неравенство
𝑜𝑟𝑑𝑝𝜆1 ≥ 2𝑠0 ln 𝑠0

и положим
𝑠1 = [𝑒𝑥𝑝𝜆1] + 1.

Для 𝑘 ≥ 1 пусть 𝜆𝑘+1 - произвольное натуральное число такое, что для любого простого числа
𝑝, удовлетворяющего неравенству

𝑝 ≤ 𝑠𝑘 + 2𝜆2𝑘 = 5
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выполняется неравенство
𝑜𝑟𝑑𝑝𝜆𝑘+1 ≥ 2𝑠𝑘 ln 𝑠𝑘

и полагаем
𝑠𝑘+1 = [𝑒𝑥𝑝𝜆𝑘+1] + 1.

Ряд

𝜆 =

∞∑︁
𝑘=0

𝜆𝑘

сходится в любом поле Q𝑝.
Теорема.Хотя бы одно из 2-адических чисел 𝑓0(1), 𝑓1(1) - трансцендентное 2-адическое

число.
Для доказательства теоремы заметим, что ввиду тождества

𝑓0(𝑧) = 1 + 𝜆𝑧𝑓1(𝑧)

достаточно доказать, что, во-первых, 𝜆 - трансцендентное 2-адическое число и, во-вторых,
что 𝑓1(1) ̸= 0 в поле Q2. Докажем, что 𝜆 - полиадическое число Лиувилля. Пусть выбраны
величины 𝑛 и 𝑃 . В качестве натурального числа 𝐴 выберем число 𝜆𝑘 при достаточно большом
𝑘. Предполагаем, что

𝑃 ≤ 𝑠𝑘 + 2𝜆2𝑘, 𝑛 ≤ 2𝑠𝑘.

Тогда
|𝜆− 𝜆𝑘|𝑝 ≤ |𝜆𝑘+1|𝑝 ≤ 𝑝−2𝑠𝑘 ln 𝑠𝑘 ≤ 𝜆−2𝑠𝑘

𝑘 ,

что и утверждалось. В работе [16] доказана теорема.
Теорема 1.Полиадическое число Лиувилля является трансцендентным элементом лю-

бого поля Q𝑝. Иными словами, полиадическое число Лиувилля - глобально трансцедентное
число.

Таким образом,𝜆 - трансцендентное 2-адическое число. Для доказательства того, что
𝑓1(1) ̸= 0 в поле Q2 рассмотрим разложение

𝑓1(1) = 1 + (𝜆+ 1) + (𝜆+ 1)(𝜆+ 2) + ....

Заметим, что при 𝑛 ≥ 1 выполняется неравенство 𝑜𝑟𝑑2(𝜆+ 1)𝑛 ≥ 1. Действительно,

𝜆0 = 1, 𝑜𝑟𝑑2𝜆1 ≥ 6 ln 3 ≥ 6.

Более того, по условию, значения 𝑜𝑟𝑑2𝜆𝑘 быстро возрастают. Поэтому

𝑜𝑟𝑑2(𝜆+ 1) ≥ 1.

Ряд 𝑓1(1) сходится и представляет собой сумму числа 1 и 2-адического числа

(𝜆+ 1) + (𝜆+ 1)(𝜆+ 2) + ...,

для которого
𝑜𝑟𝑑2((𝜆+ 1) + (𝜆+ 1)(𝜆+ 2) + ...) ≥ 1.

Из этого следует неравенство 𝑓1(1) ̸= 0 и доказываемая теорема.

4. Заключение

Полученная теорема представляет собой первый результат подобного типа. Здесь удалось
не только доказать существование бесконечного множества полей, в которых хотя одно из зна-
чений рассматриваемых рядов трансцендентно, но и доказать это утверждение в конкретном
поле.
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