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Аннотация

В центре внимания статьи лежит классическая формула Фаа Ди Бруно для вычисле-
ния производных высших порядков сложной функции 𝐹 (𝑢(𝑥)). Здесь приведен вариант
доказательства этой формулы. Затем доказывается обобщение формулы Фаа Ди Бруно на
случай сложной функции с внутренней функцией 𝑢(𝑥, 𝑦), зависящей от двух независимых
переменных. В работе представлена формула для 𝑛-ой производной сложной функции,
когда аргументом внешней функции является вектор с произвольным числом компонент
(функций от одной переменной). В статье также рассмотрены примеры нахождения про-
изводных высших порядков, иллюстрирующие как классическую формулу Фаа Ди Бруно,
так и ее обобщения.
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Abstract

The focus of the article is the classical Faa Di Bruno formula for computing higher-order
derivatives of a complex function 𝐹 (𝑢(𝑥)). Here is a version of the proof of this formula. Then
we prove a generalization of the Faa Di Bruno formula to the case of a complex function with an
inner function 𝑢(𝑥, 𝑦) depending on two independent variables. The paper presents a formula
for the 𝑛-th derivative of a complex function, when the argument of the outer function is a
vector with an arbitrary number of components (functions of one variable). The article also
considers examples of finding higher-order derivatives, illustrating both the classical Faa Di
Bruno formula and its generalizations.

Keywords: Faa Di Bruno’s formula, 𝑛-th derivative of complex functions of several variables,
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1. Введение

В настоящей статье рассматривается хорошо известная формула для нахождения произ-
водных высших порядков сложной функции, которая называется формулой Фаа Ди Бруно.
Свое имя ей дал итальянский математик Франческо Фаа Ди Бруно [1, 2], хотя, по мнению
некоторых исследователей [15], француский математик Луи Арбогаст открыл ее раньше [16].
Существуют различные варианты формулы Фаа Ди Бруно (например, [4, 6-8]). Историю во-
проса можно проследить, например, в работах [9], [15]. Приложения формулы Фаа Ди Бруно
можно посмотреть, например, в [11], [12], [14].

Мы рассмотрим и докажем несколько обобщений этой формулы для различных модифи-
каций сложной функции, а именно, для 𝐹 (𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥)), 𝐹 (𝑢(𝑥)), где 𝑢(𝑥) = (𝑢1(𝑥), ..., 𝑢𝑠(𝑥)), и
𝐹 (𝑢(𝑥, 𝑦)).

2. Бином и полином Ньютона

Теорема 1. (Формула бинома Ньютона). Пусть 𝑛 ∈ N ∪ {0} . Тогда для любых чисел 𝑥
и 𝑦 имеет место

(𝑥+ 𝑦)𝑛 =
𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑥𝑘𝑦𝑛−𝑘,

где числа
(︀
𝑛
𝑘

)︀
= 𝐶𝑘𝑛 = 𝑛!

𝑘!(𝑛−𝑘)! — биномиальные коэффициенты, которые связаны рекуррент-
ным соотношением (︂

𝑛

𝑘

)︂
+

(︂
𝑛

𝑘 + 1

)︂
=

(︂
𝑛+ 1

𝑘 + 1

)︂
.

Доказательство. Воспользуемся методом математической индукции [10]. При 𝑛 = 0
формула верна. Предположим ее справедливость для 𝑛 = 𝑡. Докажем формулу для 𝑛 = 𝑡+ 1.
Пользуясь рекуррентным соотношением для биномиальных коэффициентов и предположени-
ем индукции, имеем
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(𝑥+ 𝑦)𝑡+1 = (𝑥+ 𝑦)
𝑡∑︁

𝑘=0

(︂
𝑡

𝑘

)︂
𝑥𝑘𝑦𝑡−𝑘 =

𝑡∑︁
𝑘=0

(︂
𝑡

𝑘

)︂
𝑥𝑘+1𝑦𝑡−𝑘 +

𝑡∑︁
𝑘=0

(︂
𝑡

𝑘

)︂
𝑥𝑘𝑦𝑡−𝑘+1 =

=
𝑡+1∑︁
𝑘=1

(︂
𝑡

𝑘 − 1

)︂
𝑥𝑘𝑦𝑡−𝑘+1 +

𝑡∑︁
𝑘=0

(︂
𝑡

𝑘

)︂
𝑥𝑘𝑦𝑡−𝑘+1 =

𝑡∑︁
𝑘=1

(︂
𝑡

𝑘 − 1

)︂
𝑥𝑘𝑦𝑡−𝑘+1 +

(︂
𝑡

𝑡

)︂
𝑥𝑡+1+

+
𝑡∑︁

𝑘=1

(︂
𝑡

𝑘

)︂
𝑥𝑘𝑦𝑡−𝑘+1 +

(︂
𝑡

0

)︂
𝑦𝑡+1 =

(︂
𝑡

𝑡

)︂
𝑥𝑡+1 +

(︂
𝑡

0

)︂
𝑦𝑡+1 +

𝑡∑︁
𝑘=1

(︂(︂
𝑡

𝑘 − 1

)︂
+

(︂
𝑡

𝑘

)︂)︂
𝑥𝑘𝑦𝑡−𝑘+1 =

=

(︂
𝑡

0

)︂
𝑦𝑡+1 +

𝑡∑︁
𝑘=1

(︂
𝑡+ 1

𝑘

)︂
𝑥𝑘𝑦𝑡−𝑘+1 +

(︂
𝑡

𝑡

)︂
𝑥𝑡+1 =

𝑡+1∑︁
𝑘=0

(︂
𝑡+ 1

𝑘

)︂
𝑥𝑘𝑦𝑡−𝑘+1,

что и требовалось доказать. 2

Теорема 2. (Формула полинома Ньютона). Пусть 𝑛 ∈ N ∪ {0}, 𝑡 ∈ N. Тогда для любых
чисел 𝑥1, ..., 𝑥𝑡 имеем

(𝑥1 + 𝑥2 + · · ·+ 𝑥𝑡)
𝑛 =

∑︁
𝑘1+𝑘2+...+𝑘𝑡 =𝑛
0≤ 𝑘1,𝑘2,...,𝑘𝑡 ≤𝑛

(︂
𝑛

𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑡

)︂
𝑥𝑘11 𝑥

𝑘2
2 · · ·𝑥𝑘𝑡𝑡 ,

где числа
(︀

𝑛
𝑘1,𝑘2,...,𝑘𝑡

)︀
= 𝑛!

𝑘1!𝑘2!···𝑘𝑡! — полиномиальные коэффициенты, 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑡 ∈ N ∪ {0}.

Доказательство. Воспользуемся методом математической индукции [10]. При 𝑡 = 1 фор-
мула верна. Предположим ее справедливость для 𝑡− 1 переменных. Докажем формулу для 𝑡
переменных. По формуле бинома Ньютона имеем

(𝑥1 + · · ·+ 𝑥𝑡−1 + 𝑥𝑡)
𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
𝑛

𝑘

)︂
(𝑥1 + · · ·+ 𝑥𝑡−1)

𝑘𝑥𝑛−𝑘𝑡 .

По предположению индукции имеем

(𝑥1 + 𝑥2 + · · ·+ 𝑥𝑡−1)
𝑘 =

∑︁
𝑘1+𝑘2+...+𝑘𝑡−1 = 𝑘
0≤ 𝑘1,𝑘2,...,𝑘𝑡−1 ≤ 𝑘

(︂
𝑘

𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑡−1

)︂
𝑥𝑘11 𝑥

𝑘2
2 · · ·𝑥𝑘𝑡−1

𝑡−1 .

Отсюда получаем

(𝑥1 + 𝑥2 + · · ·+ 𝑥𝑡)
𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑛!

𝑘!(𝑛− 𝑘)!
𝑥𝑛−𝑘𝑡

∑︁
𝑘1+𝑘2+...+𝑘𝑡−1 = 𝑘
0≤ 𝑘1,𝑘2,...,𝑘𝑡−1 ≤ 𝑘

𝑘!

𝑘1!𝑘2! · · · 𝑘𝑡−1!
𝑥𝑘11 𝑥

𝑘2
2 · · ·𝑥𝑘𝑡−1

𝑡−1 .

Учитывая, что 𝑛− 𝑘 = 𝑛− 𝑘1 − · · · − 𝑘𝑡−1 = 𝑘𝑡, получаем искомое равенство. 2
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3. Формула Фаа Ди Бруно

Приведем формулировку (в терминах [6]) и докажем формулу Фаа Ди Бруно:

Теорема 3. (Формула Фаа Ди Бруно). Пусть функции 𝐹 (𝑢) и 𝑢(𝑥) имеют все произ-
водные до 𝑛-го порядка. Тогда для 𝑛-ой производной сложной функции 𝐺(𝑥) = 𝐹 (𝑢(𝑥)) имеет
место формула:

𝐺(𝑛)(𝑥) =
∑︁

𝑘1+2𝑘2+···+𝑛𝑘𝑛=𝑛
𝐹 (𝑘1+𝑘2+···+𝑘𝑛)(𝑢) · 𝑃𝑘1+𝑘2+···+𝑘𝑛 ,

𝑃𝑘1+𝑘2+···+𝑘𝑛 =
𝑛!

𝑘1!𝑘2! · · · 𝑘𝑛!

(︃
𝑢(1)(𝑥)

1!

)︃𝑘1 (︃
𝑢(2)(𝑥)

2!

)︃𝑘2
· · ·

(︃
𝑢(𝑛)(𝑥)

𝑛!

)︃𝑘𝑛
,

где суммирование ведется по всем целым неотрицательным числам 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛, которые
удовлетворяют диофантову уравнению 𝑘1 + 2𝑘2 + · · ·+ 𝑛𝑘𝑛 = 𝑛, а 𝐹 (𝑚), 𝑢(𝑚) — производные
𝑚-го порядка для функций 𝐹 (𝑢), 𝑢(𝑥).

Доказательство. Используем утверждение о том, что, применяя 𝑛 раз правило диффе-
ренцирования сложной функции 𝐺(𝑥), получаем равенство вида

𝐺(𝑛)(𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘,𝑛 · 𝐹 (𝑘)(𝑢),

где 𝐴𝑘,𝑛 — некоторые выражения, независящие от конкретного задания функции 𝐹 (𝑢) (задача
1229 в сборнике задач и упражнений по математическому анализу Б.П.Демидовича [13]).

Действительно это легко проверяется методом математической индукции. При 𝑛 = 1 имеем
𝐺((1)(𝑥) = 𝐹 (1)(𝑢) · 𝑢(1)(𝑥) = 𝐴1,1𝐹

(1)(𝑢), где 𝐴1,1 = 𝑢(1)(𝑥) не зависит от вида 𝐹 (𝑢). Пусть для
производной (𝑚− 1)-го порядка функции 𝐺(𝑥) справедливо равенство

𝐺((𝑚−1)(𝑥) =

𝑚−1∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘,𝑚−1 · 𝐹 (𝑘)(𝑢),

где 𝐴𝑘,𝑚−1 — функции, не зависящие от вида 𝐹 (𝑢). Докажем равенство с тем же свойством
для 𝑚-ой производной функции 𝐺(𝑥). Продифференцируем предыдущее равенство:

𝐺((𝑚)(𝑥) =
𝑚−1∑︁
𝑘=1

(︁
𝐴

(1)
𝑘,𝑚−1 · 𝐹

(𝑘)(𝑢) +𝐴𝑘,𝑚−1 · 𝐹 (𝑘+1)(𝑢) · 𝑢(1)(𝑥)
)︁
=

𝑚∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘,𝑚 · 𝐹 (𝑘)(𝑢),

где 𝐴1,𝑚 = 𝐴
(1)
1,𝑚−1; 𝐴𝑘,𝑚 = 𝐴

(1)
𝑘,𝑚−1+𝐴𝑘−1,𝑚−1·𝑢(1)(𝑥), 𝑘 = 2, . . . ,𝑚−1; 𝐴𝑚,𝑚 = 𝐴𝑚−1,𝑚−1·𝑢(1)(𝑥),

т.е. наша формула справедлива для всех 𝑚 ∈ N и 𝐴𝑘,𝑚 не зависят от вида функции 𝐹 (𝑢).
Для нахождения 𝐴𝑘,𝑛 будем считать, что 𝐹 (𝑢) и 𝑢(𝑥) — многочлены 𝑛-ой степени:

𝐹 (𝑢) = 𝐹 (𝑢0) +
𝐹 (1)(𝑢0)

1!
(𝑢− 𝑢0) + ...+

𝐹 (𝑛)(𝑢0)

𝑛!
(𝑢− 𝑢0)

𝑛, (1)

𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑥0) +
𝑢(1)(𝑥0)

1!
(𝑥− 𝑥0) + ...+

𝑢(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥− 𝑥0)

𝑛

или при 𝑢0 = 𝑢(𝑥0):

𝑢− 𝑢0 =
𝑢(1)(𝑥0)

1!
(𝑥− 𝑥0) + ...+

𝑢(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥− 𝑥0)

𝑛. (2)
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Подставляя в (1) вместо 𝑢− 𝑢0 правую часть (2), получим

𝐺(𝑥) = 𝐹 (𝑢0) +
𝐹 (1)(𝑢0)

1!

(︃
𝑢(1)(𝑥0)

1!
(𝑥− 𝑥0) + ...+

𝑢(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥− 𝑥0)

𝑛

)︃
+ ...+ (3)

+
𝐹 (𝑛)(𝑢0)

𝑛!

(︃
𝑢(1)(𝑥0)

1!
(𝑥− 𝑥0) + ...+

𝑢(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥− 𝑥0)

𝑛

)︃𝑛
.

Отсюда видно, что 𝐺(𝑥) — многочлен степени 𝑛2 имеет следующий вид:

𝐺(𝑥) = 𝐺(𝑥0) +
𝐺(1)(𝑥0)

1!
(𝑥− 𝑥0) + ...+

𝐺(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥− 𝑥0)

𝑛 + ...+
𝐺(𝑛2)(𝑥0)

(𝑛2)!
(𝑥− 𝑥0)

𝑛2
. (4)

Далее, раскрывая скобки в (3) с помощью формулы полинома Ньютона (теорема 2):

(𝑥1 + 𝑥2 + ...+ 𝑥𝑚)
𝑛 =

∑︁
𝑘1+𝑘2+...+𝑘𝑚 =𝑛
0≤ 𝑘1,𝑘2,...,𝑘𝑚 ≤𝑛

𝑛!

𝑘1!𝑘2! . . . 𝑘𝑚!
𝑥𝑘11 𝑥

𝑘2
2 . . . 𝑥𝑘𝑚𝑚 ,

а затем сравнивая коэффициент при (𝑥−𝑥0)𝑛 с соответствующим коэффициентом в формуле
(4), приходим к утверждению теоремы. Действительно, имеем

𝐺(𝑥) = 𝐹 (𝑢0)+

+
𝐹 (1)(𝑢0)

1!

∑︁
𝑘1+···+𝑘𝑛 =1
0≤ 𝑘1,...,𝑘𝑛 ≤ 1

1!

𝑘1! · · · 𝑘𝑛!

(︃
𝑢(1)(𝑥0)

1!

)︃𝑘1
(𝑥− 𝑥0)

𝑘1 · · ·

(︃
𝑢(𝑛)(𝑥0)

𝑛!

)︃𝑘𝑛
(𝑥− 𝑥0)

𝑛𝑘𝑛+

+
𝐹 (2)(𝑢0)

2!

∑︁
𝑘1+···+𝑘𝑛 =2
0≤ 𝑘1,...,𝑘𝑛 ≤ 2

2!

𝑘1! · · · 𝑘𝑛!

(︃
𝑢(1)(𝑥0)

1!

)︃𝑘1
(𝑥− 𝑥0)

𝑘1 · · ·

(︃
𝑢(𝑛)(𝑥0)

𝑛!

)︃𝑘𝑛
(𝑥− 𝑥0)

𝑛𝑘𝑛 + . . .+

+
𝐹 (𝑛)(𝑢0)

𝑛!

∑︁
𝑘1+···+𝑘𝑛 =𝑛
0≤ 𝑘1,...,𝑘𝑛 ≤𝑛

𝑛!

𝑘1! · · · 𝑘𝑛!

(︃
𝑢(1)(𝑥0)

1!

)︃𝑘1
(𝑥− 𝑥0)

𝑘1 · · ·

(︃
𝑢(𝑛)(𝑥0)

𝑛!

)︃𝑘𝑛
(𝑥− 𝑥0)

𝑛𝑘𝑛 .

Для того, чтобы степень многочлена 𝑥−𝑥0 была равна 𝑛, необходимо выполнение равенства
𝑘1 + 2𝑘2 + . . .+ 𝑛𝑘𝑛 = 𝑛, следовательно из равенства

𝐺(𝑛)(𝑥)

𝑛!
=

⎛⎜⎜⎝𝐹 (1)(𝑢0)

1!

∑︁
𝑘1+···+𝑘𝑛 =1
0≤ 𝑘1,...,𝑘𝑛 ≤ 1

1!

𝑘1! · · · 𝑘𝑛!
+
𝐹 (2)(𝑢0)

2!

∑︁
𝑘1+···+𝑘𝑛 =2
0≤ 𝑘1,...,𝑘𝑛 ≤ 2

2!

𝑘1! · · · 𝑘𝑛!
+ . . .+

+
𝐹 (𝑛)(𝑢0)

𝑛!

∑︁
𝑘1+···+𝑘𝑛 =𝑛
0≤ 𝑘1,...,𝑘𝑛 ≤𝑛

𝑛!

𝑘1! · · · 𝑘𝑛!

⎞⎟⎟⎠
(︃
𝑢(1)(𝑥0)

1!

)︃𝑘1 (︃
𝑢(2)(𝑥0)

2!

)︃𝑘2
· · ·

(︃
𝑢(𝑛)(𝑥0)

𝑛!

)︃𝑘𝑛
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получаем

𝐺(𝑛)(𝑥) =
∑︁

𝑘1+···+𝑛𝑘𝑛 =𝑛

𝑛!

𝑘1! · · · 𝑘𝑛!
· 𝐹 (𝑘1+···+𝑘𝑛) ·

(︃
𝑢(1)(𝑥)

1!

)︃𝑘1 (︃
𝑢(2)(𝑥)

2!

)︃𝑘2
· · ·

(︃
𝑢(𝑛)(𝑥)

𝑛!

)︃𝑘𝑛
,

что и требовалось доказать. 2

Пример 6. Пользуясь формулой Фаа Ди Бруно, находим

𝐺(1)(𝑥) = 𝐹 (1) · 𝑢(1), 𝐺(2)(𝑥) = 𝐹 (1) · 𝑢(2) + 𝐹 (2) ·
(︁
𝑢(1)

)︁2
,

𝐺(3)(𝑥) = 𝐹 (1) · 𝑢(3) + 3 · 𝐹 (2) · 𝑢(1) · 𝑢(2) + 𝐹 (3) ·
(︁
𝑢(1)

)︁3
,

𝐺(4)(𝑥) = 𝐹 (1) · 𝑢(4) + 𝐹 (2)

(︂
4 · 𝑢(1) · 𝑢(3) + 3 ·

(︁
𝑢(2)

)︁2)︂
+ 6 · 𝐹 (3) ·

(︁
𝑢(1)

)︁2
· 𝑢(2) + 𝐹 (4) ·

(︁
𝑢(1)

)︁4
,

𝐺(5)(𝑥) = 𝐹 (1) · 𝑢(5) + 𝐹 (2)
(︁
5 · 𝑢(1) · 𝑢(4) + 10 · 𝑢(2) · 𝑢(3)

)︁
+

+𝐹 (3)

(︂
10 ·

(︁
𝑢(1)

)︁2
· 𝑢(3) + 15 · 𝑢(1) ·

(︁
𝑢(2)

)︁2)︂
+ 10 · 𝐹 (4) ·

(︁
𝑢(1)

)︁3
· 𝑢(2) + 𝐹 (5) ·

(︁
𝑢(1)

)︁5
.

Несколько примеров использования формуы можно посмотреть в [5]. Формула Фаа Ди
Бруно может быть также записана в комбинаторной форме:

Теорема 4. Пусть функция 𝑦 = 𝑥(𝑡) дифференцируема 𝑛 раз в точке 𝑡0, а функция
𝑧 = 𝑓(𝑦) дифференцируема 𝑛 раз в точке 𝑦0 = 𝑥(𝑡0). Тогда сложная функция 𝑧(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡))
дифференцируема 𝑛 раз в точке 𝑡0, причем

𝑧(𝑛)(𝑡0) =
∑︁
𝛿∈Δ

𝑓 (|𝛿|)(𝑦0)
∏︁
𝜃∈𝛿

𝑥(|𝜃|)(𝑡0),

где Δ — все разбиения множества {1, 2, ..., 𝑛}, множество 𝜃 состоит из всех частей (блоков)
разбиения 𝛿 ∈ Δ, |𝛿| — число блоков в 𝛿, |𝜃| — размер блока в 𝜃.

Пример 7. Найдем 𝑧(3)(𝑡) = 𝑓 (3)(𝑥(𝑡)).

Выпишем разбиения множества {1, 2, 3}: 𝛿1 = ({1, 2, 3}), |𝛿1| = 1, 𝛿2 = ({1, 2}, {3}), |𝛿2| = 2,
𝛿3 = ({1, 3}, {2}), |𝛿3| = 2, 𝛿4 = ({1}, {2, 3}), |𝛿4| = 2, 𝛿5 = ({1}, {2}, {3}), |𝛿5| = 3.

Размеры блоков в разбиениях: 𝜃1 = ({1, 2, 3}), |𝜃11| = 3, |𝜃12| = |𝜃13| = 0, 𝜃2 = ({1, 2}, {3}),
|𝜃21| = 2, |𝜃22| = 1, |𝜃23| = 0, 𝜃3 = ({1, 3}, {2}), |𝜃31| = 2, |𝜃32| = 1, |𝜃33| = 0, 𝜃4 = ({1}, {2, 3}),
|𝜃41| = 1, |𝜃42| = 2, |𝜃43| = 0, 𝜃5 = ({1}, {2}, {3}), |𝜃51| = 1, |𝜃52| = 1, |𝜃53| = 1. Отсюда по
формуле Фаа Ди Бруно (теорема 4) получаем:

𝑧(3)(𝑡) =
5∑︁

𝑘=1

𝑓 (|𝛿𝑘|)(𝑥)
3∏︁
𝑗=1

𝑥(|𝜃𝑘𝑗 |)(𝑡) = 𝑓 (1)𝑥(3)+𝑓 (2)𝑥(2)𝑥(1)+𝑓 (2)𝑥(2)𝑥(1)+𝑓 (2)𝑥(1)𝑥(2)+𝑓 (3)(𝑥(1))3 =

= 𝑓 (1)𝑥(3) + 3𝑓 (2)𝑥(2)𝑥(1) + 𝑓 (3)(𝑥(1))3.
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4. Обобщения формулы Фаа Ди Бруно

Сформулируем обобщение формулы Фаа Ди Бруно на случай сложной функции 𝐹 (𝑢(𝑥, 𝑦)):

Теорема 5. Пусть функция 𝐹 (𝑢) имеет все производные до 𝑛-го порядка, а функция
𝑢(𝑥, 𝑦) имеет все частные производные до 𝑛-го порядка. Тогда для 𝑛-го дифференциала слож-
ной функции 𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝐹 (𝑢(𝑥, 𝑦)) имеет место формула:

𝑑𝑛𝐺(𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑘1+2𝑘2+···+𝑛𝑘𝑛=𝑛
𝑘1,𝑘2,...,𝑘𝑛 ≥ 0

𝐹 (𝑘1+𝑘2+···+𝑘𝑛)(𝑢) · 𝑃𝑘1+𝑘2+···+𝑘𝑛 ,

𝑃𝑘1+𝑘2+···+𝑘𝑛 =
𝑛!

𝑘1!𝑘2! · · · 𝑘𝑛!

(︂
𝑑𝑢(𝑥, 𝑦)

1!

)︂𝑘1 (︂𝑑2𝑢(𝑥, 𝑦)
2!

)︂𝑘2
· · ·
(︂
𝑑𝑛𝑢(𝑥, 𝑦)

𝑛!

)︂𝑘𝑛
,

где суммирование ведется по всем целым неотрицательным числам 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛, которые
удовлетворяют диофантову уравнению 𝑘1 +2𝑘2 + · · ·+ 𝑛𝑘𝑛 = 𝑛, 𝑑𝑚𝑢(𝑥, 𝑦) — 𝑚-ый дифферен-
циал функции 𝑢(𝑥, 𝑦), 𝐹 (𝑚)(𝑢) — производная 𝑚-го порядка для функции 𝐹 (𝑢), 𝑚 = 1, . . . , 𝑛.

Доказательство. Аналогично классическому случаю (теорема 3), находя 𝑛-ый диффе-
ренциал сложной функции 𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝐹 (𝑢(𝑥, 𝑦)), получаем выражение вида

𝑑𝑛𝐺(𝑥, 𝑦) =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝐵𝑘,𝑛 · 𝐹 (𝑘)(𝑢(𝑥, 𝑦)),

где 𝐵𝑘,𝑛 — некоторые выражения, вид которых не зависит от конкретного задания функции
𝐹 (𝑢(𝑥, 𝑦)).

Чтобы найти выражения 𝐵𝑘,𝑛 считаем, что 𝐹 (𝑢(𝑥, 𝑦)) и 𝑢(𝑥, 𝑦) — многочлены 𝑛-ой степени:

𝐹 (𝑢) = 𝐹 (𝑢0) +
𝐹 (1)(𝑢0)

1!
(𝑢− 𝑢0) + ...+

𝐹 (𝑛)(𝑢0)

𝑛!
(𝑢− 𝑢0)

𝑛,

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑢(𝑥0, 𝑦0) +
𝑑𝑢(𝑥0, 𝑦0)

1!
+ ...+

𝑑𝑛𝑢(𝑥0, 𝑦0)

𝑛!
.

Определим переменные: 𝑧 = 𝑢− 𝑢0 = 𝑢− 𝑢(𝑥0, 𝑦0), 𝑠 = 𝑥− 𝑥0, 𝑡 = 𝑦 − 𝑦0. Тогда

𝐹 (𝑢) = 𝐹 (𝑢0) +
𝐹 (1)(𝑢0)

1!
· 𝑧 + ...+

𝐹 (𝑛)(𝑢0)

𝑛!
· 𝑧𝑛, (5)

𝑧 = 𝑢− 𝑢0 =
1

1!

(︂
𝜕

𝜕𝑥
· 𝑠+ 𝜕

𝜕𝑦
· 𝑡
)︂
𝑢+ ...+

1

𝑛!

(︂
𝜕

𝜕𝑥
· 𝑠+ 𝜕

𝜕𝑦
· 𝑡
)︂𝑛

𝑢. (6)

Подставим в (5) вместо 𝑧 правую часть (6):

𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝐹 (𝑢0) +
𝐹 (1)(𝑢0)

1!

(︂
1

1!

(︂
𝜕

𝜕𝑥
· 𝑠+ 𝜕

𝜕𝑦
· 𝑡
)︂
𝑢+ ...+

1

𝑛!

(︂
𝜕

𝜕𝑥
· 𝑠+ 𝜕

𝜕𝑦
· 𝑡
)︂𝑛

𝑢

)︂
+ . . .+ (7)

+ . . .+
𝐹 (𝑛)(𝑢0)

𝑛!

(︂
1

1!

(︂
𝜕

𝜕𝑥
· 𝑠+ 𝜕

𝜕𝑦
· 𝑡
)︂
𝑢+ ...+

1

𝑛!

(︂
𝜕

𝜕𝑥
· 𝑠+ 𝜕

𝜕𝑦
· 𝑡
)︂𝑛

𝑢

)︂𝑛
,

Многочлен 𝐺(𝑥, 𝑦) имеет степень 𝑛2:

𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝐺(𝑥0, 𝑦0) +
𝑑𝐺(𝑥0, 𝑦0)

1!
+ ...+

𝑑𝑛𝐺(𝑥0, 𝑦0)

𝑛!
+ ...+

𝑑𝑛
2
𝐺(𝑥0, 𝑦0)

(𝑛2)!
. (8)
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Затем, раскрывая скобки в (7) с помощью формулы полинома Ньютона (теорема 2), имеем

𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝐹 (𝑢0)+

+
𝐹 (1)(𝑢0)

1!

∑︁
𝑘1+···+𝑘𝑛=1

1!

𝑘1! · · · 𝑘𝑛!

(︂
1

1!

(︂
𝜕

𝜕𝑥
· 𝑠+ 𝜕

𝜕𝑦
· 𝑡
)︂
𝑢

)︂𝑘1
· · ·
(︂

1

𝑛!

(︂
𝜕

𝜕𝑥
· 𝑠+ 𝜕

𝜕𝑦
· 𝑡
)︂𝑛

𝑢

)︂𝑘𝑛
+

+
𝐹 (2)(𝑢0)

2!

∑︁
𝑘1+···+𝑘𝑛 =2

2!

𝑘1! · · · 𝑘𝑛!

(︂
1

1!

(︂
𝜕

𝜕𝑥
· 𝑠+ 𝜕

𝜕𝑦
· 𝑡
)︂
𝑢

)︂𝑘1
· · ·
(︂

1

𝑛!

(︂
𝜕

𝜕𝑥
· 𝑠+ 𝜕

𝜕𝑦
· 𝑡
)︂𝑛

𝑢

)︂𝑘𝑛
+

+ . . .+

+
𝐹 (𝑛)(𝑢0)

𝑛!

∑︁
𝑘1+···+𝑘𝑛 =𝑛

𝑛!

𝑘1! · · · 𝑘𝑛!

(︂
1

1!

(︂
𝜕

𝜕𝑥
· 𝑠+ 𝜕

𝜕𝑦
· 𝑡
)︂
𝑢

)︂𝑘1
· · ·
(︂

1

𝑛!

(︂
𝜕

𝜕𝑥
· 𝑠+ 𝜕

𝜕𝑦
· 𝑡
)︂𝑛

𝑢

)︂𝑘𝑛
.

Далее сравниваем последнюю формулу с формулой (8). Для того, чтобы порядок диффе-
ренциала функции 𝐺(𝑥, 𝑦) был равен 𝑛, необходимо выполнение равенства 𝑘1 + . . .+ 𝑛𝑘𝑛 = 𝑛,
т.е.

𝑑𝑛𝐺(𝑥0, 𝑦0)

𝑛!
=

⎛⎝𝐹 (1)(𝑢0)

1!

∑︁
𝑘1+···+𝑘𝑛 =1

1!

𝑘1! · · · 𝑘𝑛!
+ . . .+

𝐹 (𝑛)(𝑢0)

𝑛!

∑︁
𝑘1+···+𝑘𝑛 =𝑛

𝑛!

𝑘1! · · · 𝑘𝑛!

⎞⎠×

×
(︂
1

1!

(︂
𝜕

𝜕𝑥
· 𝑠+ 𝜕

𝜕𝑦
· 𝑡
)︂
𝑢

)︂𝑘1
· · ·
(︂

1

𝑛!

(︂
𝜕

𝜕𝑥
· 𝑠+ 𝜕

𝜕𝑦
· 𝑡
)︂𝑛

𝑢

)︂𝑘𝑛
.

Отсюда получаем

𝑑𝑛𝐺(𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑘1+···+𝑛𝑘𝑛 =𝑛

𝑛!

𝑘1! · · · 𝑘𝑛!
· 𝐹 (𝑘1+···+𝑘𝑛) ·

(︂
𝑑𝑢(𝑥, 𝑦)

1!

)︂𝑘1 (︂𝑑2𝑢(𝑥, 𝑦)
2!

)︂𝑘2
· · ·
(︂
𝑑𝑛𝑢(𝑥, 𝑦)

𝑛!

)︂𝑘𝑛
,

что и требовалось доказать. 2
Далее рассмотрим случай сложной функции вида 𝐹 (𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥)) (приведен в [12]):

Теорема 6. Пусть функция 𝐹 (𝑢, 𝑣) имеет все частные производные до 𝑛-го порядка,
а функции 𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥) имеют все производные до 𝑛-го порядка. Тогда для 𝑛-ой производной
сложной функции 𝐹 (𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥)) имеет место формула:

𝐹 (𝑛)

𝑛!
=

⎛⎜⎜⎝ ∑︁
𝑘1+2𝑘2++...+𝑛𝑘3 =𝑛

𝑘1,𝑘2,...,𝑘𝑚 ≥ 0

𝐴𝑘11 𝐴
𝑘2
2 ...𝐴

𝑘𝑛
𝑛

𝑘1!𝑘2!...𝑘𝑛!

⎞⎟⎟⎠𝐹 (𝑢, 𝑣),

где

𝐴𝑗 =
𝑢𝑗
𝑗!

· 𝜕
𝜕𝑢

+
𝑣𝑗
𝑗!

· 𝜕
𝜕𝑣
, 𝑢𝑗 =

𝜕𝑗𝑢(𝑥)

𝜕𝑥𝑗
, 𝑣𝑗 =

𝜕𝑗𝑣(𝑥)

𝜕𝑥𝑗
, 𝑗 = 1, 𝑛.

Пример 8.

𝐹 (1) = (𝐴1)𝐹, 𝐹 (2) = (2𝐴2 +𝐴2
1)𝐹, 𝐹 (3) = (6𝐴3 + 6𝐴2𝐴1 +𝐴3

1)𝐹,

𝐹 (4) = (24𝐴4 + 24𝐴3𝐴1 + 12𝐴2
2 + 12𝐴2𝐴1 +𝐴4

1)𝐹,

где

𝐴1 =
𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑥
· 𝜕
𝜕𝑢

+
𝜕𝑣(𝑥)

𝜕𝑥
· 𝜕
𝜕𝑣
, 𝐴2 =

𝜕2𝑢(𝑥)

2𝜕𝑥2
· 𝜕
𝜕𝑢

+
𝜕2𝑣(𝑥)

2𝜕𝑥2
· 𝜕
𝜕𝑣
,

𝐴3 =
𝜕3𝑢(𝑥)

6𝜕𝑥3
· 𝜕
𝜕𝑢

+
𝜕3𝑣(𝑥)

6𝜕𝑥3
· 𝜕
𝜕𝑣
, 𝐴4 =

𝜕4𝑢(𝑥)

24𝜕𝑥4
· 𝜕
𝜕𝑢

+
𝜕4𝑣(𝑥)

24𝜕𝑥4
· 𝜕
𝜕𝑣
.
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Далее рассмотрим обобщение формулы Фаа Ди Бруно на случай сложной функции
𝐹 (𝑢(𝑥)), где 𝑢(𝑥) = (𝑢1(𝑥), ..., 𝑢𝑠(𝑥)) [3]:

Теорема 7. Пусть 𝐺(𝑥) = 𝐹 (𝑢(𝑥)), 𝑢(𝑥) = (𝑢1(𝑥), 𝑢2(𝑥), . . . , 𝑢𝑠(𝑥)) — сложная функция
и существуют все её частные производные до 𝑛-го порядка, а функции 𝑢1(𝑥), 𝑢2(𝑥), . . . , 𝑢𝑠(𝑥)
имеют все производные до 𝑛-го порядка. Тогда для 𝑛-го дифференциала сложной функции
𝐺(𝑥) имеет место формула:

𝑑𝑛𝐺(𝑥) =
∑︁
𝑛

∑︁
𝑘1

∑︁
𝑘2

...
∑︁
𝑘𝑛

𝑛!
𝑛∏︀
𝑖=1

(𝑖!)𝑘𝑖 ·
𝑛∏︀
𝑖=1

𝑠∏︀
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗 !

· 𝜕𝑘𝐹 (𝑢)

𝜕𝑢𝑝11 𝜕𝑢𝑝22 ... 𝜕𝑢𝑝𝑠𝑠
×

×
𝑛∏︁
𝑖=1

(︁
𝑢
(𝑖)
1

)︁𝑎𝑖1 (︁
𝑢
(𝑖)
2

)︁𝑎𝑖2
...
(︁
𝑢(𝑖)𝑠

)︁𝑎𝑖𝑠
,

где суммирование ведется по целочисленным решениям следующих диофантовых уравнений:∑︁
𝑛

: 𝑘1 + 2𝑘2 + ...+ 𝑛𝑘𝑛 = 𝑛,

∑︁
𝑘1

: 𝑎11 + 𝑎12 + ...+ 𝑎1𝑠 = 𝑘1,

∑︁
𝑘2

: 𝑎21 + 𝑎22 + ...+ 𝑎2𝑠 = 𝑘2,

...∑︁
𝑘𝑛

: 𝑎𝑛1 + 𝑎𝑛2 + ...+ 𝑎𝑛𝑠 = 𝑘𝑛,

𝑑 = 𝜕/𝜕𝑥 — дифференциальный оператор, 𝑘 — порядок промежуточной производной, 𝑝𝑗 —
порядок частной производной по 𝑢𝑗. Параметры 𝑘, 𝑘𝑗, 𝑝𝑗, 𝑎𝑖𝑗 связаны соотношениями:

𝑝𝑗 = 𝑎1𝑗 + 𝑎2𝑗 + ...+ 𝑎𝑛𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑠,

𝑘 = 𝑝1 + 𝑝2 + ...+ 𝑝𝑠 = 𝑘1 + 𝑘2 + ...+ 𝑘𝑛.

Доказательство. Классическую формулу Фаа ди Бруно (теорема 3) можно переписать
в следующем виде:

𝐹 (𝑛)
𝑥 =

∑︁
𝑘1+2𝑘2+...+𝑛𝑘𝑛=𝑛

𝑛!(𝜕𝑢𝑢
(1))𝑘1(𝜕𝑢𝑢

(2))𝑘2 · · · (𝜕𝑢𝑢(𝑛))𝑘𝑛𝐹 (𝑢)
𝑘1!𝑘2! · · · 𝑘𝑛! (1!)𝑘1(2!)𝑘2 · · · (𝑛!)𝑘𝑛

.

Здесь 𝜕𝑢 = 𝜕/𝜕𝑢 — дифференциальный оператор, 𝜕𝑖𝑢 = 𝜕𝑖/𝜕𝑢𝑖, а с учетом 𝑘 = 𝑘1+𝑘2+ . . .+𝑘𝑛
имеем 𝜕𝑘/𝜕𝑢𝑘 = 𝜕𝑘/𝜕𝑢𝑘1+𝑘2+...+𝑘𝑛 .

Производные 𝐹 (𝑖)
𝑥 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 являются функциями с возрастающим числом аргументов:

𝐹 (1)
𝑥 = 𝐹 (1)

𝑥 (𝑢, 𝑢(1)), 𝐹 (2)
𝑥 = 𝐹 (2)

𝑥 (𝑢, 𝑢(1), 𝑢(2)), . . . , 𝐹 (𝑛)
𝑥 = 𝐹 (𝑛)

𝑥 (𝑢, 𝑢(1), 𝑢(2), . . . , 𝑢(𝑛)).

Найдем производные 𝐹 (𝑖)
𝑥 , 𝑖 = 1, 2, 3, . . ., воспользовавшись формулой для первой произ-

водной сложной функции с произвольным числом аргументов:

𝐹 (1)
𝑥 = (𝜕𝑢𝑢

(1))𝐹,

𝐹 (2)
𝑥 = (𝜕𝑢𝑢

(1) + 𝜕𝑢(1)𝑢
(2))𝐹 (1)

𝑥 = [(𝜕𝑢𝑢
(1))2 + 𝜕𝑢𝑢

(2)]𝐹,
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𝐹 (3)
𝑥 = (𝜕𝑢𝑢

(1) + 𝜕𝑢(1)𝑢
(2) + 𝜕𝑢(2)𝑢

(3))𝐹 (2)
𝑥 = [(𝜕𝑢𝑢

(1))3 + 3𝜕𝑢𝑢
(1)𝜕𝑢𝑢

(2) + 𝜕𝑢𝑢
(3)]𝐹,

𝐹 (4)
𝑥 = (𝜕𝑢𝑢

(1) + 𝜕𝑢(1)𝑢
(2) + 𝜕𝑢(2)𝑢

(3) + 𝜕𝑢(3)𝑢
(4))𝐹 (3)

𝑥 =

= [(𝜕𝑢𝑢
(1))4 + 6(𝜕𝑢𝑢

(1))2𝜕𝑢𝑢
(2) + 4𝜕𝑢𝑢

(1)𝜕𝑢𝑢
(3) + 3(𝜕𝑢𝑢

(2))2 + 𝜕𝑢𝑢
(4)]𝐹,

...

Пусть теперь 𝑢(𝑥) является 𝑠-мерным вектором

𝑢(𝑥) = (𝑢1(𝑥), 𝑢2(𝑥), ..., 𝑢𝑠(𝑥)),

соответственно

𝜕𝑢 =
𝜕

𝜕𝑢(𝑥)
=

[︂
𝜕

𝜕𝑢1(𝑥)
,

𝜕

𝜕𝑢2(𝑥)
, . . . ,

𝜕

𝜕𝑢𝑠(𝑥)

]︂
— векторный дифференциальный оператор. Для сложной функции 𝐹 (𝑢(𝑥)) определены все

необходимые производные. Производные 𝐹 (𝑖)
𝑥 , 𝑖 = 1, 2, 3, . . . получаем последовательным при-

менением правила первой производной сложной функции с произвольным числом аргуметов,
подставляя все предыдущие производные:

𝐹 (1)
𝑥 = (𝜕𝑢𝑢

(1))𝐹,

𝐹 (2)
𝑥 = (𝜕𝑢𝑢

(1) + 𝜕𝑢(1)𝑢
(2))𝐹 (1)

𝑥 = [(𝜕𝑢𝑢
(1))2 + 𝜕𝑢𝑢

(2)]𝐹,

𝐹 (3)
𝑥 = (𝜕𝑢𝑢

(1) + 𝜕𝑢(1)𝑢
(2) + 𝜕𝑢(2)𝑢

(3))𝐹 (2)
𝑥 = [(𝜕𝑢𝑢

(1))3 + 3𝜕𝑢𝑢
(1)𝜕𝑢𝑢

(2) + 𝜕𝑢𝑢
(3)]𝐹,

𝐹 (4)
𝑥 = (𝜕𝑢𝑢

(1) + 𝜕𝑢(1)𝑢
(2) + 𝜕𝑢(2)𝑢

(3) + 𝜕𝑢(3)𝑢
(4))𝐹 (3)

𝑥 =

= [(𝜕𝑢𝑢
(1))4 + 6(𝜕𝑢𝑢

(1))2𝜕𝑢𝑢
(2) + 4𝜕𝑢𝑢

(1)𝜕𝑢𝑢
(3) + 3(𝜕𝑢𝑢

(2))2 + 𝜕𝑢𝑢
(4)]𝐹,

...

Последовательность вывода производных в классической формуле Фаа ди Бруно тожде-
ствена последовательности вывода производных в векторном случае. Они имеют одинаковую
операторную форму, только в первом случае операторы скалярные, а во втором векторые.
Поэтому их общую форму можно записать в следуюшем виде:

𝐹 (𝑛)
𝑥 =

∑︁
𝑘1+2𝑘2+...+𝑛𝑘𝑛=𝑛

𝑛!(𝜕𝑢𝑢
(1))𝑘1(𝜕𝑢𝑢

(2))𝑘2 · · · (𝜕𝑢𝑢(𝑛))𝑘𝑛𝐹 (𝑢)
𝑘1!𝑘2! · · · 𝑘𝑛! (1!)𝑘1(2!)𝑘2 · · · (𝑛!)𝑘𝑛

.

Данная формула является векторной формой 𝑛-ой производной сложной функции, частные
производные и нелинейные функции 𝑢(𝑖), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 явно не показаны. Чтобы получить
явный вид формулы для 𝑛-ой производной сложной функции 𝐹 (𝑢(𝑥)) необходимо возвести
полиномы (𝜕𝑢𝑢

(𝑖))𝑘𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 в соответствующие степени, а затем перемножить их. Для
𝑖-го полинома, воспользовавшись формулой полинома Ньютона (теорема 2), имеем(︁

𝜕𝑢1𝑢
(𝑖)
1 + 𝜕𝑢2𝑢

(𝑖)
2 + · · ·+ 𝜕𝑢𝑠𝑢

(𝑖)
𝑠

)︁𝑘𝑖
=

=
∑︁

𝑎𝑖1+𝑎𝑖2+···+𝑎𝑖𝑠=𝑘𝑖

𝑘𝑖!

𝑎𝑖1!𝑎𝑖2! · · · 𝑎𝑖𝑠!

(︁
𝜕𝑢1𝑢

(𝑖)
1

)︁𝑎𝑖1 (︁
𝜕𝑢2𝑢

(𝑖)
2

)︁𝑎𝑖2
· · ·
(︁
𝜕𝑢𝑠𝑢

(𝑖)
𝑠

)︁𝑎𝑖𝑠
,

где суммирование ведется по всем неотрицательным решениям диофантова уравнения
𝑎𝑖1 + 𝑎𝑖2 + · · ·+ 𝑎𝑖𝑠 = 𝑘𝑖. Перемножив все 𝑛 полинов, и введя обозначения
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∑︁
𝑘1+2𝑘2+...+𝑛𝑘𝑛=𝑛

≡
∑︁
𝑛

,

∑︁
𝑎11+𝑎12+...+𝑎1𝑠=𝑘1

≡
∑︁
𝑘1

,

∑︁
𝑎21+𝑎22+...+𝑎2𝑠=𝑘2

≡
∑︁
𝑘2

,

...

∑︁
𝑎𝑛1+𝑎𝑛2+...+𝑎𝑛𝑠=𝑘𝑛

≡
∑︁
𝑘𝑛

,

в результате получим

𝐹 (𝑛)
𝑥 =

∑︁
𝑛

𝑛!

𝑘1!𝑘2! · · · 𝑘𝑛! (1!)𝑘1(2!)𝑘2 · · · (𝑛!)𝑘𝑛
×

×
∑︁
𝑘1

𝑘1!

𝑎11!𝑎12! · · · 𝑎1𝑠!
· 𝜕𝑘1𝐹 (𝑢)

𝜕𝑢𝑎111 𝜕𝑢𝑎122 · · · 𝜕𝑢𝑎1𝑠𝑠
·
(︁
𝑢
(1)
1

)︁𝑎11 (︁
𝑢
(1)
2

)︁𝑎12
· · ·
(︁
𝑢(1)𝑠

)︁𝑎1𝑠
×

×
∑︁
𝑘2

𝑘2!

𝑎21!𝑎22! · · · 𝑎2𝑠!
· 𝜕𝑘2𝐹 (𝑢)

𝜕𝑢𝑎211 𝜕𝑢𝑎222 · · · 𝜕𝑢𝑎2𝑠𝑠
·
(︁
𝑢
(2)
1

)︁𝑎21 (︁
𝑢
(2)
2

)︁𝑎22
· · ·
(︁
𝑢(2)𝑠

)︁𝑎2𝑠
×

× · · · ×
∑︁
𝑘𝑛

𝑘𝑛!

𝑎𝑛1!𝑎𝑛2! · · · 𝑎𝑛𝑠!
· 𝜕𝑘𝑛𝐹 (𝑢)

𝜕𝑢𝑎𝑛1
1 𝜕𝑢𝑎𝑛2

2 · · · 𝜕𝑢𝑎𝑛𝑠
𝑠

·
(︁
𝑢
(𝑛)
1

)︁𝑎𝑛1
(︁
𝑢
(𝑛)
2

)︁𝑎𝑛2

· · ·
(︁
𝑢(𝑛)𝑠

)︁𝑎𝑛𝑠

.

Далее, положив 𝑝𝑗 = 𝑎1𝑗 + 𝑎2𝑗 + ...+ 𝑎𝑛𝑗 , 𝑝1 + 𝑝2 + ...+ 𝑝𝑠 = 𝑘, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠, имеем

𝐹 (𝑛)
𝑥 =

∑︁
𝑛

∑︁
𝑘1

∑︁
𝑘2

· · ·
∑︁
𝑘𝑛

𝑛!𝑘1!𝑘2! · · · 𝑘𝑛!
𝑘1!𝑘2! · · · 𝑘𝑛! (1!)𝑘1(2!)𝑘2 · · · (𝑛!)𝑘𝑛𝑎11!𝑎12! · · · 𝑎1𝑠! · · · 𝑎𝑛1!𝑎𝑛2! · · · 𝑎𝑛𝑠!

×

× 𝜕𝑘𝐹 (𝑢)

𝜕𝑢𝑝11 𝜕𝑢
𝑝2
2 · · · 𝜕𝑢𝑝𝑠𝑠

(︁
𝑢
(1)
1

)︁𝑎11 (︁
𝑢
(1)
2

)︁𝑎12
· · ·
(︁
𝑢(1)𝑠

)︁𝑎1𝑠
· · ·
(︁
𝑢
(𝑛)
1

)︁𝑎𝑛1
(︁
𝑢
(𝑛)
2

)︁𝑎𝑛2

· · ·
(︁
𝑢(𝑛)𝑠

)︁𝑎𝑛𝑠

=

=
∑︁
𝑛

∑︁
𝑘1

∑︁
𝑘2

...
∑︁
𝑘𝑛

𝑛!
𝑛∏︀
𝑖=1

(𝑖!)𝑘𝑖 ·
𝑛∏︀
𝑖=1

𝑠∏︀
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗 !

· 𝜕𝑘𝐹 (𝑢)

𝜕𝑢𝑝11 𝜕𝑢𝑝22 ... 𝜕𝑢𝑝𝑠𝑠
×

×
𝑛∏︁
𝑖=1

(︁
𝑢
(𝑖)
1

)︁𝑎𝑖1 (︁
𝑢
(𝑖)
2

)︁𝑎𝑖2
...
(︁
𝑢(𝑖)𝑠

)︁𝑎𝑖𝑠
,

что и требовалось доказать. 2
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Пример 9.
𝐹 (𝑢1(𝑥), 𝑢2(𝑥)) = 𝑒𝑢1(𝑥)𝑢2(𝑥). Найти 𝐹 (3).

𝐹 (3)(𝑢1, 𝑢2) =
∑︁
3

∑︁
𝑘1

∑︁
𝑘2

∑︁
𝑘3

6
3∏︀
𝑖=1

(𝑖!)𝑘𝑖 ·
3∏︀
𝑖=1

2∏︀
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗 !

· 𝜕𝑘𝐹

𝜕𝑢𝑝11 𝜕𝑢𝑝22

3∏︁
𝑖=1

(︁
𝑢
(𝑖)
1

)︁𝑎𝑖1 (︁
𝑢
(𝑖)
2

)︁𝑎𝑖2
,

∑︁
3

: 𝑘1 + 2𝑘2 + 3𝑘3 = 3,
∑︁
𝑘1

: 𝑎11 + 𝑎12 = 𝑘1,
∑︁
𝑘2

: 𝑎21 + 𝑎22 = 𝑘2,
∑︁
𝑘3

: 𝑎31 + 𝑎32 = 𝑘3,

𝑝1 = 𝑎11 + 𝑎21 + 𝑎31, 𝑝2 = 𝑎12 + 𝑎22 + 𝑎32, 𝑝1 + 𝑝2 = 𝑘 = 𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3.

Подставляя значения параметров, получаем:

𝐹 (3)(𝑢1, 𝑢2) = 𝑒𝑢1𝑢2 · [𝑢32
(︁
𝑢
(1)
2

)︁3
+ 3

(︀
2𝑢2 + 𝑢1𝑢

2
2

)︀ (︁
𝑢
(1)
1

)︁2
𝑢
(1)
2 + 3

(︀
2𝑢1 + 𝑢21𝑢2

)︀
𝑢
(1)
1

(︁
𝑢
(1)
2

)︁2
+

+𝑢31

(︁
𝑢
(1)
2

)︁3
+ 3𝑢22 𝑢

(1)
1 𝑢

(2)
1 + 3(1 + 𝑢1𝑢2)(𝑢

(1)
1 𝑢

(2)
2 + 𝑢

(2)
1 𝑢

(1)
2 ) + 𝑢2𝑢

(3)
1 + 𝑢1𝑢

(3)
2 ].

5. Заключение

Заметим, что формула Фаа Ди Бруно, ее модификации и обобщения очень полезны при
изучении дифференциального исчисления функций в математическом анализе, а также при
формировании комбинаторного мышления.
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