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Аннотация

Рассматривается регрессионная постановка задачи оценивания функции математиче-
ского ожидания некоторого почти наверное непрерывного случайного процесса, когда за-
шумленные значения независимых копий случайного процесса наблюдаются в некоторых
известных наборах точек (вообще говоря, случайных), при этом количество наблюдений
для каждой из копий случайно и совокупность этих величин по всем сериям не обязатель-
но состоит из независимых и одинаково распределенных компонент. Данная постановка
включает в себя два наиболее популярных в научной литературе варианта разреженных
данных, когда либо количества наблюдений в сериях представляют собой независимые
одинаково распределенные случайные величины, либо количества наблюдений в каждой
серии неслучайны и равномерно ограничены по всем сериям.

В работе предложены новые оценки ядерного типа для функции математического ожи-
дания случайного процесса. Доказана равномерная состоятельность новых ядерных оце-
нок при весьма слабых и универсальных ограничениях касательно стохастической приро-
ды временных точек наблюдений: требуется лишь, чтобы вся совокупность этих точек с
высокой вероятностью образовывала бы измельчающееся разбиение области определения
исходного случайного процесса.
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Abstract

We consider a regression statement of the problem of estimating the mean function of some
almost sure continuous random process, when noisy values of independent copies of this random
process are observed in some known sets of time points (generally speaking, random). Moreover,
the size of observations for each of the copies is random, and the total collection of the time points
for all series does not necessarily consist of independent and identically distributed random
variables. This setting includes two of the most popular sparse data variants in the scientific
literature, in which ever the sizes of observations in the series are independent identically
distributed random variables, or the sizes of observations in each series are nonrandom and
uniformly bounded over all series.

The paper proposes new kernel-type estimators for the mean function of a random process.
The uniform consistency of the new kernel estimators is proved under very weak and universal
restrictions regarding the stochastic nature of observed time points: it is only required that the
entire set of these points with a high probability would form a refining partition of the original
random process domain.
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1. Введение

Пусть даны наблюдения {𝑋𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, . . . 𝑛, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚𝑖}, которые представимы в виде

𝑋𝑖𝑗 = 𝑓𝑖(𝑍𝑖𝑗) + 𝜀𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚𝑖, (1)

где 𝑓1(𝑡), . . . , 𝑓𝑛(𝑡) — независимые ненаблюдаемые копии некоторого почти наверное непре-
рывного случайного процесса 𝑓(𝑡), определенного на конечном интервале 𝒯 (без ограниче-
ния общности будем считать, что 𝒯 = [0, 1]), случайные величины {𝜀𝑖𝑗} — ненаблюдаемые
погрешности, величины {𝑍𝑖𝑗} известны и могут быть как детерминированными, так и слу-
чайными. Таким образом, в каждой серии 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 мы наблюдаем зашумленные значения
{𝑋𝑖𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚𝑖} случайной функции 𝑓𝑖(𝑡) в наборе ее аргументов {𝑍𝑖𝑗 , 𝑗 = 1, . . . ,𝑚𝑖},
которые нередко называют временными точками. Задача состоит в том, чтобы по парам на-
блюдений {(𝑍𝑖𝑗 , 𝑋𝑖𝑗), 𝑖 = 1, . . . 𝑛, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚𝑖} оценить функцию среднего 𝜇(𝑡) = E𝑓(𝑡).

Оценивание функции среднего (наряду с функцией ковариации) случайного процесса по
выборочным данным со структурой (1) является одной из важнейших задач в так называемом
функциональном анализе данных (см., например, [3], [6], [8], [17]) и многие недавние работы
были посвящены решению этой задачи. Неполный список таких работ, связанных с мето-
дами ядерного сглаживания, включает [2], [5]–[10], [18], [20], [21]–[27]. Оценки для функции
среднего могут представлять как самостоятельный интерес, так и играть важную вспомога-
тельную роль в том или ином последующем анализе (см., например, [4], [6], [8], [9], [17], [19],
[25]). В задаче оценивания функции среднего чаще всего исследуется один из трех вариан-
тов асимптотических свойств оценок: равномерная состоятельность ([6], [9], [22], [25], [27]),
𝐿2-состоятельность ([5], [25]), асимптотическая нормальность ([7], [21], [23], [25]). Вопросы
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интервального оценивания рассматриваются, например, в [7], [18], [26]. Исключительная важ-
ность свойства равномерной состоятельности оценок (в контексте рассматриваемой задачи)
отмечается, например, в [9] и [22].

Данные в модели (1) нередко подразделяют на те или иные типы в зависимости от количе-
ства наблюдений для той иной реализации случайного процесса. Так, данные могут быть
в некотором смысле плотными, или разреженными (в английской терминологии — dense
и sparse, соответственно), или смешанными. Хотя не существует строгого разделения типов
функциональных данных (см., например, [19], [25]), тем не менее, данные принято относить
к разреженным (неплотным) в одном из двух случаях: либо когда неслучайное количество
наблюдений в каждой серии равномерно ограничено, т.е. max1≤𝑖≤𝑛𝑚𝑖 ≤ 𝑐 и константа 𝑐 не
зависит от 𝑛 ([5], [9], [27]), либо когда 𝑚𝑖 случайны и являются независимыми копиями неко-
торой целочисленной случайной величины ([21], [22], [26]). К плотным данным относят ситу-
ацию, когда min1≤𝑖≤𝑛𝑚𝑖 ≥ 𝑚(𝑛) → ∞ при 𝑛 → ∞ ([9], [18], [23], [27]). Стоит отметить, что в
литературе основное внимание уделяется именно этим двум указанным типам данных. Иные
данные, в том числе смешанного типа, когда для одних реализаций процесса данные могут
быть плотными, а для других — разреженными, рассматривались, например, в [9] и [25].

Подходы к оцениванию, используемые в случае плотных или разреженных данных, как
правило, различны (см., например, [17], [19]). В случае плотных данных для построения оцен-
ки функции среднего естественно предварительно оценить каждую случайную функцию по
наблюдениям соответствующей серии, а затем провести усреднение по всем сериям (см., на-
пример, [1], [5], [11], [23]). Для разреженных данных такой способ построения оценки не будет
работать в силу недостаточности информации, относящейся к каждой реализации случайного
процесса, и зачастую наблюдения предварительно каким-либо образом объединяют для за-
имствования информации друг у друга (см., например, [5], [22], [25]). Имеется точка зрения
(см., например, [19]), что оценивание для разреженных данных нередко требует больших уси-
лий, нежели для плотных. Некоторые унифицированные подходы, которые годятся как для
плотных, так и для разреженных функциональных данных, предложены в [9] и [25].

Как и в классических задачах регрессии, модели (1) со случайными или детерминиро-
ванными временными точками {𝑍𝑖𝑗} принято рассматривать отдельно. В первом случае, как
правило, предполагается, что случайные величины {𝑍𝑖𝑗} являются независимыми и одинаково
распределенными (см., например, [2], [5], [7], [9], [21]–[27]). Некоторые авторы подчеркивают
(см., например, [5]), что их результаты можно перенести и на слабо зависимые величины.

В данной работе при близких к минимальным условиях на временные точки построены
равномерно состоятельные оценки ядерного типа для функции среднего в условиях разре-
женных данных. Относительно количества данных 𝑚𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, в сериях наблюдений мы
будем предполагать, что это положительные целочисленные случайные величины, не зави-
сящие от 𝑛, не обязательно независимые или одинаково распределенные. Так что указанное
условие включает оба вышеупомянутые предположения, используемых в литературе в слу-
чае разреженных данных: либо {𝑚𝑖} случайны и являются независимыми копиями целочис-
ленной случайной величины, либо неслучайны и равномерно ограничены. Отметим, что во
всех известных нам работах указанные два случая разреженных данных рассматриваются
отдельно. В отличие от известных ранее результатов, новые оценки универсальны в смысле
их нечувствительности к стохастической природе временных точек, которые могут быть как
фиксированными, так и случайными, и при этом не обязательно состоящими из независимых
или слабо зависимых случайных величин. В наших условиях зависимость временных точек
может быть существенно более сильной (в сравнении с известными ранее условиями), когда не
выполнены те или иные предельные теоремы или моментные неравенства, с использованием
которых обычно исследуются ядерные оценки в непараметрической регрессии. Относитель-
но временных точек требуется лишь, чтобы вся их совокупность (по всем сериям) с высокой
вероятностью образовывала бы измельчающееся разбиение области определения случайного
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процесса. Подчеркнем, что предлагаемые условия равномерной состоятельности оценок одно-
временно включают в себя как ситуацию фиксированных, так и случайных временных точек.

Ранее подобная идея об общих универсальных относительно стохастической природы и
близких к минимальными условиях на регрессоры была реализована в [1] и [11] в классиче-
ской постановке задачи непараметрической регрессии. В частности, для оценивания (восста-
новления) регрессионной функции в этих работах относительно набора регрессоров требуется
лишь, чтобы этот набор с высокой вероятностью образовывал измельчающееся разбиение обла-
сти определения регрессионной функции. Указанное условие по сути является необходимым
для восстановления регрессионной функции с той или иной точностью. Полезно заметить,
что равномерную состоятельность новых оценок, предложенных в [1] и [11] (и относящихся к
локально–постоянным и локально–линейным ядерным оценкам), удалось доказать лишь при
указанном минимальном ограничении на регрессоры во многом благодаря специальной струк-
туре этих оценок, содержащей конструкции интегральных сумм Римана (это обстоятельство
позволяет асимптотические свойства оценок исследовать за счет близости интегральных сумм
и соответствующих интегралов, а не предельных теорем). В данной работе мы используем идеи
и результаты из [11]. Отметим также, что близкие условия на регрессоры использовались в [12]
и [28] в задачах непараметрической регрессии, а в [29], [30], [13]–[16] — в нелинейной регрессии.

2. Основные результаты

Прежде чем перейти к построению оценки для функции среднего 𝜇(𝑡), приведем ряд усло-
вий на параметры модели (1), которые мы будем использовать в тех или иных сочетаниях, а
также условия на ядро сглаживания 𝐾, участвующее в оценивании.

(A1) Пары наблюдений {(𝑍𝑖𝑗 , 𝑋𝑖𝑗)} представимы в виде (1), где 𝑓1(·), . . ., 𝑓𝑛(·) — неиз-
вестные независимые одинаково распределенные с вероятностью 1 непрерывные случайные
процессы, заданные на [0, 1]; временные точки {𝑍𝑖𝑗 ; 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚𝑖} представляют
собой набор наблюдаемых случайных величин со значениями в [0, 1], имеющих, вообще гово-
ря, неизвестные распределения, не обязательно независимых или одинаково распределенных;
положительные целочисленные случайные величины {𝑚𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛} не обязательно неза-
висимые или одинаково распределенные. Случайные величины {𝑍𝑖𝑗} могут зависеть от 𝑛.

(A2) Случайные величины {𝑚𝑖} не зависят от {𝑓𝑖(𝑡)} и {𝑍𝑖𝑗}, а также не зависят от 𝑛.
(A′

2) При некотором 𝛼 > 3 выполнено

max
𝑖≤𝑛

E𝑚𝛼
𝑖 ≤ 𝜆𝛼 <∞,

где константа 𝜆𝛼 может быть неизвестна и не зависит от 𝑛.
(A′′

2) Выполнено равенство 𝑚1 = . . . = 𝑚𝑛 и при некотором 𝛼 > 0 имеет место ограни-
чение E𝑚𝛼

1 <∞.
(A′′′

2 ) Величины {𝑚𝑖} неслучайны и равномерно ограничены:

max
𝑖≤𝑛

𝑚𝑖 ≤ 𝑐 <∞,

где константа 𝑐 не зависит от 𝑛.
(A3) Ненаблюдаемые случайные погрешности {𝜀𝑖𝑗 ; 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚𝑖} при всех

𝑖, 𝑗, а также (𝑖1, 𝑗1) ̸= (𝑖2, 𝑗2), с вероятностью 1 удовлетворяют условиям

Eℱ𝜀𝑖𝑗 = 0, max
𝑖,𝑗

Eℱ𝜀
2
𝑖𝑗 ⩽ 𝜎2𝜀 , Eℱ𝜀𝑖1𝑗1𝜀𝑖2𝑗2 = 0,

где константа 𝜎2𝜀 > 0 может быть неизвестной и не зависящей от 𝑛, символ Eℱ обозначает
условное математическое ожидание при фиксации 𝜎-алгебры ℱ , порожденной случайными
величинами {𝑍𝑖𝑗 ; 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚𝑖} и {𝑚𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛}.
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(A4) Случайные функции {𝑓𝑖(𝑡)} не зависят от {𝑍𝑖𝑗}, при этом

sup
𝑡∈[0,1]

D𝑓1(𝑡) ≤ 𝜎2𝑓 <∞.

(A5) Ядерная функция 𝐾(𝑡), 𝑡 ∈ R, является плотностью симметричного распределения
с носителем на [−1, 1], т.е. 𝐾(𝑡) ⩾ 0, 𝐾(𝑡) = 𝐾(−𝑡) при всех 𝑡 ∈ [−1, 1] и

∫︀ 1
−1𝐾(𝑡)𝑑𝑡 = 1.

Предполагается, что функция 𝐾(𝑡) определена на R, удовлетворяет условию Липшица с
константой 1 ≤ 𝐿 <∞ и 𝐾(±1) = 0.

В дальнейшем нам понадобится обозначение 𝐾ℎ(𝑡) = ℎ−1𝐾(ℎ−1𝑡). Понятно, что 𝐾ℎ(𝑡)
— плотность распределения на [−ℎ, ℎ]. Считаем, что всюду в дальнейшем пределы, если не
оговорено иное, берутся при 𝑛 → ∞. Через 𝑂𝑝(𝜂𝑛) будем обозначать некоторую случайную
величину 𝜁𝑛 такую, что для каждого положительного 𝑥 выполнено

lim supP(|𝜁𝑛|/𝜂𝑛 > 𝑥) ⩽ 𝛽(𝑥),

где {𝜂𝑛} – положительные (возможно, случайные) величины, а функция 𝛽(𝑥) не зависит от
𝑛 и lim𝑥→∞ 𝛽(𝑥) = 0. Введем также обозначение для модуля непрерывности 𝜔𝜇(𝛿) функции
𝜇(𝑡) = E𝑓1(𝑡):

𝜔𝜇(𝛿) = sup
𝑥,𝑦: |𝑥−𝑦|⩽𝛿

|𝜇(𝑥)− 𝜇(𝑦)|.

Перейдем к построению оценки для функции 𝜇(𝑡). Положим 𝑁 = 𝑚1 + . . . + 𝑚𝑛 и по
выборке {𝑍𝑖𝑗 ; 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚𝑖} образуем вариационный ряд, элементы которого
обозначим через 𝑍𝑁 :1 ≤ . . . ≤ 𝑍𝑁 :𝑁 . Положим 𝑍𝑁 :0 = 0, 𝑍𝑁 :𝑁+1 = 1. Пусть 𝑁 = 𝑙𝑟+𝑠, где 𝑙, 𝑟
и 𝑠 — целые, 𝑟 неслучайно, а случайные величины 𝑙 и 𝑠 таковы, что 1 ≤ 𝑠 < 𝑟 почти наверное
(т.е. 𝑠 — это остаток от деления 𝑁 на 𝑙). Считаем, что 𝑟 ≡ 𝑟(𝑛) → ∞ и 𝑟 = 𝑜(𝑛), так что
𝑙 = 𝑙(𝑛) ⩾ 𝑛/𝑟−1 также должно неограниченно возрастать c ростом 𝑛. Определим следующие
величины:

Δ𝑍𝑁𝑙 = 𝑍𝑁 :𝑁+1 − 𝑍𝑁 :𝑟(𝑙−1), Δ𝑍𝑁𝑘 = 𝑍𝑁 :𝑟𝑘 − 𝑍𝑁 :𝑟(𝑘−1), 𝑘 = 1, . . . , 𝑙 − 1. (2)

Таким образом, отрезок [0, 1] мы разбили на 𝑙 попарно несовместных отрезков c длинами
Δ𝑍𝑁1, . . . ,Δ𝑍𝑁𝑙, каждый из которых (за исключением последнего отрезка) содержит по 𝑟
точек, а последний отрезок длины Δ𝑍𝑁𝑙 содержит 𝑟 + 𝑠 < 2𝑟 точек. Нам также потребуются
следующие обозначения:

𝐻1 = {(𝑖, 𝑗) : 𝑍𝑖𝑗 ∈ [𝑍𝑁 :0, 𝑍𝑁 :𝑟]},
𝐻𝑘 = {(𝑖, 𝑗) : 𝑍𝑖𝑗 ∈ (𝑍𝑁 :𝑟(𝑘−1), 𝑍𝑁 :𝑟𝑘]}, 𝑘 = 2, . . . , 𝑙.

Отметим, что множества 𝐻𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑙− 1, содержат ровно по 𝑟 пар индексов, а множество
𝐻𝑙 содержит 𝑟 + 𝑠 < 2𝑟 пар индексов. При 𝑘 = 1, . . . , 𝑙 − 1 положим

𝑋𝑘 = 𝑟−1
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝐻𝑘

𝑋𝑖𝑗 , 𝑓𝑘 = 𝑟−1
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝐻𝑘

𝑓𝑖(𝑍𝑖𝑗), 𝜀𝑘 = 𝑟−1
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝐻𝑘

𝜀𝑖𝑗 (3)

и определим величины

𝑋 𝑙 = (𝑟 + 𝑠)−1
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝐻𝑙

𝑋𝑖𝑗 , 𝑓 𝑙 = (𝑟 + 𝑠)−1
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝐻𝑙

𝑓𝑖(𝑍𝑖𝑗), 𝜀𝑙 = (𝑟 + 𝑠)−1
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝐻𝑙

𝜀𝑖𝑗 . (4)

Далее, преобразуем уравнение (1) следующим образом:

𝑋𝑘 = 𝑓𝑘 + 𝜀𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑙.
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В силу условий (𝐴1), (𝐴4), определения множеств 𝐻𝑘, закона больших чисел, а также усло-
вия (𝐴2) или (𝐴′′′

2 ), можно ожидать, что при любом 𝑘 = 1, . . . , 𝑙 выполнено 𝑓𝑘 ≈ 𝜇(𝑡), где
𝑡 ∈ [𝑍𝑁 :𝑟(𝑘−1), 𝑍𝑁 :𝑟𝑘]. Положим для определенности 𝑡 = 𝑍𝑁 :𝑟𝑘. Иными словами,

𝑋𝑘 ≈ 𝜇
(︀
𝑍𝑁 :𝑟𝑘

)︀
+ 𝜀𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑙.

Мы предлагаем оценить функцию среднего 𝜇(𝑡) в такой модели непараметрической регрессии
с помощью метода ядерного сглаживания из [1]. В итоге оценку для 𝜇(𝑡) определим равенством

̂︀𝜇(𝑡) =
∑︁𝑙

𝑘=1
𝑋𝑘𝐾ℎ(𝑡− 𝑍𝑁 :𝑟𝑘)Δ𝑍𝑁𝑘∑︁𝑙

𝑘=1
𝐾ℎ(𝑡− 𝑍𝑁 :𝑟𝑘)Δ𝑍𝑁𝑘

. (5)

Основное предположение на временные точки, гарантирующее существование равномерно
состоятельной оценки для функции среднего в классе введенных оценок, состоит в следующем.

(A6) Имеет место предельное соотношение

𝛿𝑙 = max
1≤𝑘⩽𝑙

Δ𝑍𝑁𝑘
𝑝→ 0 при 𝑛→ ∞.

Замечание 3. Другими словами, условие (𝐴6) означает, что набор точек {𝑍𝑖𝑗} с высо-
кой вероятностью образует измельчающееся разбиение отрезка [0, 1]. Если {𝑍𝑖𝑗} независи-
мы и одинаково распределены, а отрезок [0, 1] является носителем распределения, то усло-
вие (𝐴6) выполнено. В частности, в случае существования отделенной от нуля на [0, 1]
плотности распределения 𝑍11 и неслучайном 𝑙, с вероятностью 1 справедливо соотноше-
ние 𝛿𝑙 = 𝑂 (log 𝑙/𝑙). Если последовательность бесконечномерных векторов {𝑚𝑖, 𝑍𝑖1, 𝑍𝑖2, . . .},
𝑖 = 1, 2, . . ., удовлетворяет условию 𝛼-перемешивания, причем для любого фиксированного 𝑖
все конечномерные распределения последовательности {𝑍𝑖𝑗 ; 𝑗 ⩾ 1} имеют строго положи-
тельные плотности, а сама эта последовательность не зависит от 𝑚𝑖, то условие (𝐴6)
также будет выполнено. Но выполнение условия (𝐴6) вполне возможно и для других ти-
пов зависимости, которая может быть более сильной, нежели классические условия слабой
зависимости (например, когда не выполнены предельные теоремы типа законов больших чи-
сел). Соответствующие примеры и обсуждения такого рода условий можно найти в [1],
[11], [12] и [28].

Основной результат работы состоит в следующем.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (𝐴1)–(𝐴5). Тогда для любого фиксированного
ℎ ∈ (0, 1/2) с вероятностью 1

sup
𝑡∈[0,1]

|̂︀𝜇(𝑡)− 𝜇(𝑡)| ⩽ 𝜔𝜇(ℎ) + 𝜔𝜇(𝛿𝑙) + 𝜁𝑙,𝑟,ℎ + 𝜂𝑙,𝑟 (6)

и случайные величины 𝜁𝑙,𝑟,ℎ и 𝜂𝑙,𝑟 таковы, что

P
(︀
𝜁𝑙,𝑟,ℎ > 𝑦, 𝛿𝑙 ⩽ ℎ/(8𝐿)

)︀
⩽ 𝐶𝜎2𝜀𝐿

2𝑦−2ℎ−2𝑟−1E𝛿𝑙,

P(𝜂𝑙,𝑟 > 𝑦) ⩽ 2𝜎2𝑓𝑀
3𝑛𝑟−2𝑦−2 + P

(︁
max
𝑖=1,...,𝑛

𝑚𝑖 > 𝑀
)︁
,

где 𝐶 — абсолютная положительная постоянная, а 𝑀 — произвольная положительная кон-
станта. Если дополнительно при некотором 𝛼 > 0 и всех 𝑖 ≤ 𝑛 выполнено E𝑚𝛼

𝑖 <∞, то

P(𝜂𝑙,𝑟 > 𝑦) ⩽ 2(2𝜎2𝑓 )
𝛼

3+𝛼𝜆
3

3+𝛼
𝛼,𝑛 𝑛

𝛼
3+𝛼 (𝑟𝑦)−

2𝛼
3+𝛼 , где 𝜆𝛼,𝑛 = E

(︀
max
𝑖≤𝑛

𝑚𝛼
𝑖

)︀
.
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Замечание 4. Отметим, что 𝛿𝑙 ⩽ 1, а потому при выполнении условия (𝐴6) имеет
место предельное соотношение E𝛿𝑙 → 0. Кроме того, справедливо соотношение

𝜁𝑙,𝑟,ℎ = 𝑂𝑝

(︁
ℎ−1

(︀
𝑟−1E𝛿𝑙)

)︀1/2)︁
+𝑂

(︀
ℎ−1E𝛿𝑙

)︀
. (7)

Далее, если выполнено (𝐴′
2), то в силу очевидной оценки max𝑖=1,...𝑛𝑚

𝛼
𝑖 ≤

∑︀𝑛
𝑖=1𝑚

𝛼
𝑖 получаем,

что 𝜆𝛼,𝑛 ≤ 𝑛𝜆𝛼, а потому

P(𝜂𝑙,𝑟 > 𝑦) ⩽ 2(2𝜎2𝑓 )
𝛼

3+𝛼𝜆
3

3+𝛼
𝛼 𝑛(𝑟𝑦)−

2𝛼
3+𝛼 .

Если выполнено (𝐴′′
2) или (𝐴′′′

2 ), то соответственно

P(𝜂𝑙,𝑟 > 𝑦) ⩽ 2(2𝜎2𝑓 )
𝛼

3+𝛼
(︀
E𝑚𝛼

1

)︀ 3
3+𝛼𝑛

𝛼
3+𝛼 (𝑟𝑦)−

2𝛼
3+𝛼 , P(𝜂𝑙,𝑟 > 𝑦) ⩽ 2𝜎2𝑓𝑐

3𝑛𝑟−2𝑦−2.

Таким образом, если выполнено (𝐴′
2), то 𝜂𝑙,𝑟 = 𝑂𝑝

(︀
𝑛(3+𝛼)/(2𝛼)𝑟−1

)︀
, а если справедливо одно из

двух условий (𝐴′′
2) или (𝐴′′′

2 ), то 𝜂𝑙,𝑟 = 𝑂𝑝 (
√
𝑛/𝑟).

Из теоремы 1 и замечания 4 получаем следующие утверждения.

Следствие 1. Пусть выполнены условия (𝐴1)–(𝐴6), (𝐴
′
2) и

ℎ→ 0, ℎ−2𝑟−1E𝛿𝑙 → 0, P(𝛿𝑙 > ℎ/(8𝐿)) → 0, 𝑛(3+𝛼)/(2𝛼)𝑟−1 → 0. (8)

Тогда
sup
𝑡∈[0,1]

|̂︀𝜇(𝑡)− 𝜇(𝑡)| 𝑝→ 0. (9)

Следствие 2. Пусть выполнены условия (𝐴1)–(𝐴6) и (𝐴′′
2), а также справедливы первые

три соотношения в (8) и
√
𝑛/𝑟 → 0. Тогда имеет место сходимость (9).

Следствие 3. Пусть выполнены условия (𝐴1), (𝐴3)–(𝐴6), (𝐴
′′′
2 ), справедливы первые три

соотношения в (8) и
√
𝑛/𝑟 → 0. Тогда имеет место сходимость (9).

Замечание 5. В условиях следствия 1 количество точек 𝑟 = 𝑟(𝑛) → ∞ нужно выбирать
таким образом, чтобы (среди прочих) выполнялось соотношение 𝑛(3+𝛼)/(2𝛼)𝑟−1 → 0. Отме-
тим, что в рамках следствия 1 мы имеем (3 + 𝛼)/(2𝛼) < 1 при 𝛼 > 3. В условиях след-
ствий 2 или 3 количество точек 𝑟 = 𝑟(𝑛) → ∞ нужно выбирать так, чтобы

√
𝑛/𝑟 → 0. По-

нятно, что при этом c учетом условия 𝑟 = 𝑜(𝑛) количество (возможно, случайное) отрезков
𝑙 = 𝑙(𝑛) ⩾ 𝑁/𝑟 − 1 ⩾ 𝑛/𝑟 − 1 также должно неограниченно возрастать при 𝑛→ ∞.

Пример 5. Пусть 𝑟 = 𝑛1/2+𝜀 при некотором 𝜀 > 0 и E𝛿𝑙 = 𝑂(𝑟/𝑛). Последнее условие вы-
полнено, например, если вся совокупность временных точек образует равномерную решетку
на [0, 1], или если набор {𝑍𝑖𝑗} состоит из независимых и одинаково распределенных случайных
величин с отделенной от нуля плотностью на [0, 1]. Предположим, что функция 𝜇(𝑡) удовлетво-
ряет условию Гёльдера, т.е. 𝜔𝜇(ℎ) ≤ 𝐶ℎ𝛾 при всех ℎ > 0 и некоторых фиксированных 𝛾 ∈ (0, 1]

и 𝐶 > 0. В этом случае величина ℎ = 𝑛
− 1

2(𝛾+1) уравнивает по ℎ порядок малости слагаемого
𝜔𝜇(ℎ) и первой компоненты слагаемого 𝜁𝑙,𝑟,ℎ (см. формулу (7)) в правой части соотношения (6),

зависящих от размера окна ℎ. В сделанных предположениях E𝛿𝑙/ℎ = 𝑂
(︁
𝑛

𝛾−2𝜀(1+𝛾)
2(𝛾+1)

)︁
, так что

третье условие в (8) выполнено при 0 < 𝜀 < 𝛾/(2 + 2𝛾). При этом для выполнения четвертого
условия в (8) нужно, чтобы 𝛼 > 3/(2𝜀).
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3. Доказательства

Для вывода утверждения теоремы 1 нам потребуются следующие обозначения:

𝜈𝑙,𝑟,ℎ(𝑡) =
(︀ 𝑙∑︁
𝑘=1

𝐾ℎ(𝑡− 𝑍𝑁 :𝑟𝑘)Δ𝑍𝑁𝑘
)︀−1

𝑙∑︁
𝑘=1

𝐾ℎ(𝑡− 𝑍𝑁 :𝑟𝑘)Δ𝑍𝑁𝑘𝜀𝑘,

𝜙𝑙,ℎ(𝑡) =

(︃
𝑙∑︁

𝑘=1

𝐾ℎ(𝑡− 𝑍𝑁 :𝑟𝑘)Δ𝑍𝑁𝑘

)︃−1 𝑙∑︁
𝑘=1

(︀
𝜇(𝑍𝑁 :𝑟𝑘)− 𝜇(𝑡)

)︀
𝐾ℎ(𝑡− 𝑍𝑁 :𝑟𝑘)Δ𝑍𝑁𝑘, (10)

𝜏𝑙,ℎ(𝑡) =

(︃
𝑙∑︁

𝑘=1

𝐾ℎ(𝑡− 𝑍𝑁 :𝑟𝑘)Δ𝑍𝑁𝑘

)︃−1 𝑙∑︁
𝑘=1

(︀
𝑓𝑘 − 𝜇(𝑍𝑁 :𝑟𝑘)

)︀
𝐾ℎ(𝑡− 𝑍𝑁 :𝑟𝑘)Δ𝑍𝑁𝑘.

Подчеркнем, что ввиду свойств плотности 𝐾ℎ(·) область суммирования во введенных вели-
чинах совпадает с множеством {𝑘 : |𝑡−𝑍𝑁 :𝑟𝑘| ⩽ ℎ, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑙}, что является принципиальным
моментом для дальнейшего анализа. Имеем

̂︀𝜇1(𝑡) = 𝜇(𝑡) + 𝜙𝑙,ℎ(𝑡) + 𝜏𝑙,ℎ(𝑡) + 𝜈𝑙,𝑟,ℎ(𝑡). (11)

Лемма 1. Для любых 𝑦 > 0 и ℎ < 1/2 на подмножестве элементарных событий, опре-
деляемых соотношением 𝛿𝑙 ≤ ℎ/(8𝐿), имеет место следующая оценка:

Pℱ

(︃
sup
𝑡∈[0,1]

|𝜈𝑙,𝑟,ℎ(𝑡)| > 𝑦

)︃
⩽ 𝐶𝜎2𝜀𝐿

2𝑟−1𝛿𝑙ℎ
−2𝑦−2,

где 𝐶 — абсолютная положительная константа.

Доказательство. Для любых 𝑘 ≤ 𝑙 и 𝑢, 𝑣 ≤ 𝑙, 𝑢 ̸= 𝑣, с вероятностью 1 выполнено

Eℱ𝜀𝑘 = 0, sup
𝑘≤𝑙

Eℱ𝜀
2
𝑘 ⩽ 𝑟−1𝜎2𝜀 , Eℱ𝜀𝑢𝜀𝑣 = 0.

Здесь мы учли, что 1/(𝑟 + 𝑠) ≤ 1/𝑟. Таким образом, доказательство этого утверждения с
очевидными изменениями повторяет вывод леммы 6 из [1]. □

Лемма 2. В условиях теоремы 1 имеют место оценки

sup
𝑡∈[0,1]

⃒⃒
𝜙𝑙,ℎ(𝑡)

⃒⃒
⩽ 𝜔𝜇(ℎ), sup

𝑡∈[0,1]

⃒⃒
𝜏𝑙,ℎ(𝑡)

⃒⃒
⩽ 𝜔𝜇(𝛿𝑙) + 𝜂𝑙,𝑟,

где P(𝜂𝑙,𝑟 > 𝑦) ⩽ 2𝜎2𝑓𝑛𝑀
3𝑟−2𝑦−2 + P

(︁
max
𝑖=1,...,𝑛

𝑚𝑖 > 𝑀
)︁
.

Доказательство. Первое утверждение леммы очевидно. Для вывода второго соотношения
заметим прежде всего, что ввиду (10) выполнено

sup
𝑡∈[0,1]

|𝜏𝑙,ℎ(𝑡)| ≤ max
1≤𝑘≤𝑙

|𝑓𝑘 − 𝜇(𝑍𝑁 :𝑟𝑘)|.

Пусть символы Dℱ , C𝑜𝑣ℱ и Pℱ обозначают соответственно условную дисперсию, условную
ковариацию и условную вероятность при фиксации 𝜎-алгебры ℱ , порожденной случайными
величинами из наборов {𝑍𝑖𝑗 ; 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚𝑖} и {𝑚𝑖; 𝑖 = 1, . . . , 𝑛}. В силу определе-
ний (3), (4) и равенства Eℱ𝑓1(𝑍𝑖𝑗) = 𝜇(𝑍𝑖𝑗) имеем

𝑓𝑘 − 𝜇(𝑍𝑁 :𝑟𝑘) = 𝜌1𝑘 + 𝜌2𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑙,
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где

𝜌1𝑘 = 𝑟−1
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝐻𝑘

(︀
𝑓𝑖(𝑍𝑖𝑗)− Eℱ𝑓1(𝑍𝑖𝑗)

)︀
, 𝜌2𝑘 = 𝑟−1

∑︁
(𝑖,𝑗)∈𝐻𝑘

𝜇(𝑍𝑖𝑗)− 𝜇(𝑍𝑁 :𝑟𝑘), 𝑘 ≤ 𝑙 − 1,

𝜌1𝑙 = (𝑟 + 𝑠)−1
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝐻𝑙

(︀
𝑓𝑖(𝑍𝑖𝑗)− Eℱ𝑓1(𝑍𝑖𝑗)

)︀
, 𝜌2𝑙 = (𝑟 + 𝑠)−1

∑︁
(𝑖,𝑗)∈𝐻𝑙

𝜇(𝑍𝑖𝑗)− 𝜇(𝑍𝑁 :𝑟𝑙).

С учетом определения множеств 𝐻𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑙, и условия (𝐴6) получаем, что

max
1≤𝑘≤𝑙

|𝜌2𝑘| ≤ max
1≤𝑘≤𝑙

𝜔𝜇
(︀
Δ𝑍𝑁𝑘

)︀
≤ 𝜔𝜇(𝛿𝑙), 𝑘 = 1, . . . , 𝑙.

Введем событие 𝐴𝑛 =
⋂︀𝑛
𝑖=1{𝑚𝑖 < 𝑀} при некотором 𝑀 > 0. Имеем

P
(︀
𝐴𝑛
)︀
= P

(︃
𝑛⋃︁
𝑖=1

{𝑚𝑖 ≥𝑀}

)︃
= P

(︂
max
𝑖=1,...,𝑛

𝑚𝑖 ≥𝑀

)︂
.

Далее, поскольку
∑︀𝑛

𝑖=1𝑚𝑖 = 𝑟𝑙 + 𝑠, то на множестве 𝐴𝑛 выполнено 𝑙 < 𝑛𝑀/𝑟

P
(︂
max
1≤𝑘≤𝑙

|𝜌1𝑘| > 𝑦, 𝐴𝑛

)︂
≤ P

(︂
max

1≤𝑘<𝑛𝑀/𝑟
|𝜌1𝑘| > 𝑦, 𝐴𝑛

)︂
≤

≤ 𝑛𝑀𝑟−1 max
1≤𝑘<𝑛𝑀/𝑟

EPℱ
(︀⃒⃒̃︀𝜌1𝑘 ⃒⃒ > 𝑦

)︀
≤ 𝑛𝑀𝑦−2𝑟−1 max

1≤𝑘<𝑛𝑀/𝑟
EDℱ ̃︀𝜌1𝑘,

где ̃︀𝜌1𝑘 = 𝜌1𝑘𝐼(𝐴𝑛) и 𝐼(·) — индикатор события.
Далее, справедливо представление

𝑟2Dℱ ̃︀𝜌1𝑘 = 𝐼(𝐴𝑛)
∑︁

(𝑖,𝑗)∈𝐻𝑘

Dℱ𝑓1(𝑍𝑖𝑗) + 𝐼(𝐴𝑛)
∑︁

(𝑖,𝑗)̸=(𝑖1,𝑗1)∈𝐻𝑘

C𝑜𝑣ℱ {𝑓𝑖(𝑍𝑖𝑗), 𝑓𝑖1(𝑍𝑖1𝑗1)} . (12)

C учетом условия (𝐴4) для любых 𝑗, 𝑗1 ⩽ 𝑚𝑖 имеем

Dℱ𝑓1(𝑍𝑖𝑗) ≤ 𝜎2𝑓 , C𝑜𝑣ℱ {𝑓𝑖(𝑍𝑖𝑗), 𝑓𝑖1(𝑍𝑖1𝑗1)} ≤ 𝜎2𝑓 .

Кроме того, если 𝑖 ̸= 𝑖1 во второй сумме в (12), то соответствующие ковариации равны нулю.
Если же 𝑖 = 𝑖1, то количество пар индексов (𝑖, 𝑗) и (𝑖, 𝑗1) в двойной сумме в (12) при выпол-
нении события 𝐴𝑛 будет меньше, чем 𝑚2

𝑖 ⩽𝑀2. Если же произойдет дополнительное событие
𝐴𝑛, то все члены в (12) обратятся в ноль. Следовательно, с вероятностью 1

𝑟2Dℱ ̃︀𝜌1𝑘 ≤ 𝑟𝜎2𝑓 + 𝑟𝑀2𝜎2𝑓 , Dℱ ̃︀𝜌1𝑘 ≤ 2𝑟−1𝑀2𝜎2𝑓 .

Аналогично, для 𝑘 = 𝑙 ⩽ [𝑛𝑀/𝑟] при выполнении события 𝐴𝑛 имеем

(𝑟 + 𝑠)2Dℱ ̃︀𝜌1𝑙 = ∑︁
(𝑖,𝑗)∈𝐻𝑙

Dℱ𝑓1(𝑍𝑖𝑗) +
∑︁

(𝑖,𝑗)̸=(𝑖1,𝑗1)∈𝐻𝑙

C𝑜𝑣ℱ {𝑓𝑖(𝑍𝑖𝑗), 𝑓𝑖1(𝑍𝑖1𝑗1)} ,

(𝑟 + 𝑠)2Dℱ ̃︀𝜌1𝑘 ≤ 2(𝑟 + 𝑠)𝜎2𝑓 + (𝑟 + 𝑠)𝑀2𝜎2𝑓 , Dℱ ̃︀𝜌1𝑘 ≤ 2𝑟−1𝑀2𝜎2𝑓 .

Таким образом,

P
(︂
max
1≤𝑘≤𝑙

|𝜌1𝑘| > 𝑦, 𝐴𝑛

)︂
≤ 2𝜎2𝑓𝑛𝑀

3𝑟−2𝑦−2,

а потому

P
(︂
max
1≤𝑘≤𝑙

|𝜌1𝑘| > 𝑦

)︂
≤ 2𝜎2𝑓𝑛𝑀

3𝑟−2𝑦−2 + P
(︁

max
𝑖=1,...,𝑛

𝑚𝑖 > 𝑀
)︁
.
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Для завершения доказательства леммы 2 остается положить 𝜂𝑙,𝑟 = max
1≤𝑘≤𝑙

|𝜌1𝑘|. □

Завершим доказательство теоремы 1. Положим 𝜁𝑙,𝑟,ℎ = sup𝑡∈[0,1] |𝜈𝑙,𝑟,ℎ(𝑡)| и заметим, что

P
(︀
𝜁𝑙,𝑟,ℎ > 𝑦, 𝛿𝑙 ⩽ ℎ/(8𝐿)

)︀
= E𝐼

(︀
𝛿𝑙 ⩽ ℎ/(8𝐿)

)︀
Pℱ
(︀
𝜁𝑙,𝑟,ℎ > 𝑦

)︀
.

Первое утверждение теоремы следует теперь из тождества (11) и лемм 1, 2.
В силу оценки 𝑚𝛼

1 ≤ max𝑖≤𝑛𝑚
𝛼
𝑖 ≤

∑︀𝑛
𝑖 𝑚

𝛼
𝑖 предположение о том, что при некотором 𝛼

и всех 𝑖 ≤ 𝑛 выполнено E𝑚𝛼
𝑖 < ∞, эквивалентно соотношению 𝜆𝛼,𝑛 ≡ E

(︀
max𝑖≤𝑛𝑚

𝛼
𝑖

)︀
< ∞.

Поэтому с учетом неравенства Маркова

P (𝜂𝑙,𝑟 > 𝑦) ≤ 2𝜎2𝑓𝑛𝑀
3𝑟−2𝑦−2 + 𝜆𝛼,𝑛 𝑀

−𝛼.

Приравнивая теперь оба слагаемых в правой части этого соотношения, находим оптимальный

уровень «срезки», равный 𝑀 =
(︀
𝑟2𝑦2𝜆𝛼,𝑛/(2𝜎

2
𝑓𝑛)
)︀1/(3+𝛼)

. В итоге

P (𝜂𝑙,𝑟 > 𝑦) ≤ 2(2𝜎2𝑓 )
𝛼

3+𝛼𝜆
3

3+𝛼
𝛼,𝑛 𝑛

𝛼
3+𝛼 (𝑟𝑦)−

2𝛼
3+𝛼 .

Теорема 1 доказана.

4. Заключение

В работе предложены новые оценки ядерного типа для функции математического ожида-
ния непрерывного случайного процесса в случае разреженных данных. Доказана равномерная
состоятельность оценок при более слабых ограничениях относительно корреляции временных
точек, чем были известны ранее. В отличие от известных ранее результатов, не предполага-
ется, что набор временных точек состоит из независимых или слабо зависимых случайных
величин. Относительно временных точек требуется лишь, чтобы совокупность этих точек из
всех серий с высокой вероятностью образовывала измельчающееся разбиение области опре-
деления случайного процесса. Предлагаемые ограничения на временные точки универсальны
относительно стохастической природы этих точек, поскольку наши ограничения включают и
случай детерминированных временных точек наблюдения.

В работе используются также достаточно общие ограничения на количество временных
точек в каждой серии. В отличие от известных ранее результатов, предлагаемые условия
равномерной состоятельности оценок универсальны и относительно стохастической природы
количества наблюдений в каждой серии и включают в себя в качестве частных случаев как
ситуацию независимых и одинаково распределенных целочисленных величин, так и случай
детерминированных равномерно ограниченных величин — два наиболее популярных варианта
в исследованиях предшественников.
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