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1. Введение

Обозначим через 𝑞 = 𝑞(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) минимальное значение произведения 𝑚1, . . . ,𝑚𝑠,
где 𝑚1, . . . ,𝑚𝑠 — произвольное нетривиальное решение сравнения

𝑎1𝑚1 + . . .+ 𝑎𝑠𝑚𝑠 ≡ 0 (mod 𝑝). (1)

Рассмотрим гиперболическую дзета–функцию решетки решений этого линейного сравнения

𝜁𝐻(Λ(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠; 𝑝)|𝛼) =
∞∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−∞

𝛿𝑝(𝑎1𝑚1 + . . .+ 𝑎𝑠𝑚𝑠)

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
(𝛼 > 1). (2)

2The study was carried out within the framework of state task No. 073-03-2022-117/7 on the topic “Number-
theoretic methods in approximate analysis and their applications in mechanics and physics” .



Об оценке погрешности квадратурных формул с оптимальными . . . 347

Введем обозначения

𝑇
(𝛼)
𝑟,𝑡 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) =

∑︁′

𝑟⩽𝑚1...𝑚𝑠<𝑡

𝛿𝑝(𝑎1𝑚1 + . . .+ 𝑎𝑠𝑚𝑠)

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
, (3)

тогда справедливо равенство

𝜁𝐻(Λ(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠; 𝑝)|𝛼) = 𝑇 (𝛼)
𝑞,𝑝 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) + 𝑇 (𝛼)

𝑝,∞(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠). (4)

Лемма 1. Если для всякого нетривиального решения сравнения (1) выполняется
неравенство 𝑚1 . . .𝑚𝑠 ⩾ 𝑞, то при любых целых 𝜆, 𝜆𝜈 , и
𝑛𝜈 ⩾ 1 (𝜈 = 1, 2, . . . , 𝑠) справедлива оценка

𝜆1+𝑛1∑︁
𝑘1=𝜆1+1

. . .

𝜆𝑠+𝑛𝑠∑︁
𝑘𝑠=𝜆𝑠+1

𝛿𝑝(𝑎1𝑘1 + . . .+ 𝑎𝑠𝑘𝑠 + 𝜆) ⩽

⩽

⎧⎨⎩ 1 при 𝑛1 . . . 𝑛𝑠 ⩽ 𝑞,
4𝑛1 . . . 𝑛𝑠

𝑞
при 𝑛1 . . . 𝑛𝑠 > 𝑞.

(5)

Доказательство. См. [2] стр. 123.

Лемма 2. При любых действительных 𝛼 > 1 и 𝑡 ⩾ 1 справедлива оценка

∑︁
𝑚1...𝑚𝑠⩾𝑡

1

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
⩽ 𝛼

(︂
𝛼

𝛼− 1

)︂𝑠 (1 + ln 𝑡)𝑠−1

𝑡𝛼−1
, (6)

где суммирование распространено на все системы целых положительных чисел 𝑚1, . . . ,𝑚𝑠,
для которых произведение 𝑚1 . . .𝑚𝑠 больше или равно 𝑡.

Доказательство. См. [2] стр. 125.

Лемма 3. Пусть для любого фиксированного 𝜀 > 0 неотрицательная функция 𝜙 удовле-
творяет условию ∑︁

|𝑘1|⩽𝑛1,...,|𝑘𝑠|⩽𝑛𝑠

𝜙(𝑘1, . . . , 𝑘𝑠) = 𝑂((𝑛1 . . . 𝑛𝑠)
1+𝜀).

Тогда при всяком 𝛼 > 1 справедлива оценка

∞∑︁
𝑚1,...,𝑚𝑠=−∞

𝜙(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠)

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
⩽

⩽ 𝛼𝑠
∞∑︁

𝑚1,...,𝑚𝑠=1

1

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼+1

∑︁
|𝑘1|⩽𝑚1,...,|𝑘𝑠|⩽𝑚𝑠

𝜙(𝑘1, . . . , 𝑘𝑠).

Доказательство. См. [2] стр. 87.

Лемма 4. Справедливо неравенство

𝑠

𝑝𝛼
< 𝑇 (𝛼)

𝑝,∞(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) ⩽ 4𝛼

(︂
3𝛼2

𝛼− 1

)︂𝑠
(1 + ln 𝑝)𝑠−1

𝑞𝑝𝛼−1
.
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Доказательство. См. [1].
При 𝑝 > 2 · 3𝑠 + 1 определим величину 𝑝* из условий

𝑁𝑠(𝑝
*) <

𝑝− 1

2
⩽ 𝑁𝑠(𝑝

* + 1),

где 𝑁𝑠(𝑡) — количество ненулевых наборов (𝑚1, . . . ,𝑚𝑠), удовлетворяющих неравенству

𝑚1 . . .𝑚𝑠 ⩽ 𝑡. Так как 𝑁𝑠(1) = 3𝑠 и 𝑁𝑠(𝑡) ⩽ 𝑡(3 + 2 ln 𝑡)𝑠−1, то 𝑝* = 𝑂
(︁

𝑝
(ln 𝑝)𝑠−1

)︁
и

𝑝* > 𝑝
2(3+2 ln 𝑝)𝑠−1 .

Лемма 5. Пусть 𝑝 > 2 · 3𝑠 + 1 – простое, тогда среди 𝑃 = (𝑝 − 1)𝑠 различных наборов
(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) c (1 ⩽ 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 ⩽ 𝑝 − 1) имеется не менее 𝑃/2 + 1 таких, что справедливо
неравенство

𝑞 = 𝑞(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) ⩾ 𝑝*. (7)

Доказательство. См. [1].

Лемма 6. Пусть 𝑝𝑠 = (𝑝, . . . , 𝑝) ∈ Z𝑠 и 𝑟 ⩽ 𝑡, тогда справедливо неравенство

𝑇
(1)
𝑟,𝑡 (𝑝𝑠) ⩽ 2𝑠(5 + 2 ln 𝑡)𝑠−1

(︂
2 + ln

(︂
𝑡

𝑟

)︂)︂
. (8)

Доказательство. См. [1].

Лемма 7. Для любого простого 𝑝 > 2 · 3𝑠 + 1 среди 𝑃 = (𝑝 − 1)𝑠 различных наборов
(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) c (1 ⩽ 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 ⩽ 𝑝 − 1) имеется не менее 𝑃/4 + 1 таких, что при 𝛼 > 1
справедлива оценка

𝜁𝐻(Λ(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠; 𝑝)|𝛼) ⩽
16𝑠

(︁
2 + ln

(︁
𝑝
𝑝*

)︁)︁
(5 + 2 ln 𝑝)𝑠−1

𝑝𝑞𝛼−1
+ 4𝛼

(︂
3𝛼2

𝛼− 1

)︂𝑠
(1 + ln 𝑝)𝑠−1

𝑞𝑝𝛼−1
. (9)

Доказательство. См. [1].

Теорема 1. Для любого простого 𝑝 > 2 · 3𝑠 + 1 среди 𝑃 = (𝑝 − 1)𝑠 различных наборов
(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) c (1 ⩽ 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 ⩽ 𝑝−1) имеется не менее 𝑃/4+1 таких, что 𝑞 = 𝑞(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) ⩾ 𝑝*

и при 𝛼 > 1, 𝑁 = 𝑝 для 𝑓 ∈ 𝐸𝛼
𝑠 (𝐶) погрешность квадратурной формулы∫︁ 1

0
. . .

∫︁ 1

0
𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠)𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑠 =

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑓

(︂{︂
𝑎1𝑘

𝑝

}︂
, . . . ,

{︂
𝑎𝑠𝑘

𝑝

}︂)︂
−𝑅𝑁 [𝑓 ]

удовлетворяет неравенству

|𝑅𝑁 [𝑓 ]| ⩽ 𝐶
𝐶(𝛼, 𝑠)(2 + 2𝑠 ln ln 𝑝)(5 + 2 ln 𝑝)𝑠−1

𝑝𝑞𝛼−1
,

где константа 𝐶(𝛼, 𝑠) > 0 зависит только от 𝛼, 𝑠.

Доказательство. См. [1].
В работе [1] было указано: "Заметим, что для всех наборов (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠), удовлетворяющих

условию теоремы, для которых 𝑞 ≪ 𝑝/ ln ln 𝑝, оценка теоремы 1 лучше известной оценки (см.
[2] стр. 126)

|𝑅𝑁 [𝑓 ]| ⩽ 4𝐶𝛼

(︂
3𝛼2

𝛼− 1

)︂𝑠
(1 + ln 𝑞)𝑠−1

𝑞𝛼
.

Но вопрос о существовании наборов даже с 𝑞 ≫ 𝑝 ln1−𝑠+𝜀 𝑝 для любого 𝜀 > 0 остается откры-
тым."
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2. Об последней оценке Коробова

В книге [3] Н. М. Коробов на странице 141 написал: "Наконец, с помощью соображений,
использованных при доказательстве теоремы 19 (с. 96), можно получить наиболее сильную
оценку:

|𝑅𝑁 [𝑓 ]| ≪ ln𝑠−1 𝑝

𝑝𝑞𝛼−1
.

"

Нашей ближайшей целью будет доказательство этой оценки.

Анализируя доказательство леммы 7, мы приходим к выводу, что необходимо усилить оцен-
ку 𝑇 (𝛼)

𝑞,𝑝 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠), что мы и сделаем с помощью соображений указанных в книге Н. М. Коро-
бова.

Лемма 8. Пусть 𝑝𝑠 = (𝑝, . . . , 𝑝) ∈ Z𝑠 и 1 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑡, тогда при 𝛼 > 1 справедливо неравен-
ство

𝑇
(𝛼)
𝑟,𝑡 (𝑝𝑠) ⩽

𝑠

𝑟𝛼−1

(︂(︂
3 +

2

𝛼− 1

)︂𝑠

+ 2(3 + 2 ln 𝑟)𝑠−1

)︂
. (10)

Доказательство. Из определения следует, что 𝑇 (𝛼)
𝑟,𝑡 (𝑝𝑠) можно записать в виде

𝑇
(𝛼)
𝑟,𝑡 (𝑝𝑠) =

∑︁′

𝑟⩽𝑚1...𝑚𝑠<𝑡

1

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
=

𝑠∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘
𝑠 2

𝑘
∑︁

𝑟⩽𝑚1...𝑚𝑘<𝑡

1

(𝑚1 . . .𝑚𝑘)𝛼
=

𝑠∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘
𝑠 2

𝑘𝜎
(𝛼)
𝑘 (𝑟, 𝑡),

(11)
где

𝜎
(𝛼)
𝑘 (𝑟, 𝑡) =

∑︁
𝑟⩽𝑚1...𝑚𝑘<𝑡

1

(𝑚1 . . .𝑚𝑘)𝛼

и суммирование проводится только по натуральным 𝑚1, . . . ,𝑚𝑘.

При 𝑘 = 1 получим

𝜎
(𝛼)
1 (𝑟, 𝑡) =

∑︁
𝑟⩽𝑚<𝑡

1

𝑚𝛼
=

1

𝑟𝛼
+

∑︁
𝑟+1⩽𝑚<𝑡

1

𝑚𝛼
.

Далее заметим, что:

1

𝛼− 1

(︂
1

(𝑟 + 1)𝛼−1
− 1

𝑡𝛼−1

)︂
=

∫︁ 𝑡

𝑟+1

1

𝑥𝛼
𝑑𝑥 ⩽

[𝑡]∑︁
𝑚=𝑟+1

1

𝑚𝛼
⩽
∫︁ [𝑡]

𝑟

1

𝑥𝛼
𝑑𝑥 =

=
1

𝛼− 1

(︂
1

𝑟𝛼−1
− 1

[𝑡]𝛼−1

)︂
⩽

1

𝛼− 1

(︂
1

𝑟𝛼−1
− 1

𝑡𝛼−1

)︂
.

Отсюда следует, что

𝜎
(𝛼)
1 (𝑟, 𝑡) ⩽

1

𝑟𝛼
+

1

𝛼− 1

1

𝑟𝛼−1
⩽

1

𝑟𝛼−1

(︂
1 +

1

𝛼− 1

)︂
.
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Для 𝑘 = 2 имеем:

𝜎
(𝛼)
2 (𝑟, 𝑡) =

∑︁
1⩽𝑚1<𝑟

1

(𝑚1)𝛼

∑︁
𝑟

𝑚1
⩽𝑚2<

𝑡
𝑚1

1

𝑚𝛼
2

+
∑︁

𝑟⩽𝑚1<𝑡

1

(𝑚1)𝛼

∑︁
1⩽𝑚2<

𝑡
𝑚1

1

𝑚𝛼
2

⩽

⩽
∑︁

1⩽𝑚1<𝑟

1

(𝑚1)𝛼

(︂
1 +

1

𝛼− 1

)︂(︂
(𝑚1)

𝛼−1

𝑟𝛼−1

)︂
+

∑︁
𝑟⩽𝑚1<𝑡

1

(𝑚1)𝛼

(︂
1 +

1

𝛼− 1

)︂
=

=

(︂
1 +

1

𝛼− 1

)︂
1

𝑟𝛼−1

∑︁
1⩽𝑚1<𝑟

1

𝑚1
+

(︂
1 +

1

𝛼− 1

)︂
𝜎
(𝛼)
1 (𝑟, 𝑡) ⩽

⩽
1

𝑟𝛼−1

(︃(︂
1 +

1

𝛼− 1

)︂
(ln 𝑟 + 1) +

(︂
1 +

1

𝛼− 1

)︂2
)︃

При 𝑘 > 2 имеем:

𝜎
(𝛼)
𝑘 (𝑟, 𝑡) =

∑︁
1⩽𝑚1...𝑚𝑘−1<𝑟

1

(𝑚1 . . .𝑚𝑘−1)𝛼

∑︁
𝑟

𝑚1...𝑚𝑘−1
⩽𝑚𝑘<

𝑡
𝑚1...𝑚𝑘−1

1

𝑚𝛼
𝑘

+

+
∑︁

𝑟⩽𝑚1...𝑚𝑘−1<𝑡

1

(𝑚1 . . .𝑚𝑘−1)𝛼

∑︁
1⩽𝑚𝑘<

𝑡
𝑚1...𝑚𝑘−1

1

𝑚𝛼
𝑘

⩽

⩽
∑︁

1⩽𝑚1...𝑚𝑘−1<𝑟

1

(𝑚1 . . .𝑚𝑘−1)𝛼

(︂
1 +

1

𝛼− 1

)︂(︂
(𝑚1 . . .𝑚𝑘−1)

𝛼−1

𝑟𝛼−1

)︂
+

+
∑︁

𝑟⩽𝑚1...𝑚𝑘−1<𝑡

1

(𝑚1 . . .𝑚𝑘−1)𝛼

(︂
1 +

1

𝛼− 1

)︂
=

(︂
1 +

1

𝛼− 1

)︂
·

·

⎛⎝ 1

𝑟𝛼−1

∑︁
1⩽𝑚1...𝑚𝑘−1<𝑟

1

𝑚1 . . .𝑚𝑘−1
+ 𝜎

(𝛼)
𝑘−1(𝑟, 𝑡)

⎞⎠ ⩽

(︂
1 +

1

𝛼− 1

)︂(︂
(1 + ln 𝑟)𝑘−1

𝑟𝛼−1
+ 𝜎

(𝛼)
𝑘−1(𝑟, 𝑡)

)︂
⩽

⩽

(︂
1 +

1

𝛼− 1

)︂(︂
(1 + ln 𝑟)𝑘−1

𝑟𝛼−1
+

(︂
1 +

1

𝛼− 1

)︂(︂
(1 + ln 𝑟)𝑘−2

𝑟𝛼−1
+ 𝜎

(𝛼)
𝑘−2(𝑟, 𝑡)

)︂)︂
⩽ . . . ⩽

⩽
1

𝑟𝛼−1

𝑘−1∑︁
𝜈=1

(︂
1 +

1

𝛼− 1

)︂𝜈

(1 + ln 𝑟)𝑘−𝜈 +

(︂
1 +

1

𝛼− 1

)︂𝑘−1

𝜎
(𝛼)
1 (𝑟, 𝑡) ⩽

⩽
1

𝑟𝛼−1

𝑘∑︁
𝜈=1

(︂
1 +

1

𝛼− 1

)︂𝜈

(1 + ln 𝑟)𝑘−𝜈 .

Подставляя эти оценки в выражение для 𝑇 (𝛼)
𝑟,𝑡 (𝑝𝑠), получим:

𝑇
(𝛼)
𝑟,𝑡 (𝑝𝑠) ⩽

𝑠∑︁
𝑘=1

𝐶𝑘
𝑠 2

𝑘 1

𝑟𝛼−1

𝑘∑︁
𝜈=1

(︂
1 +

1

𝛼− 1

)︂𝜈

(1 + ln 𝑟)𝑘−𝜈 ⩽

⩽
1

𝑟𝛼−1

𝑠∑︁
𝑘=1

𝑘𝐶𝑘
𝑠 2

𝑘

(︃(︂
1 +

1

𝛼− 1

)︂𝑘

+ (1 + ln 𝑟)𝑘−1

)︃
⩽

⩽
𝑠

𝑟𝛼−1

(︂(︂
3 +

2

𝛼− 1

)︂𝑠

+ 2(3 + 2 ln 𝑟)𝑠−1

)︂
.

2



Об оценке погрешности квадратурных формул с оптимальными . . . 351

Лемма 9. Для любого 𝜀 > 0, 𝜀 < 𝛼− 1 и любого простого 𝑝 > 2 · 3𝑠 +1 среди 𝑃 = (𝑝− 1)𝑠

различных наборов (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) c (1 ⩽ 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 ⩽ 𝑝−1) имеется не менее 𝑃/4+1 таких, что
при 𝛼 > 1 справедлива оценка

𝑇 (𝛼)
𝑞,𝑝 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) ⩽

8𝑠
(︀(︀
3 + 2

𝜀

)︀𝑠
+ 2(3 + 2 ln 𝑝*)𝑠−1

)︀
𝑝𝑞𝛼−1

(︂
𝑞

𝑝*

)︂𝜀

.

Доказательство. Пусть существует 𝑃1 ⩾ 𝑃/2 + 1 наборов (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) таких, что

𝑞 = 𝑞(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) ⩾ 𝑝*. Перенумеруем их в порядке возрастания величины 𝑇
(1+𝜀)
𝑝*,𝑝 (⃗𝑎):

𝑇
(1+𝜀)
𝑝*,𝑝 (⃗𝑎1) ⩽ 𝑇

(1+𝜀)
𝑝*,𝑝 (⃗𝑎2) ⩽ . . . ⩽ 𝑇

(1+𝜀)
𝑝*,𝑝 (⃗𝑎𝑃1),

нумерацию оставшихся 𝑃 − 𝑃1 наборов продолжим произвольным способом.
Тогда, очевидно,

𝑇
(1+𝜀)
𝑝*,𝑝 (⃗𝑎𝑃/4+1) ⩽

4

4𝑃1 − 𝑃

𝑃1∑︁
𝜈=(𝑃+4)/4

𝑇
(1+𝜀)
𝑝*,𝑝 (⃗𝑎𝜈) ⩽

4

𝑃

𝑃∑︁
𝜈=1

𝑇
(1+𝜀)
𝑝*,𝑝 (⃗𝑎𝜈) =

=
4

𝑃

∑︁′

𝑝*⩽𝑚1...𝑚𝑠<𝑝

𝑃∑︁
𝜈=1

𝛿𝑝(𝑚1𝑎𝜈 1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝜈 𝑠)

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)1+𝜀
⩽

⩽
4

𝑃

∑︁
𝑝*⩽𝑚1...𝑚𝑠<𝑝

(𝑝− 1)𝑠−1

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)1+𝜀
=

4

𝑝− 1
𝑇
(1+𝜀)
𝑝*,𝑝 (𝑝𝑠) ⩽

⩽
8𝑠

𝑝(𝑝*)𝜀

(︂(︂
3 +

2

𝜀

)︂𝑠

+ 2(3 + 2 ln 𝑝*)𝑠−1

)︂
.

Следовательно,

𝑇
(1+𝜀)
𝑝*,𝑝 (⃗𝑎1) ⩽ . . . ⩽ 𝑇

(1+𝜀)
𝑝*,𝑝 (⃗𝑎𝑃/4+1) ⩽

8𝑠

𝑝(𝑝*)𝜀

(︂(︂
3 +

2

𝜀

)︂𝑠

+ 2(3 + 2 ln 𝑝*)𝑠−1

)︂
.

Отсюда для 𝜈 = 1, . . . , 𝑃/4 + 1 получаем:

𝑇 (𝛼)
𝑞,𝑝 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) ⩽

1

𝑞𝛼−1−𝜀
𝑇
(1+𝜀)
𝑝*,𝑝 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) ⩽

⩽
8𝑠
(︀(︀
3 + 2

𝜀

)︀𝑠
+ 2(3 + 2 ln 𝑝*)𝑠−1

)︀
𝑝𝑞𝛼−1−𝜀(𝑝*)𝜀

=
8𝑠
(︀(︀
3 + 2

𝜀

)︀𝑠
+ 2(3 + 2 ln 𝑝*)𝑠−1

)︀
𝑝𝑞𝛼−1

(︂
𝑞

𝑝*

)︂𝜀

(12)

что и доказывает утверждение леммы. 2

Лемма 10. Для любого простого 𝑝 > 2 · 3𝑠 + 2 среди 𝑃 = (𝑝 − 1)𝑠 различных наборов
(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) c (1 ⩽ 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 ⩽ 𝑝− 1) имеется не менее 𝑃/4 + 1 таких, что при 𝛼 > 1 + 1

ln ln 𝑝
справедлива оценка

𝜁𝐻(Λ(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠; 𝑝)|𝛼) ⩽
8𝑠 · 𝑒𝑠

(︀
(3 + 2 ln ln 𝑝)𝑠 + 2(3 + 2 ln 𝑝)𝑠−1

)︀
𝑝𝑞𝛼−1

+ 4𝛼

(︂
3𝛼2

𝛼− 1

)︂𝑠
(1 + ln 𝑝)𝑠−1

𝑞𝑝𝛼−1
.

(13)
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Доказательство. Выберем в лемме 9 𝜀 = 1
ln ln 𝑝 . Получим

𝑇 (𝛼)
𝑞,𝑝 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) ⩽

8𝑠
(︀
(3 + 2 ln ln 𝑝)𝑠 + 2(3 + 2 ln 𝑝*)𝑠−1

)︀
𝑝𝑞𝛼−1

(︂
𝑞

𝑝*

)︂ 1
ln ln 𝑝

.

Так как 𝑝
2(3+2 ln 𝑝)𝑠−1 < 𝑝* < 𝑝, 𝑝* < 𝑞 < 𝑝, то 1 < 𝑞

𝑝* < 2(3 + 2 ln 𝑝)𝑠−1,(︂
𝑞

𝑝*

)︂ 1
ln ln 𝑝

< 𝑒
ln 2+(𝑠−1) ln(3+2 ln 𝑝)

ln ln 𝑝 < 𝑒
ln 2+(𝑠−1)(ln 3+ln ln 𝑝)

ln ln 𝑝 < 𝑒𝑠.

Отсюда следует, что

𝑇 (𝛼)
𝑞,𝑝 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) ⩽

8𝑠 · 𝑒𝑠
(︀
(3 + 2 ln ln 𝑝)𝑠 + 2(3 + 2 ln 𝑝)𝑠−1

)︀
𝑝𝑞𝛼−1

.

Применяя равенство (4) и лемму 4, получим утверждение леммы:

𝜁𝐻(Λ(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠; 𝑝)|𝛼) ⩽
8𝑠 · 𝑒𝑠

(︀
(3 + 2 ln ln 𝑝)𝑠 + 2(3 + 2 ln 𝑝)𝑠−1

)︀
𝑝𝑞𝛼−1

+ 4𝛼

(︂
3𝛼2

𝛼− 1

)︂𝑠
(1 + ln 𝑝)𝑠−1

𝑞𝑝𝛼−1
.

2

Теорема 2. Для любого простого 𝑝 > 2 · 3𝑠 + 2 среди 𝑃 = (𝑝 − 1)𝑠 различных наборов
(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) c (1 ⩽ 𝑎1, . . . , 𝑎𝑠 ⩽ 𝑝−1) имеется не менее 𝑃/4+1 таких, что 𝑞 = 𝑞(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) ⩾ 𝑝*

и при 𝛼 > 1 + 1
ln ln 𝑝 , 𝑁 = 𝑝 для 𝑓 ∈ 𝐸𝛼

𝑠 (𝐶) погрешность квадратурной формулы∫︁ 1

0
. . .

∫︁ 1

0
𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠)𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑠 =

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑓

(︂{︂
𝑎1𝑘

𝑝

}︂
, . . . ,

{︂
𝑎𝑠𝑘

𝑝

}︂)︂
−𝑅𝑁 [𝑓 ]

удовлетворяет неравенству

|𝑅𝑁 [𝑓 ]| ⩽ 𝐶

(︃
8𝑠 · 𝑒𝑠

(︀
(3 + 2 ln ln 𝑝)𝑠 + 2(3 + 2 ln 𝑝)𝑠−1

)︀
𝑝𝑞𝛼−1

+ 4𝛼

(︂
3𝛼2

𝛼− 1

)︂𝑠
(1 + ln 𝑝)𝑠−1

𝑞𝑝𝛼−1

)︃
.

Доказательство. Доказательство дословно повторяет доказательство теоремы 1 из ра-
боты [1] с заменой леммы 7 на лемму 10. 2

3. Заключение

Доказанная оценка по порядку точнее оценки Бахвалова—Коробова. Сравнение её с оцен-
ками типа оценки В. А. Быковского будет темой наших дальнейших исследований.
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