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Аннотация

В теории гиперболической дзета-функции решёток значительную роль играет теорема
Бахвалова, в которой величина дзета-функции решётки решений линейного сравнения
оценивается через гиперболический параметр решётки.

В монографии Н. М. Коробова 1963 года эта теорема доказывается методом, отличным
от первоначальной работы Н. С. Бахвалова. В этом методе центральную роль играет лемма
о количестве решений линейного сравнения в прямоугольной области.

В 2002 году В. А. Быковский получил принципиально новые оценки снизу и сверху,
которые совпадали по порядку.

В работе даются новые оценки количества точек решетки решений линейного сравне-
ния в прямоугольных областях. Это позволяет доказать усиленную теорему Бахвалова—
Коробова—Быковского об оценки гиперболической дзета-функции решётки решений ли-
нейного сравнения.

Отличия теоремы о количестве точек решетки решений линейного сравнения в прямо-
угольных областях от соответствующей леммы Коробова состоит в том, что вместо оценки
через отношение объёма прямоугольной области к гиперболическому параметру даётся мо-
дифицированная оценка Быковского через минимальные решения линейного сравнения.

Использование теоремы о количестве точек решетки решений линейного сравнения в
прямоугольных областях дополняется обобщённой леммой Коробова об оценки остаточно-
го ряда и рядом других модификаций в доказательстве теоремы Бахвалова—-Коробова,
что и позволило доказать усиленную теорему Бахвалова—Коробова—Быковского об оцен-
ки гиперболической дзета-функции решётки решений линейного сравнения.

Ключевые слова: параллелепипедальная сетка, квадратурные формулы, метод опти-
мальных коэффициентов, количественная мера качества сетки.
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Abstract

In the theory of the hyperbolic zeta function of lattices, a significant role is played by
the Bakhvalov theorem, in which the magnitude of the zeta function of the lattice of linear
comparison solutions is estimated through the hyperbolic lattice parameter.

In N. M. Korobov’s 1963 monograph, this theorem is proved by a method different from the
original work of N. S. Bakhvalov. In this method, the central role is played by the lemma about
the number of linear comparison solutions in a rectangular area.

In 2002, V. A. Bykovsky obtained fundamentally new estimates from below and from above,
which coincided in order.

The paper gives new estimates of the number of lattice points of linear comparison solutions
in rectangular regions. This allows us to prove the strengthened Bakhvalov—Korobov—Bykovsky
theorem on the estimate of the hyperbolic zeta function of the lattice of linear comparison
solutions.

The difference between the theorem on the number of lattice points of solutions to linear
comparison in rectangular areas and the corresponding Korobov lemma is that instead of an
estimate through the ratio of the volume of a rectangular area to the hyperbolic parameter, a
modified Bykovsky estimate is given through minimal solutions to linear comparison.

The use of the theorem on the number of lattice points of solutions to linear comparison
in rectangular domains is supplemented by the generalized Korobov lemma on estimates of the
residual series and a number of other modifications in the proof of the Bakhvalov—Korobov

2The study was carried out within the framework of state task No. 073-03-2022-117/7 on the topic “Number-
theoretic methods in approximate analysis and their applications in mechanics and physics” .
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theorem, which made it possible to prove the strengthened Bakhvalov—Korobov—Bykovsky
theorem on estimates hyperbolic zeta function of the lattice of linear comparison solutions.

Keywords: parallelepipedal grid, quadrature formulas, method of optimal coefficients,
quantitative measure of grid quality
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1. Введение

В 1959 году профессор Н. М. Коробов предложил новый класс теоретико-числовых сеток
— параллелепипедальные сетки:

𝑀𝑘 =

(︂{︂
𝑎1𝑘

𝑁

}︂
, . . . ,

{︂
𝑎𝑠𝑘

𝑁

}︂)︂
(𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁),

где (𝑎𝑗 , 𝑁) = 1 (𝑗 = 1, . . . , 𝑠), и соответствующие квадратурные формулы с равными весами
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, . . . ,
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}︂)︂
−𝑅𝑁 [𝑓 ],

где 𝑅𝑁 [𝑓 ] – погрешность квадратурной формулы.
На классе 𝐸𝛼

𝑠 периодических функций с быстро сходящимися рядами Фурье были получе-
ны наилучшие результаты

|𝑅𝑁 [𝑓 ]| << ln𝛼(𝑠−1)𝑁

𝑁𝛼
(Н. С. Бахвалов [2], Н. М. Коробов [17]).

Эти оценки получены на основе изучения гиперболической дзета-функции 𝜁𝐻(Λ(⃗𝑎,𝑁)|𝛼)
(𝛼 > 1) решётки и

𝜁𝐻(Λ(⃗𝑎,𝑁)|𝛼) =
∑︁′

𝑚⃗∈Λ(𝑎⃗,𝑁)

1

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
=
∑︁′

𝑚⃗∈Z

𝛿𝑁 (𝑚1𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠)

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
, (1)

где
∑︀′ означает, что из области суммирования исключен набор 𝑚⃗ = 0⃗, а символ Коробова

𝛿𝑁 (𝑎) задается равенством

𝛿𝑁 (𝑎) =

{︂
1, если 𝑎 ≡ 0 (mod 𝑁),
0, если 𝑎 ̸≡ 0 (mod 𝑁).

Прежде всего заметим, что гиперболическая дзета-функция решёток является рядом Ди-
рихле. Действительно, дадим несколько определений и обозначений.

Усеченным норменным спектром решётки Λ называется множество значений усеченной
нормы на ненулевых точках решётки:

𝑄𝑠𝑝(Λ) = {𝜆 | 𝜆 = 𝑞(𝑥⃗), 𝑥⃗ ∈ Λ∖{⃗0}}.

Усеченный норменный спектр является дискретным числовым множеством, то есть

𝑄𝑠𝑝(Λ) = {𝜆1 < 𝜆2 < . . . < 𝜆𝑘 < . . .} и lim
𝑘→∞

𝜆𝑘 =∞.
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Очевидно, что
𝑞(Λ) = min

𝜆∈𝑄𝑠𝑝(Λ)
𝜆 = 𝜆1.

Порядком точки спектра называется количество точек решётки с заданным значением усе-
чённой нормы. Порядок точки 𝜆 усеченного норменного спектра обозначим через 𝑞(𝜆).

Из дискретности усеченного норменного спектра вытекает, что гиперболическую дзета-
функцию произвольной решётки Λ можно представить как ряд Дирихле:

𝜁𝐻(Λ|𝛼) =
∑︁′

𝑥⃗∈Λ
(𝑥1 · 𝑥2)−𝛼 =

∑︁′

𝑥⃗∈Λ
𝑞(𝑥⃗)−𝛼 =

∞∑︁
𝑘=1

𝑞(𝜆𝑘)𝜆
−𝛼
𝑘 =

∑︁
𝜆∈𝑄𝑠𝑝(Λ)

𝑞(𝜆)𝜆−𝛼. (2)

В работе [30] было получено усиление леммы Н. М. Коробова о числе решений линейного
сравнения в прямоугольных областях, что позволило усилить классическую теорему Н. С. Ба-
хвалова об оценке гиперболической дзета-функции целочисленной решётки решений линей-
ного сравнения.

Дальнейший анализ проблемы оценки числа решений линейного сравнения в прямоуголь-
ных областях и сопоставления с результатами В. А. Быковского из работы [4] показали, что
можно объединить подходы Н. М. Коробова доказательства теоремы Н. С. Бахвалова с под-
ходами В. А. Быковского.

Цель работы — получить новую оценку сверху для количества точек решетки решений ли-
нейного сравнения в прямоугольных областях и усиленную теорему Бахвалова — Быковского.

2. Квазипорядок на R𝑠 и множества Быковского

Рассмотрим на R𝑠 квазипорядок 𝑥⃗ ⩽ 𝑦⃗, заданный выполнением 𝑠 соотношений |𝑥𝜈 | ⩽ |𝑦𝜈 |
(𝜈 = 1, . . . , 𝑠). Ясно, что отношение

𝜃 = {(𝑥⃗, 𝑦⃗)|𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ R𝑠, 𝑥⃗ ⩽ 𝑦⃗&𝑦⃗ ⩽ 𝑥⃗}

является отношением эквивалентности и фактормножество R𝑠/𝜃 будет частично упорядочен-
ным множеством изоморфным R𝑠

+, где R+ = {𝑥|𝑥 ∈ R, 𝑥 ⩾ 0} — множество всех неотрица-
тельных вещественных чисел (См. [22], стр. 37).

Будем через 𝑞(𝑥⃗) = 𝑥1 . . . 𝑥𝑠, где для вещественных 𝑥 полагаем 𝑥 = max(1, |𝑥|), обозначать
усеченную норму 𝑥⃗. Ясно, что из 𝑥⃗ ⩽ 𝑦⃗ следует 𝑞(𝑥⃗) ⩽ 𝑞(𝑦⃗).

Так как решётка Λ(⃗𝑎,𝑁) решений линейного сравнения

𝑎1𝑚1 + . . .+ 𝑎𝑠𝑚𝑠 ≡ 0 (mod 𝑁) (3)

является подмножеством R𝑠, то на ней задается индуцированный квазипорядок. Можно рас-
смотреть отношение эквивалентности 𝜃Λ(𝑎⃗,𝑁), которое задается равенством

𝜃Λ(𝑎⃗,𝑁) = {(𝑥⃗, 𝑦⃗)|𝑥⃗, 𝑦⃗ ∈ Λ(⃗𝑎,𝑁), 𝑥⃗ ⩽ 𝑦⃗&𝑦⃗ ⩽ 𝑥⃗},

но фактормножество Λ(⃗𝑎,𝑁)/𝜃Λ(𝑎⃗,𝑁) в случае произвольной решётке решений линейного срав-
нения непросто описать. Для удобства два решения 𝑚⃗1 и 𝑚⃗2, принадлежащих 𝜃Λ(𝑎⃗,𝑁), будем

называть ассоциированными и писать 𝑚⃗1 ∼ 𝑚⃗2. Если из 0⃗ < 𝑚⃗1 ⩽ 𝑚⃗2 следует 𝑚⃗1 ∼ 𝑚⃗2, то
𝑚⃗1 и 𝑚⃗2 называются минимальными относительно квазипорядка.

Для простоты изложения мы будем предполагать, что все коэффициенты 𝑎𝜈 взаимно про-
сты с модулем 𝑁 : (𝑎𝜈 , 𝑁) = 1 (𝜈 = 1, . . . , 𝑠). Именно этот случай наиболее важен для метода
оптимальных коэффициентов, так как это соглашение входит в определение параллелепипе-
дальных сеток Коробова.
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В работе [4] В. А. Быковский ввёл понятие минимального решения сравнения (3). Нену-
левое решение называется минимальным, если не существует другого ненулевого решения
(𝑚′

1, . . . ,𝑚
′
𝑠), для которого

|𝑚′
1| ⩽ |𝑚1|, . . . , |𝑚′

𝑠| ⩽ |𝑚𝑠|; |𝑚′
1|+ . . .+ |𝑚′

𝑠| < |𝑚1|+ . . .+ |𝑚𝑠|.

Другими словами, ненулевое решение 𝑚⃗ называется минимальным, если не существует друго-
го ненулевого решения 𝑚⃗′ такого, что 𝑚⃗′ < 𝑚⃗. Таким образом, относительно квазипорядка на
решётке Λ(⃗𝑎,𝑁) минимальное решение 𝑚⃗ является просто минимальным элементом решётки.

Отметим, что в работе [5] было ведено другое понятие — локальный минимум второго
рода, так как это требовалось для обобщения результатов В. А. Быковского на случай гипер-
болической дзета-функции произвольной решётки.

Будем множество всех минимальных решений 𝑚⃗ решётки Λ = Λ(⃗𝑎,𝑁) обозначать через
𝐵(Λ(⃗𝑎,𝑁)) и называть минимальным множеством Быковского. Если 𝑚⃗ ∈ 𝐵(Λ(⃗𝑎,𝑁)), то и
−𝑚⃗ ∈ 𝐵(Λ(⃗𝑎,𝑁)).

Из дискретности решётки и теоремы Минковского о выпуклом теле следует, что для про-
извольной решётки её минимальное множество 𝐵(Λ) конечно и не пусто, при этом 𝑥𝑗 < detΛ
(𝑗 = 1, . . . , 𝑠). Более того, можно утверждать, что 𝑥1 . . . 𝑥𝑠 < 𝑁 .

Пусть 𝑥⃗𝑗 = (𝑥1 𝑗 , . . . , 𝑥𝑠 𝑗) (1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑟, 𝑟 = 𝑟(Λ)) есть все минимальные решения сравнения
(3) из минимального множества 𝐵(Λ) решётки Λ. Так как для любого минимального решения
𝑥⃗ точка −𝑥⃗ также является минимальным решением, то 𝑟(Λ) — чётное натуральное число.
Через 𝐵*(Λ) обозначим множество минимальных решений, где из каждой пары 𝑥⃗ и −𝑥⃗ взято
ровно одно. Таким образом

𝐵(Λ) = 𝐵*(Λ)
⋃︁
−𝐵*(Λ). (4)

Если 𝑟*(Λ) = |𝐵*(Λ)|, то 𝑟(Λ) = 2𝑟*(Λ). Будем предполагать, что нумерация минимальных
решений согласована с разбиением (4): 𝑥⃗𝑗 ∈ 𝐵*(Λ) (𝑗 = 1, . . . , 𝑟*) и 𝑥⃗𝑗+𝑟* = −𝑥⃗𝑗 ∈ −𝐵*(Λ)
(𝑗 = 1, . . . , 𝑟*). Ясно, что для гиперболического параметра решётки справедливо равенство

𝑞(Λ) = min
1⩽𝑗⩽𝑟

𝑥1 𝑗 . . . 𝑥𝑠 𝑗 .

Введем для произвольного вектора 𝑥⃗ понятие его индекса – количество ненулевых коор-
динат. Обозначим эту величину через 𝑟(𝑥⃗). Таким образом наименьший индекс у нулевого
вектора: 𝑟(⃗0) = 0, а максимальное значение индекса равно 𝑠.

Будем предполагать,что для выбранной нумерации выполнено дополнительное соглашение
𝑟(𝑥⃗1) ⩽ 𝑟(𝑥⃗2) ⩽ . . . ⩽ 𝑟(𝑥⃗𝑟*). Ясно, что 𝑟* = 𝑟*1 + . . . + 𝑟*𝑠 , где 𝑟

*
𝜈 — количество минимальных

решений из 𝐵*(Λ) с индексом 𝜈. Нетрудно видеть, что с единичным индексом имеется ровно
𝑠 минимальных решений: 𝑥⃗1 = (𝑁, 0, . . . , 0),. . . ,𝑥⃗𝑠 = (0, . . . , 0, 𝑁).

Минимальные решения индекса 2 можно перечислить с помощью цепных дробей согласно
результатам работы [12].

Обозначим через 𝐵*
𝜈(Λ) множество минимальных решений с индексом 𝜈. Ясно, что

𝐵*(Λ) =
⋃︀𝑠

𝜈=1𝐵
*
𝜈(Λ).

Аналогично, решётку решений Λ = Λ(⃗𝑎,𝑁) представим как объединение множеств точек
индекса 𝜈: Λ = {⃗0}

⋃︀
(
⋃︀𝑠

𝜈=1 Λ𝜈), где Λ𝜈 = {𝑥⃗|𝑥⃗ ∈ Λ, 𝑟(𝑥⃗) = 𝜈} (𝜈 = 1, . . . , 𝑠).
Ясно, что справедливо представление для гиперболической дзета-функции решётки:

𝜁𝐻(Λ|𝛼) =
𝑠∑︁

𝜈=1

∑︁
𝑥⃗∈Λ𝜈

1

(𝑥1 . . . 𝑥𝑠)𝛼
.

Ещё Н. М. Коробов в 1959 году в работах [13, 14] установил, что остаточный ряд в гипер-
болической дзета-функции решётки решений Λ(⃗𝑎,𝑁), в котором хотя бы одна компонента по
модулю не меньше 𝑁 , оценивается как 𝑂

(︀
1

𝑁𝛼

)︀
.
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В соответствии с этим результатом Н. М. Коробова положим Λ𝜈 = Λ*
𝜈

⋃︀
Λ**
𝜈 , где

Λ*
𝜈 = {𝑥⃗|𝑥⃗ ∈ Λ𝜈 ,max1⩽𝑗⩽𝑠 |𝑥𝑗 | < 𝑁}, Λ**

𝜈 = {𝑥⃗|𝑥⃗ ∈ Λ𝜈 ,max1⩽𝑗⩽𝑠 |𝑥𝑗 | ⩾ 𝑁}. Кроме этого,
положим Λ* =

⋃︀𝑠
𝜈=1 Λ

*
𝜈 , Λ

** =
⋃︀𝑠

𝜈=1 Λ
**
𝜈 .

Сделаем ещё несколько важных замечаний и обозначений.
Во-первых, для любого 𝑗 > 𝑠 и минимального решения 𝑥⃗𝑗∈𝐵*(Λ) имеемmax1⩽𝜈⩽𝑠 |𝑥𝜈 𝑗 |⩽ 𝑁

2 .

Во-вторых, будем говорить что вектора 𝑃 и 𝑥⃗ подобны: 𝑃 ≃ 𝑥⃗, если 𝑟(𝑃 ) = 𝑟(𝑥⃗) и нулевые
координаты у обоих векторов совпадают.

В-третьих, для любого 𝑃 с max1⩽𝑗⩽𝑠 |𝑃𝑗 | < 𝑁 и индекса 𝜈 через 𝑏(𝑃 ) обозначим мини-

мальное решение 𝑥⃗𝑗 ∈ 𝐵*
𝜈(Λ) такое, что 𝑃 ≃ 𝑥⃗𝑗 , 𝑥⃗𝑗 ⩽ 𝑃 и величина 𝑞(𝑃 )

𝑞(𝑥⃗𝑗)
имеет минимальное

значение. Отсюда следует, что 𝑞(𝑃 )
𝑞(𝑥⃗𝑗)

⩽ 𝑞(𝑃 )
𝑞(Λ) , так как для гиперболического параметра справед-

ливо равенство 𝑞(Λ) = min𝑥⃗𝑗∈𝐵* 𝑞(𝑥⃗𝑗).

3. Число точек решения линейного сравнения в прямоугольной
области

Рассмотрим прямоугольный параллелепипед

Π(𝜆⃗; 𝑛⃗) =

𝑠∏︁
𝜈=1

[𝜆𝜈 + 1;𝜆𝜈 + 𝑛𝜈 ],

где 𝜆⃗ ∈ Z𝑠, 𝑛⃗ ∈ N𝑠. Очевидно, что Π(𝜆⃗; 𝑛⃗) = 𝜆⃗+Π(⃗0; 𝑛⃗).

Лемма 1. Для любых целых 𝑏 и 𝜆 справедливо равенство

𝑏+𝑁∑︁
𝑚𝑗=𝑏+1

𝛿𝑁 (𝑎𝑗𝑚𝑗 + 𝜆) = 1.

Доказательство. См. [30]. 2

Лемма 2. Справедливы неравенства

2(𝜁(𝛼)− 1)

𝑁𝛼
⩽

∑︁
|𝑚𝑗 |⩾𝑁

𝛿𝑁 (𝑎𝑗𝑚𝑗 + 𝜆)

|𝑚𝑗 |𝛼
⩽

2𝜁(𝛼)

𝑁𝛼
.

Доказательство. Действительно, пользуясь леммой 1, получим

∑︁
|𝑚𝑗 |⩾𝑁

𝛿𝑁 (𝑎𝑗𝑚𝑗 + 𝜆)

|𝑚𝑗 |𝛼
=

∞∑︁
𝑏=1

⎛⎝𝑏𝑁+𝑁−1∑︁
𝑚𝑗=𝑏𝑁

𝛿𝑁 (𝑎𝑗𝑚𝑗 + 𝜆)

|𝑚𝑗 |𝛼
+

−𝑏𝑁∑︁
𝑚𝑗=−(𝑏𝑁+𝑁−1)

𝛿𝑁 (𝑎𝑗𝑚𝑗 + 𝜆)

|𝑚𝑗 |𝛼

⎞⎠ ,

2(𝜁(𝛼)− 1)

𝑁𝛼
= 2

∞∑︁
𝑏=2

1

(𝑏𝑁)𝛼
⩽

∑︁
|𝑚𝑗 |⩾𝑁

𝛿𝑁 (𝑎𝑗𝑚𝑗 + 𝜆)

|𝑚𝑗 |𝛼
⩽ 2

∞∑︁
𝑏=1

1

(𝑏𝑁)𝛼
=

2𝜁(𝛼)

𝑁𝛼
.

2

Обозначим для целого вектора 𝑛⃗ с индексом 𝑟(𝑛⃗ − 1⃗) = 𝜈 и целого вектора 𝜆⃗ + 1⃗ ≃ 𝑛⃗ − 1⃗
через 𝑇𝜈 (⃗𝑎, 𝜆⃗, 𝑛⃗, 𝜆;𝑁) число решений системы{︂

𝑎1𝑚1 + . . .+ 𝑎𝑠𝑚𝑠 + 𝜆 ≡ 0 (mod 𝑁),

𝑚⃗ ∈ Π(𝜆⃗; 𝑛⃗)
⋂︀
Λ*
𝜈 , 𝑚⃗ ≃ 𝑛⃗− 1⃗.

(5)

Ясно, что
𝑇𝜈 (⃗𝑎, 𝜆⃗, 𝑛⃗, 𝜆;𝑁) = 𝑇𝜈 (⃗𝑎, 0⃗, 𝑛⃗, 𝜆+ (⃗𝑎, 𝜆⃗);𝑁). (6)
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Теорема 1. Пусть 𝑟(𝑛⃗− 1⃗) = 𝜈 > 1, 𝑏(𝑛⃗− 1⃗) = 𝑥⃗𝑗 и 𝑛𝜇 = 1, 𝜆𝜇 = −1 при 𝑥𝜇 𝑗 = 0. Тогда
справедлива оценка

𝑇𝜈 (⃗𝑎, 𝜆⃗, 𝑛⃗, 𝜆;𝑁) ⩽
∏︁

|𝑥𝜇 𝑗 |>0

⌈︂
𝑛𝜇
|𝑥𝜇 𝑗 |

⌉︂
, (7)

где ⌈𝑥⌉ — наименьшее целое число не меньшее вещественного числа 𝑥.

Доказательство. Для любого вектора 𝑥⃗ = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) положим |𝑥⃗| = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠). Опре-

делим величины 𝑘𝜇 =
⌈︁

𝑛𝜇

|𝑥𝜇 𝑗 |

⌉︁
для |𝑥𝜇 𝑗 | > 0, 𝑘𝜇 = 1 для 𝑥𝜇 𝑗 = 0. Положим для 𝑙⃗ = (𝑙1, . . . , 𝑙𝑠),

что 𝑙⃗ · 𝑥⃗ = (𝑙1𝑥1, . . . , 𝑙𝑠𝑥𝑠).
Покроем прямоугольный параллелепипед Π(𝜆⃗; 𝑛⃗) объединением прямоугольных паралле-

лепипедов вида Π(𝜆⃗+ 𝑙⃗ · |𝑥⃗|; |𝑥⃗𝑗 |), где целые 0 ⩽ 𝑙1 ⩽ 𝑘1 − 1,. . . ,0 ⩽ 𝑙𝑠 ⩽ 𝑘𝑠 − 1:

Π(𝜆⃗; 𝑛⃗) ⊆
⋃︁

0⃗⩽𝑙⃗⩽𝑘⃗−1⃗

Π(𝜆⃗+ 𝑙⃗ · |𝑥⃗|; |𝑥⃗𝑗 |).

Отсюда следует, что

𝑇𝜈 (⃗𝑎, 𝜆⃗, 𝑛⃗, 𝜆;𝑁) ⩽
∑︁

0⃗⩽𝑙⃗⩽𝑘⃗−1⃗

𝑇𝜈 (⃗𝑎, 𝜆⃗+ 𝑙⃗ · |𝑥⃗|; |𝑥⃗𝑗 |, 𝜆;𝑁). (8)

Покажем, что 𝑇𝜈 (⃗𝑎, 𝜆⃗+ 𝑙⃗ · |𝑥⃗|; |𝑥⃗𝑗 |, 𝜆;𝑁) ⩽ 1. Допустим, что число решений системы{︂
𝑎1𝑚1 + . . .+ 𝑎𝑠𝑚𝑠 + 𝜆 ≡ 0 (mod 𝑁),

𝑚⃗ ∈ Π(𝜆⃗+ 𝑙⃗ · |𝑥⃗|; |𝑥⃗𝑗 |)
⋂︀
Λ*
𝜈 , 𝑚⃗ ≃ |𝑥⃗𝑗 | − 1⃗

(9)

больше 1. Тогда, согласно определению величины 𝛿𝑁 (𝑚), числа 𝑎1𝑚1 + . . . + 𝑎𝑠𝑚𝑠 + 𝜆 и
𝑎1𝑚

′
1 + . . .+ 𝑎𝑠𝑚

′
𝑠 + 𝜆 будут кратны 𝑁 . Но тогда и их разность также будет кратна 𝑁 :

𝑎1(𝑚1 −𝑚′
1) + . . .+ 𝑎𝑠(𝑚𝑠 −𝑚′

𝑠) ≡ 0 (mod 𝑁).

Так как системы 𝑚1, . . . , 𝑚𝑠 и 𝑚′
1, . . . , 𝑚

′
𝑠 различны, то система 𝑚1 −𝑚′

1, . . . , 𝑚𝑠 −𝑚′
𝑠 будет

нетривиальным решением сравнения (3) и, следовательно,

|𝑚1 −𝑚′
1| < 𝑥1 𝑗 , . . . , |𝑚𝑠 −𝑚′

𝑠| < 𝑥𝑠 𝑗 ,

что невозможно. Полученное противоречие доказывает что 𝑇𝜈 (⃗𝑎, 𝜆⃗+ 𝑙⃗ · |𝑥⃗|; |𝑥⃗𝑗 |, 𝜆;𝑁) ⩽ 1.
Пользуясь доказанным неравенством, получим

𝑇𝜈 (⃗𝑎, 𝜆⃗, 𝑛⃗, 𝜆;𝑁) ⩽ 𝑘1 . . . 𝑘𝑠 =
∏︁

|𝑥𝜇 𝑗 |>0

⌈︂
𝑛𝜇
|𝑥𝜇 𝑗 |

⌉︂
.

2

Следствие 1. Пусть 𝑟(𝑛⃗− 1⃗) = 𝜈 > 1, минимальное решение 𝑥⃗𝑗 ≃ 𝑛⃗− 1⃗, 𝑥⃗𝑗 ⩽ 𝑛⃗ и 𝑛𝜇 = 1,
𝜆𝜇 = −1 при 𝑥𝜇 𝑗 = 0. Тогда справедлива оценка

𝑇𝜈 (⃗𝑎, 𝜆⃗, 𝑛⃗, 𝜆;𝑁) ⩽
∏︁

|𝑥𝜇 𝑗 |>0

⌈︂
𝑛𝜇
|𝑥𝜇 𝑗 |

⌉︂
. (10)

Доказательство. Доказательство следствия дословно повторяет доказательство теоре-
мы. 2
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4. Усиленная теорема Бахвалова — Коробова — Быковского

Теперь мы можем доказать усиленный вариант теоремы Бахвалова — Коробова — Быков-
ского для произвольного модуля 𝑁 . В соответствии с разбиением Λ ∖ {⃗0} = Λ*⋃︀Λ** получим:

𝜁𝐻(Λ|𝛼)=𝜁𝐻(Λ*|𝛼)+𝜁𝐻(Λ**|𝛼), 𝜁𝐻(Λ*|𝛼) =
∑︁
𝑥⃗∈Λ*

1

(𝑥1 . . . 𝑥𝑠)𝛼
, 𝜁𝐻(Λ**|𝛼) =

∑︁
𝑥⃗∈Λ**

1

(𝑥1 . . . 𝑥𝑠)𝛼
.

Лемма 3. Обобщённая лемма Коробова. Справедливы неравенства

𝜁𝐻(Λ**|𝛼) ⩾ 2(𝜁(𝛼)− 1)(1 + 2𝜁(𝛼))𝑠−1

𝑁𝛼

𝑠−1∑︁
𝜈=0

(︃
1−

2
(𝛼−1)𝑁𝛼−1 + 2

𝑁𝛼

1 + 2𝜁(𝛼)

)︃𝜈

, (11)

𝜁𝐻(Λ**|𝛼) ⩽ 2𝜁(𝛼)(1 + 2𝜁(𝛼))𝑠−1

𝑁𝛼

𝑠−1∑︁
𝜈=0

(︃
1−

2
(𝛼−1)𝑁𝛼−1

1 + 2𝜁(𝛼)

)︃𝜈

. (12)

Доказательство. Из определения величины 𝜁𝐻(Λ**|𝛼) следует, что

𝜁𝐻(Λ**|𝛼) =
∑︁

|𝑚1|⩾𝑁

∑︁
𝑚2,...,𝑚𝑠∈Z

𝛿𝑁 (𝑚1𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠)

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
+

+
𝑠−2∑︁
𝜈=1

∑︁
|𝑚1|,...,|𝑚𝜈 |<𝑁

∑︁
|𝑚𝜈+1|⩾𝑁

∑︁
𝑚𝜈+2,...,𝑚𝑠∈Z

𝛿𝑁 (𝑚1𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠)

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
+

+
∑︁

|𝑚1|,...,|𝑚𝑠−1|<𝑁

∑︁
|𝑚𝑠|⩾𝑁

𝛿𝑁 (𝑚1𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠)

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
.

Воспользуемся леммой 2, получим

2(𝜁(𝛼)− 1)

𝑁𝛼

⎛⎝(1 + 2𝜁(𝛼))𝑠−1 +
𝑠−2∑︁
𝜈=1

(︃
1 + 2

𝑁−1∑︁
𝑚=1

1

𝑚𝛼

)︃𝜈

(1 + 2𝜁(𝛼))𝑠−1−𝜈 +

(︃
1 + 2

𝑁−1∑︁
𝑚=1

1

𝑚𝛼

)︃𝑠−1
⎞⎠⩽

⩽ 𝜁𝐻(Λ**|𝛼) ⩽

⩽
2𝜁(𝛼)

𝑁𝛼

⎛⎝(1 + 2𝜁(𝛼))𝑠−1 +

𝑠−2∑︁
𝜈=1

(︃
1 + 2

𝑁−1∑︁
𝑚=1

1

𝑚𝛼

)︃𝜈

(1 + 2𝜁(𝛼))𝑠−1−𝜈 +

(︃
1 + 2

𝑁−1∑︁
𝑚=1

1

𝑚𝛼

)︃𝑠−1
⎞⎠ .

Далее заметим, что

𝑁−1∑︁
𝑚=1

1

𝑚𝛼
= 𝜁(𝛼)− 𝛼

∫︁ ∞

𝑁

[𝑥]−𝑁 + 1

𝑥𝛼+1
𝑑𝑥,

1

(𝛼− 1)𝑁𝛼−1
=

𝛼

(𝛼− 1)𝑁𝛼−1
− 1

𝑁𝛼−1
= 𝛼

∫︁ ∞

𝑁

𝑥−𝑁
𝑥𝛼+1

𝑑𝑥 ⩽ 𝛼

∫︁ ∞

𝑁

[𝑥]−𝑁 + 1

𝑥𝛼+1
𝑑𝑥 ⩽

⩽ 𝛼

∫︁ ∞

𝑁

𝑥−𝑁 + 1

𝑥𝛼+1
𝑑𝑥 =

𝛼

(𝛼− 1)𝑁𝛼−1
− 1

𝑁𝛼−1
+

1

𝑁𝛼
=

1

(𝛼− 1)𝑁𝛼−1
+

1

𝑁𝛼
,

𝜁(𝛼)− 1

(𝛼− 1)𝑁𝛼−1
− 1

𝑁𝛼
⩽

𝑁−1∑︁
𝑚=1

1

𝑚𝛼
⩽ 𝜁(𝛼)− 1

(𝛼− 1)𝑁𝛼−1
.



О числе точек решетки решений линейного сравнения в прямоугольных областях II 319

Отсюда следует, что

𝜁𝐻(Λ**|𝛼) ⩾ 2(𝜁(𝛼)− 1)(1 + 2𝜁(𝛼))𝑠−1

𝑁𝛼

𝑠−1∑︁
𝜈=0

(︃
1−

2
(𝛼−1)𝑁𝛼−1 + 2

𝑁𝛼

1 + 2𝜁(𝛼)

)︃𝜈

,

𝜁𝐻(Λ**|𝛼) ⩽ 2𝜁(𝛼)(1 + 2𝜁(𝛼))𝑠−1

𝑁𝛼

𝑠−1∑︁
𝜈=0

(︃
1−

2
(𝛼−1)𝑁𝛼−1

1 + 2𝜁(𝛼)

)︃𝜈

.

2

Перейдём к изучению величины 𝜁𝐻(Λ*|𝛼), для которой справедливо равенство

𝜁𝐻(Λ*|𝛼) =
𝑠∑︁

𝜈=2

𝜁𝐻(Λ*
𝜈 |𝛼),

так как Λ*
1 = ∅.

Пусть 𝑥⃗𝑗 ∈ 𝐵*
𝜈(Λ) — произвольное минимальное решение индекса 𝜈. Обозначим через

𝑃 (𝑥⃗𝑗), заданный равенствами 𝑃𝜇 = 0, если 𝑥𝜇 𝑗 = 0, и 𝑃𝜇 = 𝑁 − 1, если |𝑥𝜇 𝑗 | > 0. Нетрудно
видеть, что справедливо неравенство

𝜁𝐻(Λ*
𝜈 |𝛼) =

∑︁
𝑚⃗∈Λ*

𝜈

𝛿𝑁 (𝑚1𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠)

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
⩽

∑︁
𝑥⃗𝑗∈𝐵*

𝜈 (Λ)

∑︁
𝑥⃗𝑗⩽𝑚⃗⩽𝑃 (𝑥⃗𝑗)

𝛿𝑁 (𝑚1𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠)

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
. (13)

Лемма 4. Справедливо неравенство

𝜁𝐻(Λ*
𝜈 |𝛼) ⩽

(︂
2 +

1

𝛼− 1

)︂𝜈 ∑︁
𝑥⃗𝑗∈𝐵*

𝜈 (Λ)

1

𝑞(𝑥⃗𝑗)𝛼
.

Доказательство. Определим функцию 𝜙(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) равенствами

𝜙(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) =

{︃
0, если 𝑥⃗𝑗 > 𝑚⃗ или 𝑚⃗ > 𝑃 (𝑥⃗𝑗),

𝛿𝑁 (𝑎1𝑚1 + . . .+ 𝑎𝑠𝑚𝑠), если 𝑥⃗𝑗 ⩽ 𝑚⃗ ⩽ 𝑃 (𝑥⃗𝑗).

Применяя по каждой переменной преобразование Абеля, получим

∑︁
𝑥⃗𝑗⩽𝑚⃗⩽𝑃 (𝑥⃗𝑗)

𝛿𝑁 (𝑚1𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠)

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
=

∞∑︁
𝑚1,...,𝑚𝑠=−∞

𝜙(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠)

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
=

=
∑︁

𝑥⃗𝑗⩽𝑚⃗⩽𝑃 (𝑥⃗𝑗)

∏︁
|𝑥𝜇 𝑗 |>0

(︂
1

𝑚𝛼
𝜇

− 1

(𝑚𝜇 + 1)𝛼

)︂ ∑︁
𝑥⃗𝑗⩽𝑘⃗⩽𝑚⃗

𝛿𝑁 (𝑎1𝑘1 + . . .+ 𝑎𝑠𝑘𝑠).

Воспользуемся следствием для оценки внутренней суммы, получим:∑︁
𝑥⃗𝑗⩽𝑚⃗⩽𝑃 (𝑥⃗𝑗)

𝛿𝑁 (𝑚1𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠)

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
⩽

⩽
∑︁

𝑥⃗𝑗⩽𝑚⃗⩽𝑃 (𝑥⃗𝑗),𝑚1,...,𝑚𝑠⩾0

∏︁
|𝑥𝜇 𝑗 |>0

(︂
1

𝑚𝛼
𝜇

− 1

(𝑚𝜇 + 1)𝛼

)︂
2

⌈︂
𝑚𝜇

|𝑥𝜇 𝑗 |

⌉︂
=

= 2𝜈
∏︁

|𝑥𝜇 𝑗 |>0

𝑁−1∑︁
𝑚𝜇=|𝑥𝜇 𝑗 |

(︂
1

𝑚𝛼
𝜇

− 1

(𝑚𝜇 + 1)𝛼

)︂⌈︂
𝑚𝜇

|𝑥𝜇 𝑗 |

⌉︂
.
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Для внутренней суммы имеем:

𝑁−1∑︁
𝑚𝜇=|𝑥𝜇 𝑗 |

(︂
1

𝑚𝛼
𝜇

− 1

(𝑚𝜇 + 1)𝛼

)︂⌈︂
𝑚𝜇

|𝑥𝜇 𝑗 |

⌉︂
⩽

𝑁−1∑︁
𝑚𝜇=|𝑥𝜇 𝑗 |

(︂
1

𝑚𝛼
𝜇

− 1

(𝑚𝜇 + 1)𝛼

)︂(︂
𝑚𝜇

|𝑥𝜇 𝑗 |
+ 1

)︂
=

=
1

|𝑥𝜇 𝑗 |𝛼
− 1

𝑁𝛼
+

1

|𝑥𝜇 𝑗 |

⎛⎝ 𝑁−1∑︁
𝑚𝜇=|𝑥𝜇 𝑗 |

𝑚𝜇

𝑚𝛼
𝜇

−
𝑁∑︁

𝑚𝜇=|𝑥𝜇 𝑗 |+1

𝑚𝜇 − 1

𝑚𝛼
𝜇

⎞⎠ =

=
1

|𝑥𝜇 𝑗 |𝛼
− 1

𝑁𝛼
+

1

|𝑥𝜇 𝑗 |

⎛⎝ |𝑥𝜇 𝑗 |
|𝑥𝜇 𝑗 |𝛼

+

𝑁−1∑︁
𝑚𝜇=|𝑥𝜇 𝑗 |+1

1

𝑚𝛼
𝜇

− 𝑁 − 1

𝑁𝛼

⎞⎠ .

Далее заметим, что:

1

𝛼− 1

(︂
1

(𝑥+ 1)𝛼−1
− 1

𝑁𝛼−1

)︂
=

∫︁ 𝑁

𝑥+1

1

𝑢𝛼
𝑑𝑢 ⩽

𝑁−1∑︁
𝑚=𝑥+1

1

𝑚𝛼
⩽
∫︁ 𝑁−1

𝑥

1

𝑢𝛼
𝑑𝑢 =

=
1

𝛼− 1

(︂
1

𝑥𝛼−1
− 1

(𝑁 − 1)𝛼−1

)︂
.

Отсюда следует, что

𝑁−1∑︁
𝑚𝜇=|𝑥𝜇 𝑗 |

(︂
1

𝑚𝛼
𝜇

− 1

(𝑚𝜇 + 1)𝛼

)︂⌈︂
𝑚𝜇

|𝑥𝜇 𝑗 |

⌉︂
⩽

⩽
2

|𝑥𝜇 𝑗 |𝛼
− 1

𝑁𝛼
+

1

|𝑥𝜇 𝑗 |

(︂
1

𝛼− 1

(︂
1

|𝑥𝜇 𝑗 |𝛼−1
− 1

(𝑁 − 1)𝛼−1

)︂
− 𝑁 − 1

𝑁𝛼

)︂
⩽

⩽

(︂
2 +

1

𝛼− 1

)︂
1

|𝑥𝜇 𝑗 |𝛼
.

Окончательно для 𝜁𝐻(Λ*
𝜈 |𝛼) имеем:∑︁

𝑥⃗𝑗⩽𝑚⃗⩽𝑃 (𝑥⃗𝑗)

𝛿𝑁 (𝑚1𝑎1 + . . .+𝑚𝑠𝑎𝑠)

(𝑚1 . . .𝑚𝑠)𝛼
⩽

⩽
∏︁

|𝑥𝜇 𝑗 |>0

(︂
2 +

1

𝛼− 1
+

1

|𝑥𝜇 𝑗 |

)︂
1

|𝑥𝜇 𝑗 |𝛼
=

1

𝑞(𝑥⃗𝑗)𝛼

∏︁
|𝑥𝜇 𝑗 |>0

(︂
2 +

1

𝛼− 1

)︂
,

𝜁𝐻(Λ*
𝜈 |𝛼) ⩽

∑︁
𝑥⃗𝑗∈𝐵*

𝜈 (Λ)

1

𝑞(𝑥⃗𝑗)𝛼

(︂
2 +

1

𝛼− 1

)︂𝜈

.

2

Теорема 2. Гиперболическая дзета-функция решетки 𝜁𝐻(Λ(⃗𝑎,𝑁)|𝛼) удовлетворяет
неравенству

𝜁𝐻(Λ(⃗𝑎,𝑁)|𝛼) <
𝑠∑︁

𝜈=2

(︂
2 +

1

𝛼− 1

)︂𝜈 ∑︁
𝑥⃗𝑗∈𝐵*

𝜈 (Λ)

1

𝑞(𝑥⃗𝑗)𝛼
+

+
2𝜁(𝛼)(1 + 2𝜁(𝛼))𝑠−1

𝑁𝛼

𝑠−1∑︁
𝜈=0

(︃
1−

2
(𝛼−1)𝑁𝛼−1

1 + 2𝜁(𝛼)

)︃𝜈

. (14)

Доказательство. Утверждение теоремы непосредственно следует из лемм 3 и 4. 2
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5. Заключение

Оценка, полученная в теореме 2, точнее чем общая оценка работы [5], обобщающей резуль-
таты В. А. Быковского [4].

В работе [30] дается достаточно подробный обзор работ [1] — [29], связанных с данной
тематикой.
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