
Гладкое многообразие решёток 299

ЧЕБЫШЕВСКИЙ СБОРНИК
Том 24. Выпуск 4.

УДК 511.42 DOI 10.22405/2226-8383-2023–24-4-299-310

Гладкое многообразие решёток1

Е. Н. Смирнова, О. А. Пихтилькова, Н. Н. Добровольский, И. Ю. Реброва,
Н. М. Добровольский

Смирнова Елена Николаевна — Оренбургский государственный университет (г. Орен-
бург).
e-mail: helenash@mail.ru
Пихтилькова Ольга Александровна — кандидат физико-математических наук, доцент,
Российский технологический университет «МИРЭА» (г. Москва).
e-mail: opikhtilkova@mail.ru
Добровольский Николай Николаевич — кандидат физико-математических наук, Туль-
ский государственный педагогический университет им. Л. Н. Толстого (г. Тула).
e-mail: cheb@tspu.tula.ru, nikolai.dobrovolsky@gmail.com
Реброва Ирина Юрьевна — кандидат физико-математических наук, доцент, Тульский го-
сударственный педагогический университет им. Л. Н. Толстого (г. Тула).
e-mail: i_rebrova@mail.ru
Добровольский Николай Михайлович — профессор, доктор физико-математических на-
ук, Тульский государственный педагогический университет им. Л. Н. Толстого (г. Тула).
e-mail: dobrovol@tsput.ru

Аннотация

В предыдущей работе авторов заложены основы теории гладких многообразий теоре-
тико-числовых решёток. Рассмотрен простейший случай одномерных решёток.

В данной статье рассмотрен общий случай многомерных решёток.
Отметим, что геометрия метрического пространств многомерных решёток гораздо

сложнее чем геометрия обычного евклидова пространства. Это видно из парадокса неад-
дитивности длины отрезка в пространстве сдвинутых одномерных решёток. Из наличия
этого парадокса следует, что стоит открытой проблема описания геодезических линий в
пространствах многомерных решёток, а так же в нахождении формулы для длины дуг
линий в этих пространствах. Естественно, что было бы интересно не только описание этих
объектов, но и получения теоретико-числовой интерпретации этих понятий.

Дальнейшем направлением исследованием может быть изучение аналитического про-
должения гиперболической дзета-функции на пространствах многомерных решёток. Как
известно, аналитическое продолжение гиперболической дзета-функции решёток построе-
но для произвольной декартовой решётки. Не изучен даже вопрос о непрерывности этих
аналитических продолжений в левой полуплоскости на пространстве решёток. Всё это, на
наш взгляд, актуальные направления дальнейших исследований.
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Abstract

In the previous work of the authors, the foundations of the theory of smooth manifolds of
number-theoretic lattices were laid. The simplest case of one-dimensional lattices was considered.

This article considers the general case of multidimensional lattices.
Note that the geometry of the metric spaces of multidimensional lattices is much more

complex than the geometry of ordinary Euclidean space. This is evident from the paradox of
the non-additivity of the length of a segment in the space of shifted one-dimensional lattices.
From the presence of this paradox it follows that there is an open problem of describing geodesic
lines in spaces of multidimensional lattices, as well as in finding a formula for the length of arcs
of lines in these spaces. Naturally, it would be interesting not only to describe these objects,
but also to obtain a number-theoretic interpretation of these concepts.

A further direction of research could be the study of the analytical continuation of the
hyperbolic zeta function on spaces of multidimensional lattices. As is known, the analytical
continuation of the hyperbolic zeta function of lattices was constructed for an arbitrary
Cartesian lattice. Even the question of the continuity of these analytic continuations in the
left half-plane in lattice space has not been studied. All of these, in our opinion, are relevant
areas for further research.
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1. Введение

В предыдущей работе авторов [20] заложены основы теории гладких многообразий теоре-
тико-числовых решёток. Рассмотрен простейший случай одномерных решёток.

Приведём основные факты из этой работы.
Рассмотрим пространство 𝑃𝑅1 всех одномерных решёток. Нетрудно видеть, что

𝑃𝑅1 = {𝜆Z|𝜆 > 0},

где Z — фундаментальная одномерная решётка, являющаяся, кроме этого, кольцом целых
рациональных чисел. Очевидно, что справедливо равенство 𝜆Z = −𝜆Z для любого 𝜆 ̸= 0.

Пусть M1(R) множество всех вещественных квадратных матриц порядка 1, а M*
1(R) —

подмножество невырожденных матриц. Таким образом,

M1(R) = {𝐴 = (𝑎1 1)|𝑎1 1 ∈ R}, M*
1(R) = {𝐴 = (𝑎1 1)|𝑎1 1 ∈ R, 𝑎1 1 ̸= 0}.

Если нам дана решётка 𝑀 = 𝑀(𝜆) с базисом (𝜆), 𝜆 > 0, то действие линейного преобра-
зования с матрицей 𝐴 = (𝑎1 1) ∈ M*

1(R) задаётся равенством 𝐴 ·𝑀 = 𝑀(|𝑎1 1|𝜆). Для любой
одномерной решётки 𝑀 её группа автоморфизмов конечна Aut(𝑀) = {(1), (−1)}.

Говорят, что для произвольного 𝜇 > 0 множество L𝜇(𝑀) решёток Λ является открытой
𝜇-окрестностью решётки 𝑀 , если оно состоит из всех решёток

Λ = 𝐴 ·𝑀, (1)

для которых невырожденная матрица 𝐴 удовлетворяет соотношению

‖𝐴− 𝐼‖ < 𝜇. (2)

Заметим, что в одномерном случае 𝐼 = (1) — единичная матрица и матричная норма
задана равенством ‖𝐴‖ = |𝑎1 1|.3

Мы будем рассматривать только окрестности при 0 < 𝜇 < 1, так как для таких 𝜇 все
матрицы 𝐴 = (𝑎1 1) с ‖𝐴 − 𝐼‖ < 𝜇 удовлетворяют соотношению 0 < 1 − 𝜇 < 𝑎1 1 < 1 + 𝜇 и
являются невырожденными.

Для произвольной решётки 𝑀 =𝑀(𝜆) = 𝜆Z с базисом (𝜆) имеем

L𝜇(𝑀) = {Λ = 𝜆1Z|(1− 𝜇)𝜆 < 𝜆1 < (1 + 𝜇)𝜆}.

Лемма 1. Пересечение двух открытых окрестностей L𝜇(𝑀) и L𝜈(𝑁) либо пусто, либо
является открытой окрестностью L𝜅(𝐾), где 𝐾 = 𝑀 и 𝜅 = min(𝜇, 𝜈), если 𝑀 = 𝑁 , и

𝜅 = 𝜆(1+𝜇)−𝜆1(1−𝜈)
𝜆(1+𝜇)+𝜆1(1−𝜈) , 𝜆2 = 𝜆(1+𝜇)+𝜆1(1−𝜈)

2 , 𝐾 = 𝐾(𝜆2), если 𝜆(1 + 𝜇) > 𝜆1(1 − 𝜈), 𝑀 = 𝑀(𝜆),

𝑁 = 𝑁(𝜆1) и 𝜆 < 𝜆1.

Лемма 2. Любой интервал решёток (Λ(𝜆1); Λ(𝜆2)) = {Λ(𝜆) |𝜆1 < 𝜆 < 𝜆2} является
открытой 𝜇-окрестностью решётки 𝑀 при 𝑀 =𝑀

(︁
𝜆1+𝜆2

2

)︁
, 𝜇 = 𝜆2−𝜆1

𝜆1+𝜆2
.

Имеется следующее гомеоморфное отображение 𝜙 : L𝜇(𝑀)↔ (ln((1−𝜇)𝜆); ln((1+𝜇)𝜆)) при
котором решётке Λ=𝜆1Z ставится в соответствие точка 𝜙(Λ)=ln(𝜆1)∈(ln((1−𝜇)𝜆); ln((1+𝜇)𝜆)),
а числу 𝜃∈(ln((1−𝜇)𝜆); ln((1+𝜇)𝜆)) ставится в соответствие решётка Λ=𝜙−1(𝜃)=𝑒𝜃Z∈L𝜇(𝑀).

3Для так определенной матричной нормы справедливы соотношения ‖ − 𝐴‖ = ‖𝐴‖, ‖𝐴+ 𝐵‖ ⩽ ‖𝐴‖+ ‖𝐵‖,
‖𝐴 ·𝐵‖ = ‖𝐴‖ · ‖𝐵‖.



302 Е. Н. Смирнова, О. А. Пихтилькова, Н. Н. Добровольский. . .

Произвольным открытым множеством L называется множество, представимое в виде
объединения произвольного множества 𝑋 открытых 𝜇 окрестностей

L =
⋃︁
𝑥∈𝑋

L𝜇𝑥(𝑀𝑥). (3)

Таким образом, на 𝑃𝑅1 задана структура топологического пространства 𝑇1 = (𝑃𝑅1, 𝜏1), где 𝜏1
— множество всех открытых множеств L. Топологическое пространство 𝑇1 = (𝑃𝑅1, 𝜏1) имеет
счетную базу B, состоящую из всех 𝜇-окрестностей рациональных решёток 𝑀 с рациональ-
ными 𝜇, и является сепарабельным топологическим пространством, так как роль счетного
всюду плотного его подмножества выполняет множество 𝑃𝑄1 всех рациональных решёток,
т.е. решёток 𝑀 =𝑀(𝜆) с 𝜆 ∈ Q, 𝜆 > 0.

Лемма 3. Топология 𝜏1 инвариантна относительно любого линейного невырожденно-
го преобразования 𝐴 пространства R. Счетная база B инвариантна только относительно
диагональных рациональных преобразований 𝐷(𝑑) = (𝑑), 𝑑 ∈ Q, 𝑑 ̸= 0.

Как известно (см. [14], стр. 165), множество всех 𝑠-мерных решёток 𝑃𝑅𝑠 является полным
метрическим пространством относительно метрики

𝜌(Λ,Γ) = max(ln(1 + 𝜇), ln(1 + 𝜈)) = ln(1 + max(𝜇, 𝜈)), (4)

где
𝜇 = inf

Γ=𝐴·Λ
‖𝐴− 𝐼‖, 𝜈 = inf

Λ=𝐵·Γ
‖𝐵 − 𝐼‖.

Применительно к 𝑃𝑅1 имеем, если Λ = 𝜆Z, Γ = 𝛾Z, то Γ = 𝐴 · Λ, 𝐴 =
(︀
𝛾𝜆−1

)︀
, Λ = 𝐵 · Γ,

𝐵 =
(︀
𝛾−1𝜆

)︀
. Без ограничения общности будем считать, что 𝜆 > 𝛾, тогда 𝜇 = 1 − 𝛾𝜆−1,

𝜈 = 𝛾−1𝜆 − 1 и 𝜌(Λ,Γ) = max(ln(2 − 𝛾𝜆−1), ln(𝛾−1𝜆)). Положим 𝜃 = 𝛾𝜆−1, тогда 0 < 𝜃 < 1 и
2− 𝜃 < 𝜃−1, поэтому 𝜌(Λ,Γ) = ln(𝛾−1𝜆).

Теперь можно записать, как выглядит "симметричный отрезок" решёток длинной 2𝜌 с
центром в Λ(𝜆): [Λ(𝑒−𝜌𝜆); Λ(𝑒𝜌𝜆)]. Ясно, что когда ℎ пробегает числовой отрезок [−𝜌; 𝜌], то
Λ(𝑒ℎ𝜆) пробегает отрезок решёток [Λ(𝑒−𝜌𝜆); Λ(𝑒𝜌𝜆)].

Как известно, для любой решётки Λ её взаимная решётка Λ* определяется из условия

Λ* = {𝑥⃗ | ∀𝑦⃗ ∈ Λ (𝑥⃗, 𝑦⃗) ∈ Z}.

Отсюда следует, что для любой решётки Λ(𝜆) ∈ 𝑃𝑅1 справедливо равенство Λ* = Λ(𝜆−1).

Лемма 4. Для любой решётки Λ(𝜆) ∈ 𝑃𝑅1 справедливо равенство

𝜌(Λ,Z) = 𝜌(Λ*,Z). (5)

Топологическое пространство 𝑃𝑅1 является хаусдорфовым, так как для любых двух ре-
шеток Λ(𝜆1), Λ(𝜆2) при 𝜆1 < 𝜆2 и 𝜇 = 𝜆2−𝜆1

𝜆1+𝜆2
открытые 𝜇-окрестности L𝜇(Λ(𝜆1)) и L𝜇(Λ(𝜆2))

не пересекаются.
Всё пространство одномерных решёток 𝑃𝑅1 гомеоморфно R. Действительно, таким гомео-

морфизмом является 𝜙 : 𝑃𝑅1 ↔ R при котором решётке Λ = 𝜆Z ставится в соответствие точка
𝜙(Λ) = ln(𝜆) ∈ R, а числу 𝜃 ∈ R ставится в соответствие решётка Λ = 𝜙−1(𝜃) = 𝑒𝜃Z ∈ 𝑃𝑅1. От-
сюда следует, что пространство одномерных решёток 𝑃𝑅1 локально евклидово пространство
размерности 1.

Согласно Уорнеру (см. [21], стр. 13) пара (𝑈,𝜙), где 𝑈 = L𝜇(𝑀) — открытая 𝜇-окрестность,
решётка𝑀 =𝑀(𝜆), а 𝜙 — гомеоморфное отображение 𝑈 на интервал (ln((1−𝜇)𝜆); ln((1+𝜇)𝜆))
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называется системой координат, 𝜙 — координатным отображением. Так как 𝜙(𝑀) = 0, то
решётка 𝑀 является началом данной системы координат.

Согласно Арнольду (см. [1], стр. 205) интервал (ln((1− 𝜇)𝜆); ln((1 + 𝜇)𝜆)) является картой
открытой 𝜇-окрестности 𝑈 = L𝜇(𝑀) и 𝜙(Λ) изображением решётки Λ ∈ L𝜇(𝑀) на карте
(ln((1− 𝜇)𝜆); ln((1 + 𝜇)𝜆)).

Лемма 5. Для любых двух открытых пересекающихся 𝜇-окрестностей 𝑈𝜈 = L𝜇𝜈 (𝑀𝜈)
решёток 𝑀𝜈 =𝑀𝜈(𝜆𝜈) (𝜈 = 1, 2) гомеоморфные отображения 𝜙𝜈 окрестностей 𝑈𝜈 на интер-
валы (ln((1−𝜇𝜈)𝜆𝜈);ln((1+𝜇𝜈)𝜆𝜈)) связаны соотношениями 𝜙1 ∘ 𝜙−1

2 (𝜃) = 𝜙2 ∘ 𝜙−1
1 (𝜃) = 𝜃 для

любого 𝜃 из пересечения интервалов (𝜆1(1− 𝜇1);𝜆1(1 + 𝜇1))
⋂︀
(𝜆2(1− 𝜇2);𝜆2(1 + 𝜇2)).

Лемма 6. Гомеоморфное отображение 𝜙 : 𝑃𝑅1 ↔ R при котором решётке Λ = 𝜆Z
ставится в соответствие точка 𝜙(Λ) = ln(𝜆) ∈ R, а числу 𝜃 ∈ R ставится в соответ-
ствие решётка Λ = 𝜙−1(𝜃) = 𝑒𝜃Z ∈ 𝑃𝑅1 переводит произвольное открытое множество
L =

⋃︀
𝑥∈𝑋 L𝜇𝑥(𝑀𝑥) в открытое множество

𝜙(L) =
⋃︁
𝑥∈𝑋

(ln((1− 𝜇𝑥)𝜆𝑥); ln((1 + 𝜇𝑥)𝜆𝑥)). (6)

Пользуясь указанным соответствием, можно определить понятие производной функции
𝑓(Λ) на гладком многообразииℳ = 𝑃𝑅1 следующим образом.

Пусть 𝑀 = 𝑀(𝜆) ∈ 𝑃𝑅1, 𝑈 = L𝜇(𝑀) — открытая 𝜇-окрестность, координатная функ-
ция 𝜙 для произвольной решетки Λ = 𝜆1Z ∈ 𝑈 задается равенством 𝜙(Λ) = ln(𝜆1𝜆

−1). Так
как 𝜙(𝑀) = 0, то решётка 𝑀 является началом данной системы координат. Для любого
𝜃 ∈ (ln(1 − 𝜇); ln(1 + 𝜇)) имеем: 𝜙−1(𝜃) = 𝑒𝜃 ·𝑀 . Касательное пространство многообразияℳ
в точке 𝑀 будем обозначать черезℳ𝑀 , оно имеет размерность один.

Касательный вектор 𝜕
𝜕𝜙

⃒⃒⃒
𝑀
∈ℳ𝑀 зададим равенством

(︂
𝜕

𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝑀

)︂
(𝑓) =

𝜕(𝑓 ∘ 𝜙−1)

𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝜙(𝑀)

(7)

для каждой функции 𝑓 класса 𝐶∞ в окрестности решётки 𝑀 ∈ ℳ. Также будет использо-
ваться обозначение

𝜕𝑓

𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝑀

=

(︂
𝜕

𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝑀

)︂
(𝑓). (8)

Целью данной работы является рассмотрение общего случая гладкого многообразия решё-
ток.

На протяжении всей работы через 𝐼 = 𝐼𝑠 будем обозначать единичную квадратную мат-
рицу порядка 𝑠 ⩾ 1. Значение порядка 𝑠 каждый раз будет видно из контекста.

2. Топология на пространстве решёток

Пусть 𝑠 ⩾ 2. Рассмотрим пространство 𝑃𝑅𝑠 всевозможных полных вещественных решёток
Λ в вещественном арифметическом пространстве R𝑠. Таким образом, произвольная решётка
Λ ∈ 𝑃𝑅𝑠 имеет базис 𝜆⃗1 = (𝜆1 1, . . . , 𝜆1 𝑠), . . . , 𝜆⃗𝑠 = (𝜆𝑠 1, . . . , 𝜆𝑠 𝑠), где вектора 𝜆⃗1, . . . , 𝜆⃗𝑠
образуют линейно независимую систему векторов. Обозначим через 𝐴(Λ) базисную матрицу
решётки Λ:

𝐴(Λ) =

⎛⎜⎝ 𝜆1 1 . . . 𝜆1 𝑠
...

. . .
...

𝜆𝑠 1 . . . 𝜆𝑠 𝑠

⎞⎟⎠ ,
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тогда любая решётка Λ с базисной матрицей 𝐴(Λ) получается из фундаментальной решётки
Z𝑠 с помощью линейного преобразования с матрицей 𝐴(Λ):

Λ = Z𝑠·𝐴(Λ), 𝑥⃗ = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠)=(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠)·

⎛⎜⎝ 𝜆1 1 . . . 𝜆1 𝑠
...

. . .
...

𝜆𝑠 1 . . . 𝜆𝑠 𝑠

⎞⎟⎠ ∈ Λ, 𝑚⃗ =(𝑚1, . . . ,𝑚𝑠)∈Z𝑠.

Хорошо известно, что фундаментальная решётка Z𝑠 имеет при 𝑠 ⩾ 2 бесконечно много раз-
личных базисов, задаваемых базисными матрицами𝑀 из расширенной специальной линейной
группы целочисленных матриц порядка 𝑠: 𝑆𝐿*

𝑠(Z). Расширенная специальная линейная груп-
па целочисленных матриц порядка 𝑠 состоит из всех целочисленных матриц 𝑀 порядка 𝑠 с
det𝑀 = ±1. Отсюда следует, что все базисные матрицы решётки Λ выражаются через любую
базисную матрицу 𝐴(Λ) и матрицу перехода 𝑀 ∈ 𝑆𝐿*

𝑠(Z) по формулам 𝐴1(Λ) =𝑀 ·𝐴(Λ).
Будем говорить, что для произвольного 𝜇 > 0, 𝜇 < 1 множество L𝜇(𝑀) решёток Λ ∈ 𝑃𝑅𝑠

является открытой 𝜇-окрестностью решётки 𝑀 ∈ 𝑃𝑅𝑠, если оно состоит из всех решёток

Λ =𝑀 ·𝐵, (9)

для которых невырожденная матрица 𝐵 удовлетворяет соотношению4

‖𝐵 − 𝐼𝑠‖ < 𝜇. (10)

Условие 𝜇 < 1 гарантирует, что все матрицы 𝐵 с условием (10) будут невырожденные (см.
[14], стр. 158).

Нам потребуется величина 𝑀(Λ), которая задается равенством

𝑀(Λ) = min
Λ=Z𝑠·𝐴

‖𝐴‖ · ‖𝐴−1‖

и по аналогии с мерой обусловленности систем линейных уравнений называется мерой обуслов-
ленности решётки. В силу дискретности расширенной специальной линейной группы 𝑆𝐿*

𝑠(Z)
целочисленных матриц порядка 𝑠 существует матрица 𝐴(Λ) такая, что Λ = Z𝑠 · 𝐴(Λ) и
𝑀(Λ) = ‖𝐴(Λ)‖·‖𝐴−1(Λ)‖ (см. [7]). Из равенства 𝐼𝑠 = 𝐴 ·𝐴−1 и неравенства ‖𝐴 ·𝐵‖ ⩽ ‖𝐴‖·‖𝐵‖
следует, что всегда 𝑀(Λ) ⩾ 𝑠.

Пусть 𝑀𝑠,𝜀(R) — множество всех вещественных квадратных матриц 𝐵 порядка 𝑠 с нормой
‖𝐵‖ < 𝜀 и при 0 < 𝜀 < 1

2 через 𝑀*
𝑠,𝜀(R) обозначим множество всех вещественных матриц

𝐵,𝐵* ∈𝑀𝑠,𝜀(R), где 𝐵* = (𝐼𝑠 +𝐵)−1− 𝐼𝑠. Согласно лемме 1 из монографии [14] (см. стр. 158)
имеем ‖𝐵*‖ ⩽ 𝜀

1−𝜀 . Отсюда следует, что 𝑀𝑠, 𝜀
1+𝜀

(R) ⊆𝑀*
𝑠,𝜀(R).

Теорема 1. Пусть 0 < 𝜀 < 1
3·𝑀(Λ) и отображение 𝜓Λ задано на 𝑀*

𝑠,𝜀(R) по правилу

𝜓Λ(𝐵) = Λ · (𝐼𝑠 +𝐵), 𝐵 ∈𝑀*
𝑠,𝜀(R),

тогда 𝜓Λ(𝐵) — взаимнооднозначное отображение 𝑀*
𝑠,𝜀(R) на 𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀)), где

𝑈(Λ, 𝛿) = {Γ ∈ 𝑃𝑅𝑠 | 𝜌(Λ,Γ) ⩽ 𝛿},

где метрика 𝜌(·, ·) задана равенством (4), и для любого 𝐵 ∈𝑀*
𝑠,𝜀(R) справедливо равенство

𝜌(Λ, 𝜓Λ(𝐵)) = max(ln(1 + ‖𝐵‖), ln(1 + ‖𝐵*‖)).
4Матричная норма для 𝑠-мерной матрицы 𝐵 = (𝑏𝑖 𝑗)1⩽𝑖,𝑗⩽𝑠 задается равенством ‖𝐵‖ = 𝑠 ·max1⩽𝑖,𝑗⩽𝑠 |𝑏𝑖 𝑗 |.
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Доказательство. См. [7], теорема 19, стр.68. 2

Очевидно, что 𝑀𝑠,𝜀(R) и 𝑀*
𝑠,𝜀(R) являются открытыми множествами в 𝑠2-мерном веще-

ственном арифметическом пространстве R𝑠2 , которое имеет естественную структуру евклидо-
ва пространства.

Рассмотрим множествоP𝑠 всевозможных открытых 𝜇-окрестностей всевозможных полных
решёток 𝑀 ∈ 𝑃𝑅𝑠 с условием 𝜇 ⩽ 1

3·𝑀(Λ) . Так как, очевидно, что P𝑠 покрывает всё простран-
ство 𝑠-мерных полных решёток 𝑃𝑅𝑠, то множество P𝑠 можно рассматривать как предбазу
топологии T𝑠 на всём пространстве 𝑃𝑅𝑠. А именно, если множество B𝑠 получено из P𝑠 до-
бавлением произвольных конечных пересечений его элементом, то B𝑠 будет базой топологии
T𝑠, в которой всякое открытое множество 𝑈 ∈ T𝑠 представимо как объединение открытых
𝜇-окрестностей: существует некоторое множество 𝐴 элементов из B𝑠 такое, что

{𝑈𝛼}𝛼∈𝐴 ⊂ B𝑠 : 𝑈 =
⋃︁
𝛼∈𝐴

𝑈𝛼.

Таким образом, на 𝑃𝑅𝑠 задана структура топологического пространства 𝑇𝑠 = (𝑃𝑅𝑠,T𝑠),
где T𝑠 — множество всех открытых множеств L. Топологическое пространство 𝑇𝑠 = (𝑃𝑅𝑠,T𝑠)
имеет счетную базу B, состоящую из всех 𝜇-окрестностей рациональных решёток 𝑀 с рацио-
нальными 𝜇, и является сепарабельным топологическим пространством, так как роль счетного
всюду плотного его подмножества выполняет множество 𝑃𝑄𝑠 всех рациональных решёток, т.е.
решёток 𝑀 с рациональной базисной матрицей 𝐴(𝑀).

Из предыдущего следует, что хаусдорфово топологическое пространство 𝑇𝑠 = (𝑃𝑅𝑠,T𝑠)
является локально евклидовым пространством размерности 𝑠2.

3. Дифференцируемая структура на локально евклидовом про-
странстве 𝑃𝑅𝑠

Рассмотрим произвольную полную решётку Λ ∈ 𝑃𝑅𝑠 и открытое множество решёток
𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ)), где 𝜀Λ = 1

3·𝑀(Λ) . Взаимнооднозначное отображение 𝜓Λ(𝐵) = Λ · (𝐼𝑠 + 𝐵)

переводит 𝑀*
𝑠,𝜀Λ

(R) в 𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ)), а обратное отображение 𝜓
−1
Λ (Γ) = 𝐴−1(Λ)𝐴(Γ)− 𝐼𝑠 пе-

реводит 𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ)) в 𝑀*
𝑠,𝜀Λ

(R). Согласно терминологии из монографии [21] (см. стр. 13)
𝜓−1
Λ (Γ) — координатное отображение, функции 𝑥𝑖 = 𝑟𝑖 ∘ 𝜓−1

Λ — координатные функции, пара
𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ)), 𝜓

−1
Λ (обозначаемую через (𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ)), 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠2)) — система координат.

Нетрудно видеть, что началом данной системы координат является решётка Λ.
Мы имеем очевидное равенство⋃︁

Λ∈𝑃𝑅𝑠

𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ)) = 𝑃𝑅𝑠.

Рассмотрим 𝜓−1
Λ ∘ 𝜓Γ.

Так как 𝜓−1
Λ : 𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ)) ↦→𝑀*

𝑠,𝜀Λ
(R), а 𝜓Γ : 𝑀*

𝑠,𝜀Γ
(R) ↦→ 𝑈(Γ, ln(1 + 𝜀Γ)), то

𝜓−1
Λ ∘ 𝜓Γ : 𝜓−1

Γ

(︁
𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ))

⋂︁
𝑈(Γ, ln(1 + 𝜀Γ))

)︁
↦→𝑀*

𝑠,𝜀Λ
(R).

Из определения множеств 𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ)) и 𝑈(Γ, ln(1 + 𝜀Γ)) следует, что

𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ))
⋂︁
𝑈(Γ, ln(1 + 𝜀Γ)) = {Δ ∈ 𝑃𝑅𝑠 | 𝜌(Λ,Δ) ⩽ ln(1 + 𝜀Λ), 𝜌(Γ,Δ) ⩽ ln(1 + 𝜀Γ)}.

Таким образом, если
Δ ∈ 𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ))

⋂︁
𝑈(Γ, ln(1 + 𝜀Γ)),
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то Δ = Γ · 𝐵 = Λ · 𝐷, Γ = Δ · 𝐵1, Λ = Δ · 𝐷1 и max(‖𝐵 − 𝐼𝑠‖, ‖𝐵1 − 𝐼𝑠‖) ⩽ 𝜀Γ,
max(‖𝐷− 𝐼𝑠‖, ‖𝐷1− 𝐼𝑠‖) ⩽ 𝜀Δ. Отсюда следует, что 𝐵 = 𝐼𝑠+𝐶, 𝐵1 = 𝐼𝑠+𝐶1, 𝐵 ·𝐵1 ∈ 𝑆𝐿*

𝑠(Z),
‖𝐵 ·𝐵1‖ = ‖𝐼𝑠 +𝐶 +𝐶1 +𝐶 ·𝐶1‖, ‖𝐶 +𝐶1 +𝐶 ·𝐶1‖ ⩽ 2𝜀Γ + 𝜀2Γ ⩽ 5

4 . Матрица 𝐶 +𝐶1 +𝐶 ·𝐶1 —
целочисленная, поэтому, если она ненулевая, то ‖𝐶+𝐶1+𝐶 ·𝐶1‖ ⩾ 𝑠 ⩾ 2, что приводит к про-
тиворечию. Следовательно 𝐵1 = 𝐵−1. Аналогично получим, что 𝐷1 = 𝐷−1. Отсюда вытекает,
что Γ = Λ ·𝐷 ·𝐵1, Λ = Γ ·𝐵 ·𝐷1 и

𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ))
⋂︁
𝑈(Γ, ln(1 + 𝜀Γ)) =

= {Δ = Γ ·𝐵 = Λ ·𝐷 | ‖𝐷 − 𝐼𝑠‖, ‖𝐷1 − 𝐼𝑠‖ ⩽ 𝜀Λ, ‖𝐵 − 𝐼𝑠‖, ‖𝐵1 − 𝐼𝑠‖ ⩽ 𝜀Γ}.

Применяя 𝜓−1
Γ к 𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ))

⋂︀
𝑈(Γ, ln(1 + 𝜀Γ)) получим

𝜓−1
Γ

(︁
𝑈(Λ, ln(1 + 𝜀Λ))

⋂︁
𝑈(Γ, ln(1 + 𝜀Γ))

)︁
=

= {𝐴−1(Γ)𝐴(Γ ·𝐵)− 𝐼𝑠 |Γ ·𝐵 = Λ ·𝐷, ‖𝐷 − 𝐼𝑠‖, ‖𝐷1 − 𝐼𝑠‖ ⩽ 𝜀Λ, ‖𝐵 − 𝐼𝑠‖, ‖𝐵1 − 𝐼𝑠‖ ⩽ 𝜀Γ}.

Далее находим

𝜓−1
Λ ∘ 𝜓Γ(𝐴

−1(Γ)𝐴(Γ ·𝐵)− 𝐼𝑠) = 𝜓−1
Λ (Γ ·𝐴−1(Γ)𝐴(Γ ·𝐵)) = 𝜓−1

Λ (Z𝑠 ·𝐴(Γ ·𝐵)) =

= 𝜓−1
Λ (Z𝑠 ·𝐴(Λ ·𝐷)) = 𝜓−1

Λ (Λ ·𝐷) = 𝐴−1(Λ)𝐴(Λ ·𝐷)− 𝐼𝑠.

Для матриц 𝐷 из малой окрестности единичной матрицей 𝐼𝑠 введём обозначение 𝜀(𝐷), где
𝜀(𝐷) = max(‖𝐷 − 𝐼𝑠‖, ‖𝐷−1 − 𝐼𝑠‖ = max(‖𝐷 − 𝐼𝑠‖, ‖𝐷1 − 𝐼𝑠‖).

Лемма 7. Пусть 𝜀(𝐷) ⩽ 𝜀Λ, тогда справедливо неравенство

|𝑀(Λ ·𝐷)−𝑀(Λ)| ⩽ (2𝜀(𝐷) + 𝜀(𝐷)2)min(𝑀(Λ ·𝐷),𝑀(Λ)) ⩽
13

18
.

Доказательство. По определению матрицы 𝐴(Λ) она удовлетворяет соотношениям
Λ = Z𝑠 · 𝐴(Λ) и 𝑀(Λ) = minΛ=Z𝑠·𝐴 ‖𝐴‖ · ‖𝐴−1‖ = ‖𝐴(Λ)‖ · ‖𝐴−1(Λ)‖. Аналогично, имеем
Λ ·𝐷 = Z𝑠 ·𝐴(Λ ·𝐷), 𝑀(Λ ·𝐷) = minΛ·𝐷=Z𝑠·𝐴·𝐷 ‖𝐴 ·𝐷‖ · ‖(𝐴 ·𝐷)−1‖ = ‖𝐴(Λ ·𝐷)‖ · ‖𝐴−1(Λ ·𝐷)‖.

Для любой невырожденной матрице 𝐴 имеем:

‖𝐴 ·𝐷‖ = ‖𝐴+𝐴 · (𝐷 − 𝐼𝑠)‖ ⩽ ‖𝐴‖ · (1 + 𝜀(𝐷)),

‖(𝐴 ·𝐷)−1‖ = ‖𝐷1 ·𝐴−1‖ ⩽ ‖𝐴−1‖ · (1 + 𝜀(𝐷)),

‖𝐴‖ = ‖𝐴 ·𝐷 −𝐴 ·𝐷 · (𝐼𝑠 −𝐷1)‖ ⩽ ‖𝐴 ·𝐷‖ · (1 + 𝜀(𝐷)),

‖𝐴−1‖ = ‖𝐷1 ·𝐴−1 + (𝐷 − 𝐼𝑠) · (𝐴 ·𝐷)−1‖ ⩽ ‖(𝐴 ·𝐷)−1‖ · (1 + 𝜀(𝐷)).

Отсюда следует

𝑀(Λ ·𝐷) ⩽ ‖𝐴(Λ) ·𝐷‖ · ‖𝐷1 ·𝐴−1(Λ)‖ ⩽𝑀(Λ) · (1 + 𝜀(𝐷))2.

Аналогично, имеем

𝑀(Λ) ⩽ ‖𝐴(Λ ·𝐷) ·𝐷1‖ · ‖𝐷 ·𝐴−1(Λ ·𝐷)‖ ⩽𝑀(Λ ·𝐷) · (1 + 𝜀(𝐷))2 .

Отсюда следует, что

|𝑀(Λ ·𝐷)−𝑀(Λ)| ⩽ (2𝜀(𝐷) + 𝜀(𝐷)2)min(𝑀(Λ ·𝐷),𝑀(Λ)).

Так как 𝜀(𝐷) ⩽ 𝜀Λ = 1
3·𝑀(Λ) , то

|𝑀(Λ ·𝐷)−𝑀(Λ)| ⩽ 2

3
+

1

9 ·𝑀(Λ)
⩽

13

18
.
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Таким образом, неравенство для |𝑀(Λ ·𝐷)−𝑀(Λ)| доказано. 2
Из доказанной леммы мы получаем равенство 𝜓−1

Λ ∘ 𝜓Γ(𝐵 − 𝐼𝑠) = 𝐷 − 𝐼𝑠 и матрицы 𝐵
и 𝐷 связаны равенством 𝐵 = 𝐴−1(Γ)𝐴(Λ)𝐷. Так как матрицы 𝐵 и 𝐷 связаны линейным
соотношением, то отображение 𝜓−1

Λ ∘𝜓Γ — бесконечно дифференцируемое и тем самым задано
гладкое многообразие 𝑠-мерных решёток (см. [21], стр. 14).

4. Об основных функциях на решётках

К числу основных функций на решётках мы относим детерминант решётки, гиперболи-
ческий параметр решётки, меру обусловленности решётки, гиперболическую дзета-функцию
решётки.

Непрерывность детерминанта решётки очевидна и следует из равенства detΛ = | det𝐴(Λ)|.
Непрерывность гиперболического параметра решётки на метрическом пространстве решёток
доказана в работе [22].

Непрерывность меры обусловленности решётки следует из леммы 7.
Непрерывность гиперболической дзета-функции решётки в правой полуплоскости 𝜎 > 1

доказана в работе [10].
Вопрос об их дифференцируемости мы рассмотрим в последующих статьях.

5. Заключение

В данной работе построено гладкое многообразие решёток. Для построения гладкого мно-
гообразия сдвинутых решёток потребуются дополнительные технические приемы. Этому во-
просу будет посвящена отдельная работа.
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