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Аннотация

Получена асимптотическая формула для количества представлений достаточно боль-
шого натурального 𝑁 в виде 𝑏1𝑝1 + 𝑏2𝑝2 + 𝑏3𝑝3 = 𝑁 с условиями⃒⃒⃒⃒

𝑏𝑖𝑝𝑖 −
𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐻, 𝐻 ⩾ (𝑏1𝑏2𝑏3)

4
3𝑁

2
3 (ln𝑁)60, 𝑏𝑖 ⩽ (ln𝑁)𝐵𝑖 ,

где 𝑏1, 𝑏2 𝑏3, 𝑁 – попарно взаимно простые натуральные числа, 𝐵𝑖 — произвольные фик-
сированные положительные числа.
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Abstract

An asymptotic formula is obtained for the number of representations of a sufficiently large
natural 𝑁 in the form 𝑏1𝑝1 + 𝑏2𝑝2 + 𝑏3𝑝3 = 𝑁 with the conditions⃒⃒⃒⃒

𝑏𝑖𝑝𝑖 −
𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐻, 𝐻 ⩾ (𝑏1𝑏2𝑏3)

4
3𝑁

2
3 (ln𝑁)60, 𝑏𝑖 ⩽ (ln𝑁)𝐵𝑖 ,

where 𝑏1, 𝑏2 𝑏3, 𝑁 are pairwise coprime natural numbers, 𝐵𝑖 — arbitrary fixed positive numbers
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1. Введение

И.М. Виноградов [1, 2] в 1937 году построил метод оценок тригонометрических сумм с
простыми числами, основу которого составляют решето Виноградова и метод сглаживания
двойных сумм. В частности, он впервые получил оценку линейной тригонометрической суммы
с простыми числами, то есть при 𝑘 = 1 нетривиальную оценку сумму вида

𝑆𝑘(𝛼, 𝑥) =
∑︁
𝑚⩽𝑥

Λ(𝑚)𝑒(𝛼𝑚𝑘),

в малых дугах m(L 𝑏
𝑥 ), L𝑥 = ln𝑥 и ему удалось вывести асимптотическую формулу для чис-

ла представлений нечётного 𝑁 в виде суммы трёх простых чисел, что является решением
тернарной проблемы Гольдбаха.
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Короткую линейную тригонометрическую сумму с простыми числами вида 𝑆1(𝛼;𝑥, 𝑦) впер-
вые начал исследовать И.М. Виноградов [1]. Он, воспользовавшись своим методом оценки три-
гонометрических сумм с простыми числами, получил нетривиальную оценку в малых дугах
m(exp(𝑐(ln ln𝑥)2)), 𝜏 = 𝑥

1
3 при условии 𝑦 > 𝑥

2
3
+𝜀.

К.В. Хазелгров [3] для суммы 𝑆1(𝛼;𝑥, 𝑦) получил нетривиальную оценку в малых дугах
m(L 𝑏

𝑥 ) и асимптотическую формулу с остаточным членом в больших дугах M(L 𝑏
𝑥 ) при

𝑦 ⩾ 𝑥𝜃, 𝜃 =
63

64
+ 𝜀.

Пользуясь этими результатами, ему удалось решить тернарную задачу Гольдбаха с почти
равными слагаемыми, конкретно для количества решений диофантова уравнения вида

𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝3 = 𝑁,

⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑖 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐻, 𝐻 ⩾ 𝑁 𝜃, (1)

нашёл асимптотическую формулу.
Пан Чен-дон и Пан Чен-бьяо [4] на базе метода оценок тригонометрических сумм с просты-

ми числами И.М. Виноградова и новых теорем о плотности нулей 𝐿-рядов Дирихле в узких
прямоугольниках критической полосы разработали новый метод, с помощью которого дока-
зали для суммы вида 𝑆(𝛼;𝑥, 𝑦) нетривиальную оценку в малых дугах m(L 𝑏

𝑥 ) и формулу с
остаточным членом в больших дугах M(L 𝑏

𝑥 ) при условии

𝑦 ⩾ 𝑥𝜃, 𝜃 =
2

3
+ 𝜀.

В 1991 г. Т. Жан [5], используя метод Пан Чен-дона и Пан Чен-бьяо и оценку М. Ютилы [6]
о четвёртом моменте 𝐿-функций Дирихле, заменил показатель 𝜃 на

5

8
+ 𝜀.

Наилучший результат в этой задаче принадлежит Ж. Чаохуа [7]. Он доказал, что диофантово
уравнение (1) разрешимо с показателем

𝜃 =
7

12
+ 𝜀.

A. Baker [8] доказал: если 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 — ненулевые действительные числа, не одного знака,
причём хотя бы одно из отношений 𝜆𝑖/𝜆𝑗 иррационально, тогда для любого натурального 𝑛
существует бесконечно много простых чисел 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, удовлетворяющих неравенству

|𝜆1𝑝1 + 𝜆2𝑝2 + 𝜆3𝑝3| ⩽ (ln 𝑝)−𝑛, 𝑝 = max(𝑝1, 𝑝2, 𝑝3).

В процессе доказательства этого результата он воспользовавшись круговым методом и пове-
дением линейных тригонометрических сумм с простыми числами вида

S1(𝑏𝑖𝛼,𝑁) =
∑︁
𝑝⩽𝑁

𝑒(𝑏𝑖𝛼𝑝),

как в больших так и в малых дугах, при выполнении определенных условий исследовал раз-
решимость уравнения

𝑏1𝑝1 + 𝑏2𝑝2 + 𝑏3𝑝3 = 𝑁, (2)

в простых числах 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, где 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 и 𝑁 — целые числа (см. также [9]).
Основным результатом этой работы является теорема 1 об асимптотической формуле для

количества решений диофантова уравнения (2) при условии, что слагаемые 𝑏𝑖𝑝𝑖 почти равны, а
коэффициенты 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3 не превосходят произвольной фиксированной положительной степени
логарифма от числа 𝑁 .
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Теорема 1. Пусть 𝑏1, 𝑏2 𝑏3, 𝑁 — попарно взаимно простые натуральные числа, 𝑁 > 𝑁0,
𝐵1, 𝐵2, 𝐵3 — произвольные фиксированные положительные числа, 𝑏𝑖 ⩽ (ln𝑁)𝐵𝑖 , 𝐼(𝑁,𝐻) —
число решений диофантова уравнения

𝑏1𝑝1 + 𝑏2𝑝2 + 𝑏3𝑝3 = 𝑁,

⃒⃒⃒⃒
𝑏𝑖𝑝𝑖 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐻,

в простых числах 𝑝1, 𝑝2 и 𝑝3. Тогда при 𝐻 ⩾ (𝑏1𝑏2𝑏3)
4
3𝑁

2
3 (ln𝑁)60 справедлива асимптотиче-

ская формула:

𝐼(𝑁,𝐻) =
3G𝐺(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑁) 𝐻2

𝑏1𝑏2𝑏3 (ln𝑁)3
+𝑂

(︂
𝐻2 ln ln𝑁

𝑏1𝑏2𝑏3(ln𝑁)4

)︂
,

G𝐺(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑁) =
∏︁
𝑝

(︂
1 +

1

(𝑝− 1)3

)︂ ∏︁
𝑝|𝑏1𝑏2𝑏3𝑁

(︂
1− 1

𝑝2 − 3𝑝+ 3

)︂
.

С помощью кругового метода Харди, Литтлвуда, Рамануджана в форме тригонометриче-
ских сумм И. М. Виноградова для аддитивных задач с почти равными слагаемыми и почти
пропорциональными слагаемыми [10, 11, 12, 13, 14] доказательство теорема 1 сведено к трём
следующим задачам:

� вывод асимптотической формулы для коротких линейных тригонометрических сумм с
простыми числами вида

𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝑏𝛼𝑛),

в малых окрестностях центра больших дуг M(L 𝑐1);

� нахождение нетривиальных оценок сумм 𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) в больших дугах M(L 𝑐1
𝑥 ), кроме

малых окрестностей их центров;

� получение нетривиальных оценок сумм 𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) в малых дугах m(L 𝑐1
𝑥 ).

Эти задачи решены в теоремах 2 и 3.

Теорема 2. Пусть 𝑥 ⩾ 𝑥0, 𝐴, 𝐵, 𝑐1 и 𝑐2 — абсолютные постоянные числа, 𝑐2 ⩽ 𝑐1,
𝑏 — натуральное число, 𝑏 ⩽ L 𝐵

𝑥 ,

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏
, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ ℎ, ℎ = L 𝑐1

𝑥 , 𝜏 =
𝑦2

𝑥L 𝑐2
𝑥
.

Тогда при 𝑦 ⩾ 𝑥
5
8 𝑏ℎL 2,25𝐴+81

𝑥 справедливо равенство

𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) =
𝜇
(︁

𝑞
(𝑏,𝑞)

)︁
𝜙
(︁

𝑞
(𝑏,𝑞)

)︁G𝑛𝜋𝑏𝜆𝑦
𝜋𝑏𝜆

𝑒
(︁
𝑏𝜆
(︁
𝑥− 𝑦

2

)︁)︁
+𝑂

(︀
𝑦L −𝐴

𝑥

)︀
.

Теорема 2 доказывается методом работы [16], где, воспользовавшись вторым моментом
𝐿-функций Дирихле на критической прямой для суммы

𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝛼𝑛𝑘)
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в больших дугах M(L 𝑏
𝑥 ), 𝜏 = 𝑦5𝑥−2L −𝑏1

𝑥 , за исключением малой окрестности их центров

|𝛼− 𝑎
𝑞 | >

(︀
2𝜋𝑘2𝑥𝑘−2𝑦2

)︀−1
, при 𝑦 ⩾ 𝑥

1− 1
2𝑘−1+𝜂𝑘 L 𝑐𝑘

𝑥 ,

𝜂𝑘 =
2

4𝑘 − 5 + 2
√︀

(2𝑘 − 2)(2𝑘 − 3)
, 𝑐𝑘 =

2𝐴+ 22 +
(︁
2
√
2𝑘−3√
2𝑘−2

− 1
)︁
𝑏1

2
√︀
(2𝑘 − 2)(2𝑘 − 3)− (2𝑘 − 3)

,

получена нетривиальная оценка вида

𝑆𝑘(𝛼;𝑥, 𝑦)≪
𝑦

L 𝐴
𝑥

,

где 𝐴, 𝑏1, 𝑏 — произвольные фиксированные положительные числа, а в малой окрестности
центров больших дуг доказана асимптотическая формула (см. также [10, 13]).

Теорема 3. Пусть 𝑥 ⩾ 𝑥0, 𝐴 — абсолютная постоянная, 𝑦 ⩾ 𝑏𝑥
2
3 L

8
3
𝐴+52

𝑥 , 𝑏 — нату-
ральное число,

𝛼 =
𝑎

𝑞
+

𝜃

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1, 𝑏L 4𝐴+82

𝑥 < 𝑞 ⩽
𝑦2

𝑥
L −4𝐴−82

𝑥 , |𝜃| ⩽ 1.

Тогда справедлива оценка

𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦)≪
𝑦

L 𝐴
𝑥

.

Теорема 3 доказывается методом работы [17], где нетривиальная оценка суммы 𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦)

в малых дугах m(L
32(𝐴+20)
𝑥 ) при 𝑦 ⩾ 𝑥

4
5 L 8𝐴+151

𝑥 и 𝜏 = 𝑦5

𝑥2 L
−32(𝐴+20)
𝑥 получена методом оценок

сумм с простыми числами И. М. Виноградова в сочетании с методами работ [18, 19, 20, 21].
Основными утверждениями, позволившими получить оценку 𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦), являются нетриви-
альные оценки двойных сумм на малых дугах, соответственно имеющих “длинную” сплошную
сумму и, имеющих близкие по порядку суммы, составляющие двойную сумму.

Обозначения. 𝑁 > 𝑁0 – натуральное число, 𝜀 — произвольное положительное число, не
превосходящее 0.00001, 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑛) — наибольшая степень простого числа 𝑝, делящего целое число
𝑛, то есть 𝑝𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑛)‖𝑛; L𝑥 = ln𝑥,

𝑆(𝑎, 𝑞) =

𝑞∑︁
𝑚=1

𝑒

(︂
𝑎𝑚𝑛

𝑞

)︂
, 𝛾𝑛(𝜆;𝑥, 𝑦) =

∫︁ 0,5

−0,5
𝑒
(︁
𝜆
(︁
𝑥− 𝑦

2
+ 𝑦𝑢

)︁𝑛)︁
𝑑𝑢.

2. Вспомагательные леммы

Лемма 1. [22]. Пусть 𝜒𝑞 — примитивный характер по модулю 𝑞. Тогда

𝜏(𝜒̄𝑞)𝜒𝑞(𝑛) =

𝑞∑︁
𝑚=1

𝜒̄𝑞(𝑚)𝑒

(︂
𝑚𝑛

𝑞

)︂
,

где

𝜏(𝜒𝑞) =

𝑞∑︁
𝑚=1

𝜒𝑞(𝑚)𝑒

(︂
𝑚

𝑞

)︂
, |𝜏(𝜒𝑞)| =

√
𝑞.

Лемма 2. [23]. Пусть 2 ⩽ 𝑇0 ⩽ 𝑥, 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 — нетривиальные нули функции 𝐿(𝑠, 𝜒).
Тогда

𝜓(𝑥, 𝜒) = 𝐸0𝑥−
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝑥𝜌

𝜌
+𝑅(𝑥, 𝑇0, 𝜒), 𝑅(𝑥, 𝑇0, 𝜒)≪

𝑥L 2
𝑥

𝑇0
,

где 𝐸0 = 1, если 𝜒 = 𝜒0; 𝐸0 = 0, если 𝜒 ̸= 𝜒0.
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Лемма 3. [22]. Для любого 𝜀 > 0 существует 𝑐 = 𝑐(𝜀) такое, что если 𝜒1 — действи-
тельный характер по модулю 𝑞 и 𝛽1 — действительный нуль 𝐿(𝑠, 𝜒1), то

𝛽1 ⩽ 1− 𝑐(𝜀)

𝑞𝜀
.

Лемма 4. [24]. Пусть действительная функция — 𝑓(𝑢), и монотонная функция — 𝑔(𝑢)
удовлетворяют условиям: 𝑓 ′(𝑢) — монотонна, |𝑓 ′(𝑢)| ⩾ 𝑚1 > и |𝑔(𝑢)| ⩽𝑀 . Тогда справедлива
оценка: ∫︁ 𝑏

𝑎
𝑔(𝑢)𝑒(𝑓(𝑢))𝑑𝑢≪ 𝑀

𝑚1
.

Лемма 5. [25]. При подходящем 𝑐 > 0 функция 𝐿(𝑠, 𝜒), 𝑠 = G𝑔𝑚𝑎+ 𝑖𝑡 не имеет нулей в
области

G𝑔𝑚𝑎 ⩾ 1− 𝛿(𝑞, 𝑡), 𝛿(𝑞, 𝑡) =
𝑐

max(ln 𝑞, ln3/4(|𝑡|+ 3) ln3/4 ln(|𝑡|+ 3))
,

для всех характеров 𝜒 по mod𝑞, за исключением, быть может простого действительного
нуля 𝛽1 у 𝐿–функции, определенной исключительным характером 𝜒1.

Лемма 6. Пусть 𝜀 сколь угодна малая положительная постоянная, 𝐴 — произвольное
фиксированное положительные число, 𝑇

7
22

+𝜀 ⩽ 𝐻 ⩽ 𝑇 и 𝑞 ⩽ ln𝐴 𝑇 , тогда справедливы оценки∑︁
𝜒mod𝑞

(𝑁(𝑢, 𝑇 +𝐻,𝜒)−𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒))≪ (𝑞𝐻)𝑐(1−𝑢)(ln 𝑞𝐻)33,

где 𝑐 = 2, 4, если 1
2 ⩽ 𝛼 ⩽ 2

3 или 5
6 ⩽ 𝛼 ⩽ 1; и 𝑐 = 8

3 , если
2
3 < 𝛼 < 5

6 .

Эта лемма доказывается методом работы [26]

Лемма 7. [27]. При 𝑥 ⩾ 2 имеем∑︁
𝑛⩽𝑥

𝜏𝑘𝑟 (𝑛)≪ 𝑥 (ln𝑥)𝑟
𝑘−1 , 𝑘 = 1, 2.

Лемма 8. [28] При вещественном 𝛼, подчинённом условиям

𝛼 =
𝑎

𝑞
+

𝜃

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝑁, |𝜃| ⩽ 1,

а) для суммы

𝑉𝑔 =

𝑔+𝑞′∑︁
𝑧=𝑔

min

(︂
𝑈,

1

‖𝛼𝑧‖

)︂
, 𝑞′ < 𝑞, 𝑈 > 0

имеем неравенство

𝑉𝑔 ≪ 𝑈 + 𝑞 ln 𝑞,

б) а для суммы

𝑉 =
∑︁

0<𝑧⩽0,5𝑞

1

‖𝛼𝑧‖

имеем неравенство

𝑉 ≪ 𝑞 ln 𝑞.
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Лемма 9. [18]. Пусть 𝑓(𝑛) — произвольная комплекснозначная функция, 𝑢1 ⩽ 𝑥, 𝑟 ⩾ 1,

𝐶𝑘
𝑟 =

𝑟!

𝑘!(𝑟 − 𝑘)!
, 𝜆(𝑛) =

∑︁
𝑑∖𝑛, 𝑑⩽𝑢1

𝜇(𝑛).

Тогда имеет место тождество:

∑︁
𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝑓(𝑛) =

𝑟∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1𝐶𝑘
𝑟

∑︁
𝑚1⩽𝑢1

𝜇(𝑚1) · · ·
∑︁

𝑚𝑘⩽𝑢1
𝑚1···𝑚𝑘𝑛1···𝑛𝑘⩽𝑥

𝜇(𝑚𝑘)
∑︁
𝑛1

· · ·
∑︁
𝑛𝑘

ln𝑛1𝑓(𝑚1𝑛1 · · ·𝑚𝑘𝑚𝑘)+

+ (−1)𝑟
∑︁

𝑛1⩾𝑢1

𝜆(𝑛1) · · ·
∑︁

𝑛𝑟⩾𝑢1
𝑚1···𝑚𝑘𝑛1···𝑛𝑘⩽𝑥

𝜆(𝑛𝑟)
∑︁
𝑚

Λ(𝑚)𝑓(𝑛1 · · ·𝑛𝑟𝑚).

Лемма 10. [29]. Пусть 𝑦 ⩾ 𝑥
7
12

+𝜀, тогда справедлива асимптотическая формула

𝜋(𝑥)− 𝜋(𝑥− 𝑦) = 𝑦

ln𝑥
+𝑂

(︂
𝑦

ln2 𝑥

)︂
.

3. Поведение специальных коротких линейных тригонометриче-
ских сумм с простыми числами в больших дугах

В этом пункте докажем теорему 2 о поведении тригонометрической суммы

𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝑏𝛼𝑛),

в больших дугах M(L 𝑐1
𝑥 ), 𝜏 = 𝑦2𝑥−1L −𝑐2

𝑥 , где 𝑐1, 𝑐2 — произвольные фиксированные положи-
тельные числа.

3.1. Доказательство теоремы 2

Не ограничивая общности, будем считать, что

𝑦 = 𝑥
5
8 𝑏ℎL 2,25𝐴+81

𝑥 . (3)

Для удобства с помощью обозначений 𝑞1 =
𝑞

(𝑏, 𝑞)
и 𝑏1 =

𝑏

(𝑏, 𝑞)
чисел 𝑞 и 𝑏 представим в виде

𝑏 = 𝑏1(𝑏, 𝑞), 𝑞 = 𝑞1(𝑏, 𝑞), 1 ⩽ 𝑞1 ⩽ 𝑞, (𝑏1, 𝑞1) = 1.

Пользуясь свойством ортогональности характеров, затем леммой 1, находим

𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) =

𝑞1∑︁
𝑘=1

𝑒

(︂
𝑎𝑏1𝑘

𝑞1

)︂ ∑︁
𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝑒 (𝑏𝜆𝑛)
1

𝜙(𝑞1)

∑︁
𝜒 mod 𝑞1

𝜒(𝑘)𝜒(𝑛) +𝑂(L 2
𝑥 ) =

=
1

𝜙(𝑞1)

∑︁
𝜒 mod 𝑞1

𝑞1∑︁
𝑘=1

𝜒(𝑘)𝑒

(︂
𝑎𝑏1𝑘

𝑞1

)︂ ∑︁
𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝜒(𝑛)𝑒(𝑏𝜆𝑛) +𝑂(L 2
𝑥 ) =

=
1

𝜙(𝑞1)

∑︁
𝜒 mod 𝑞1

𝜒(𝑎𝑏1)𝜏(𝜒)
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝜒(𝑛)𝑒(𝑏𝜆𝑛) +𝑂(L 2
𝑥 ) (4)
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Применяя преобразование Абеля в интегральной форме, имеем:∑︁
𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝜒(𝑛)𝑒(𝑏𝜆𝑛) =−
∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝜓(𝑢, 𝜒)𝑑𝑒(𝑏𝜆𝑢) + 𝑒(𝑏𝜆𝑥)𝜓(𝑥, 𝜒)− 𝑒(𝑏𝜆(𝑥− 𝑦))𝜓(𝑥− 𝑦, 𝜒).

Пользуясь леммой 2 при 𝑇0 =
(︀
𝑥𝑦−1 + |𝑏𝜆|𝑥

)︀
𝑞

1
2
1 L 𝐴+3

𝑥 , найдём

∑︁
𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝜒(𝑛)𝑒(𝑏𝜆𝑛) = −
∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦

⎛⎝𝐸0𝑢−
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝑢𝜌

𝜌

⎞⎠ 𝑑𝑒(𝑏𝜆𝑢)+

+ 𝑒(𝑏𝜆𝑥)

⎛⎝𝐸0𝑥−
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝑥𝜌

𝜌

⎞⎠− 𝑒(𝑏𝜆(𝑥− 𝑦))
⎛⎝𝐸0(𝑥− 𝑦)−

∑︁
|𝛾|⩽𝑇0

(𝑥− 𝑦)𝜌

𝜌

⎞⎠
−
∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑅(𝑢, 𝑇0)2𝜋𝑖𝑏𝜆𝑒(𝑏𝜆𝑢)𝑑𝑢+ 𝑒(𝑏𝜆𝑥)𝑅(𝑥, 𝑇0)− 𝑒(𝑏𝜆(𝑥− 𝑦))𝑅(𝑥− 𝑦, 𝑇0).

Применяя к первому интегралу формулу интегрирования по частям и, пользуясь оценкой для
𝑅(𝑢, 𝑇0) из леммы 2, находим

∑︁
𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝜒(𝑛)𝑒(𝑏𝜆𝑛) =𝐸0

∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑒(𝑏𝜆𝑢)𝑑𝑢−

∑︁
|𝛾|⩽𝑇0

∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦

𝑢𝜌−1

𝜌
𝑒(𝑏𝜆𝑢)𝑑𝑢+𝑂

(︃
𝑦

𝑞
1
2 L 𝐴+1

𝑥

)︃
=

=𝐸0
G𝑛𝜋𝑏𝜆𝑦

𝜋𝑏𝜆
𝑒
(︁
𝑏𝜆
(︁
𝑥− 𝑦

2

)︁)︁
−
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝐼(𝜌, 𝑏𝜆) +𝑂

⎛⎝ 𝑦

𝑞
1
2
1 L 𝐴+1

𝑥

⎞⎠ ,

𝐼(𝜌, 𝑏𝜆) =

∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑢𝛽−1𝑒

(︁
𝑏𝜆𝑢+

𝛾

2𝜋
ln𝑢
)︁
𝑑𝑢.

Отсюда и из (4) для 𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦), найдём следующее выражение:

𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) =
𝜇(𝑞1)

𝜙(𝑞1)

G𝑛𝜋𝑏𝜆𝑦

𝜋𝑏𝜆
𝑒
(︁
𝑏𝜆
(︁
𝑥− 𝑦

2

)︁)︁
−𝑊 (𝑏𝛼;𝑥, 𝑦)− 𝐸1𝑊1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) +𝑂(𝑦L −𝐴

𝑥 ), (5)

𝑊 (𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) =
1

𝜙(𝑞1)

∑︁
𝜒 mod 𝑞1

𝜒(𝑎𝑏1)𝜏(𝜒)
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝜌 ̸=𝛽1

𝐼(𝜌, 𝑏𝜆),

𝑊1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) =
𝜒1(𝑎𝑏)𝜏(𝜒1)

𝜙(𝑞1)
𝐼(𝛽1, 𝑏𝜆),

где 𝐸1 = 1, если по модулю 𝑞1 существует действительный характер 𝜒1 такой, что 𝐿(𝑠, 𝜒1)
имеет действительный нуль 𝛽1,

𝛽1 ⩾ 1− 𝑐

ln 𝑞
,

и 𝐸1 = 0 в противном случае.

3.2. Оценка |𝑊1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦)|

Воспользовавшись тривиальными оценками суммы 𝜏(𝜒1) и интеграла 𝐼(𝛽1, 𝜆), найдём

|𝑊1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦)| =
⃒⃒⃒⃒
𝜏(𝜒1)

𝜙(𝑞1)

∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦

𝑢𝛽1−1

𝛽1
𝑒(𝑏𝜆𝑢)𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
≪ 𝑦𝑥𝛽1−1.
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Согласно лемме 3, имея в виду, что 𝑞1 < 𝑞 ⩽ L 𝑐1
𝑥 , при 𝜀 = (2𝑐1)

−1, имеем

𝑥𝛽1−1 = exp ((𝛽1 − 1)L𝑥)) ⩽ exp

(︂
−𝑐(𝜀)L𝑥

𝑞𝜀

)︂
⩽ exp

(︂
−𝑐(𝜀)L𝑥

L 𝑏𝜀
𝑥

)︂
= exp(−𝑐(𝜀)

√︀
L𝑥).

Следовательно

|𝑊1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ 𝑦 exp
(︁
−𝑐(𝜀)

√︀
L𝑥

)︁
≪ 𝑦L −𝐴

𝑥 . (6)

3.3. Преобразование |𝑊 (𝑏𝛼;𝑥, 𝑦)|

Переходя к оценкам, имеем

|𝑊 (𝑏𝛼;𝑥, 𝑦)| ⩽ 1

𝜙(𝑞1)

∑︁
𝜒 mod 𝑞1

|𝜏(𝜒̄)||W(𝑏𝜆, 𝜒)|, W(𝑏𝜆, 𝜒) =
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝜌 ̸=𝛽1

|𝐼(𝜌, 𝑏𝜆)| , (7)

где 𝛽1 — действительный нуль, если по модулю 𝑞1 существует действительный характер 𝜒1

такой, что 𝐿(𝑠, 𝜒1) имеет действительный нуль 𝛽1 ⩾ 1− 𝑐
ln 𝑞 . Сумму |𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| оценим в случае

𝜆 ⩾ 0. Случай 𝜆 ⩽ 0, сводится к случаю 𝜆 ⩾ 0 с помощью соотношения

W(𝑏𝜆, 𝜒) =
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝜌 ̸=𝛽1

⃒⃒⃒
𝐼(𝜌, 𝑏𝜆)

⃒⃒⃒
=
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝜌 ̸=𝛽1

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑢𝛽−1𝑒

(︂
−𝑏𝜆𝑢− 1

2𝜋
𝛾 ln𝑢

)︂
𝑑𝑢

⃒⃒⃒⃒
=

=
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝜌 ̸=𝛽1

|𝐼(𝜌,−𝑏𝜆)| =
∑︁

|𝛾|⩽𝑇0

𝜌̸=𝛽1

|𝐼(𝜌,−𝑏𝜆)| = W(−𝑏𝜆, 𝜒),

Воспользовавшись леммой 4, при 𝑀 = 𝑥𝛽−1, 𝑓(𝑢) = 𝑏𝜆𝑢 + 𝛾
2𝜋 ln𝑢 и 𝑚1 = min 𝑓 ′(𝑢), оценим

тригонометрический интеграл 𝐼(𝜌, 𝑏𝜆). Найдём

|𝐼(𝜌, 𝜆)| ⩽ 𝑥𝛽−1

min |𝑓 ′(𝑢)|
=

𝑥𝛽

min |𝑥𝑓 ′(𝑢)|
, 𝑓 ′(𝑢) = 𝑏𝜆+

𝛾

2𝜋𝑢
=
𝛾 + 2𝜋𝑘𝑏𝜆𝑢

2𝜋𝑢
.

Отсюда и из тривиальной оценки

|𝐼(𝜌, 𝑏𝜆)| ⩽
∫︁ 𝑥

𝑥−𝑦
𝑢𝛽−1𝑑𝑢 ⩽ 𝑦𝑥𝛽−1,

получим

|𝐼(𝜌, 𝑏𝜆)| ⩽ 𝑥𝛽 min

(︂
𝑦

𝑥
,

1

min |𝑥𝑓 ′(𝑢)|

)︂
.

Эту оценку, пользуясь соотношением

|𝑥𝑓 ′(𝑢)| = |𝛾 + 2𝜋𝑘𝑏𝜆𝑢| 𝑥
2𝜋𝑢

⩾
1

2𝜋
|𝛾 + 2𝜋𝑘𝑏𝜆𝑢|,

представим в виде

|𝐼(𝜌, 𝑏𝜆)| ≪ 𝑥𝛽 min

(︂
𝑦

𝑥
,

1

min |𝛾 + 2𝜋𝑘𝑏𝜆𝑢|

)︂
. (8)

Подставляя эту оценку и оценку суммы 𝜏(𝜒) в (7), а затем пользуясь соотношением
𝑞1/𝜙(𝑞1)≪ ln ln 𝑞1, получим

|𝑊 (𝑏𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪
√
𝑞1

𝜙(𝑞1)

∑︁
𝜒 mod 𝑞1

W(𝑏𝜆, 𝜒)≪ lnL𝑥√
𝑞1

∑︁
𝜒 mod 𝑞1

W(𝑏𝜆, 𝜒). (9)
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Все нетривиальные нули 𝜌 = 𝛽+𝑖𝛾 функции 𝐿(𝑠, 𝜒) с условием |𝛾| ⩽ 𝑇0 разобьём на множества

𝐷1 =

{︂
𝜌 : −𝑇0 ⩽ 𝛾 < −2𝜋𝑏𝜆𝑥− 𝑥

𝑦

}︂
,

𝐷2 =

{︂
𝜌 : −2𝜋𝑏𝜆𝑥− 𝑥

𝑦
⩽ 𝛾 ⩽ −2𝜋𝑏𝜆(𝑥− 𝑦) + 𝑥

𝑦

}︂
,

𝐷3 =

{︂
𝜌 : −2𝜋𝑏𝜆(𝑥− 𝑦) + 𝑥

𝑦
< 𝛾 ⩽ 𝑇0

}︂
.

Обозначая сумму модулей сумма модулей интеграла 𝐼(𝜌, 𝑏𝜆) по нулям 𝜌, принадлежащим
множеству 𝐷𝑗 , через W𝑗(𝑏𝜆, 𝜒), 𝑗 = 1, 2, 3, представим сумму W(𝑏𝜆, 𝜒) в (7) в виде:

W(𝑏𝜆, 𝜒) = W1(𝑏𝜆, 𝜒) +W2(𝑏𝜆, 𝜒) +W3(𝜒, 𝑏𝜆). (10)

3.3.1. Преобразование W1(𝑏𝜆, 𝜒)

Ко всем членам неравенства, с помощью которых определяется множество 𝐷1, прибавляя
слагаемое 2𝜋𝑏𝜆𝑢, 𝑥− 𝑦 ≤ 𝑢 ⩽ 𝑥, получим

𝐷1 =

{︂
𝜌 : −𝑇0 + 2𝜋𝑏𝜆𝑢 ⩽ 𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆𝑢 < −2𝜋𝑏𝜆𝑥+ 2𝜋𝑏𝜆𝑢− 𝑥

𝑦

}︂
.

Функция 2𝜋𝑏𝜆𝑢 в интервале 𝑥−𝑦 ≤ 𝑢 ⩽ 𝑥 монотонно возрастает, поэтому для правой границы
множества 𝐷1, имеем

−2𝜋𝑏𝜆𝑥+ 2𝜋𝑏𝜆𝑢− 𝑥

𝑦
⩽ −𝑥

𝑦
.

Следовательно, если 𝜌 ∈ 𝐷1, то выполняется неравенство 𝛾+2𝜋𝑏𝜆𝑢 < −𝑥
𝑦 , поэтому в интервале

𝑥− 𝑦 ⩽ 𝑢 ⩽ 𝑥 для монотонно возрастающей функции 𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆𝑢 справедливо соотношение

min |𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆𝑢| = −max(𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆𝑢) = −𝛾 − 2𝜋𝑏𝜆𝑥 ⩾
𝑥

𝑦
, если 𝜌 ∈ 𝐷1.

Отсюда и из второй оценки (8), найдём

W1(𝑏𝜆, 𝜒)≪
∑︁
𝜌∈𝐷1

𝑥𝛽

−𝛾 − 2𝜋𝑏𝜆𝑥
.

Все нетривиальные нули в множестве

𝐷1 =

{︂
𝜌 : −𝑇0 ⩽ 𝛾 < −2𝜋𝑏𝜆𝑥− 𝑥

𝑦

}︂
=

{︂
𝜌 :

𝑥

𝑦
⩽ −𝛾 − 2𝜋𝑏𝜆𝑥 < 𝑇0 − 2𝜋𝑏𝜆𝑥

}︂
,

разобьём на классы 𝐷11, . . . , 𝐷1𝑟, 𝑟 ≪ 𝑇0𝑥
−1𝑦, в класс 𝐷1𝑛 отнесём те нули 𝜌, для которых

выполняется условие:

𝑛𝐻 < −𝛾 − 2𝜋𝑏𝜆𝑥 ⩽ (𝑛+ 1)𝐻, 𝐻 =
𝑏ℎ𝑥

𝑞1𝑦
, 1 ⩽ 𝑛 ⩽ 𝑟.

Следовательно

W1(𝑏𝜆, 𝜒)≪
𝑟∑︁

𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷1𝑛

𝑥𝛽

−𝛾 − 2𝜋𝑏𝜆𝑥
⩽

1

𝐻

𝑟∑︁
𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷1𝑛

𝑥𝛽

𝑛
⩽

⩽
L𝑥

𝐻
max
1⩽𝑛⩽𝑟

∑︁
𝜌∈𝐷1𝑛

𝑥𝛽 ⩽
L𝑥

𝐻
max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝐻<𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽.
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3.3.2. Преобразование W3(𝜒, 𝑏𝜆)

Ко всем членам неравенства, с помощью которых определяется множество 𝐷3, прибавляя
слагаемое 2𝜋𝑏𝜆𝑢, 𝑥− 𝑦 ≤ 𝑢 ⩽ 𝑥, получим

𝐷3 =

{︂
𝜌 : 2𝜋𝑏𝜆𝑢− 2𝜋𝑏𝜆(𝑥− 𝑦) + 𝑥

𝑦
< 𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆𝑢 ⩽ 𝑇0 + 2𝜋𝑏𝜆𝑢

}︂
.

Функция 2𝜋𝑏𝜆𝑢 в отрезке 𝑥 − 𝑦 ≤ 𝑢 ⩽ 𝑥 монотонно возрастает, поэтому на левой границе
множества 𝐷3, имеет место неравенство

2𝜋𝑏𝜆𝑢− 2𝜋𝑏𝜆(𝑥− 𝑦) + 𝑥

𝑦
⩾
𝑥

𝑦
.

Отсюда следует, что если 𝜌 ∈ 𝐷3, то имеет место неравенство 𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆𝑢 > 𝑥
𝑦 . Следователь-

но в отрезке 𝑥 − 𝑦 ⩽ 𝑢 ⩽ 𝑥 для монотонно возрастающей функции 𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆𝑢 справедливо
неравенство

min |𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆𝑢| = min(𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆𝑢) = 𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆(𝑥− 𝑦) ⩾ 𝑥

𝑦
, при 𝜌 ∈ 𝐷3.

Отсюда и из второй оценки (8), находим

W3(𝜒, 𝑏𝜆)≪
∑︁
𝜌∈𝐷3

𝑥𝛽

𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆(𝑥− 𝑦)
.

Все нетривиальные нули в множестве

𝐷3 =

{︂
𝜌 :

𝑥

𝑦
⩽ 𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆(𝑥− 𝑦) < 𝑇0 + 2𝜋𝑏𝜆(𝑥− 𝑦)

}︂
,

разобьём на классы 𝐷31, . . . , 𝐷3𝑟, 𝑟 ≪ 𝑇0𝐻
−1, в класс 𝐷3𝑛 отнесём те нули 𝜌, для которых

выполняется условие:

𝑛𝐻 < 𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆(𝑥− 𝑦) ⩽ (𝑛+ 1)𝐻, 𝐻 =
𝑏ℎ𝑥

𝑞1𝑦
, 1 ⩽ 𝑛 ⩽ 𝑟.

Следовательно

W3(𝜒, 𝑏𝜆)≪
𝑟∑︁

𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷3𝑛

𝑥𝛽

𝛾 + 2𝜋𝑏𝜆(𝑥− 𝑦)
⩽

1

𝐻

𝑟∑︁
𝑛=1

∑︁
𝜌∈𝐷3𝑛

𝑥𝛽

𝑛
⩽

L𝑥

𝐻
max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝐻<𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽.

3.3.3. Преобразование W2(𝑏𝜆, 𝜒)

Представляя множество 𝐷2 в виде

𝐷2 =

{︂
𝜌 : −2𝜋𝑏𝜆𝑥− 𝑥

𝑦
⩽ 𝛾 ⩽ −2𝜋𝑏𝜆(𝑥− 𝑦) + 𝑥

𝑦

}︂
=

=

{︂
𝜌 : 𝑇1 − 2𝜋𝑏𝜆𝑦 − 2𝑥

𝑦
⩽ −𝛾 ⩽ 𝑇1

}︂
, 𝑇1 = 2𝜋𝑏𝜆𝑥+

𝑥

𝑦
⩽ 𝑇0,

и имея в виду, что для длины множества 𝐷2 при |𝜆| ⩽
1

𝑞1𝜏
, 𝜏 =

𝑦2

𝑥L 𝑐2
𝑥

и 𝑐2 ⩽ 𝑐1, выполняется

неравенство

2𝜋𝑏𝜆𝑦 +
2𝑥

𝑦
⩽

2𝜋𝑏𝑦

𝑞1𝜏
+

2𝑥

𝑦
=

2𝜋𝑏ℎ𝑥

𝑞1𝑦
· L

𝑐2
𝑥

ℎ
+

2𝑥

𝑦
≪ 𝑏𝑥ℎ

𝑞1𝑦
= 𝐻,

и пользуясь тривиальной оценкой тригонометрического интеграла 𝐼(𝜌, 𝑏𝜆), то есть первой
оценкой (8), получим

W2(𝑏𝜆, 𝜒) ⩽
∑︁
𝜌∈𝐷2

|𝐼(𝜌, 𝑏𝜆)| ≪ 𝑦

𝑥

∑︁
𝜌∈𝐷2

𝑥𝛽 ⩽
𝑦

𝑥
max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝐻⩽−𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽 ≪ 𝑦

𝑥
max
|𝑇 |⩽𝑇0

∑︁
𝑇−𝐻⩽𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽.
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3.4. Сведение оценки 𝑊 (𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) к минимизации A1 и A2

Подставляя полученные оценки для W1(𝑏𝜆, 𝜒), W3(𝜒, 𝑏𝜆) и W3(𝜒, 𝑏𝜆) в (10), а потом в (9),
а затем, воспользовавшись соотношением

lnL𝑥√
𝑞1

(︂
L𝑥

𝐻
+
𝑦

𝑥

)︂
=

lnL𝑥√
𝑞1

(︂
𝑞1L𝑥

𝑏ℎ
+ 1

)︂
𝑦

𝑥
≪ 𝑦L 2

𝑥

𝑥
,

находим

|𝑊 (𝑏𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ lnL𝑥√
𝑞1

(︂
L𝑥

𝐻
+
𝑦

𝑥

)︂
W(𝑏𝜆, 𝜒)≪ 𝑦L 2

𝑥

𝑥
max
|𝑇 |⩽𝑇0

𝑉𝑞1 (𝑇,𝐻) , (11)

𝑉𝑞1(𝑇,𝐻) =
∑︁

𝜒 mod 𝑞1

∑︁
𝑇−𝐻<𝛾⩽𝑇

𝑥𝛽.

Сумму 𝑉𝑞1 = 𝑉𝑞1(𝑇,𝐻) оценим, воспользовавшись теоремой о плотности нулей 𝐿-рядов Дири-
хле в узких прямоугольниках критической полосы. Имеем

𝑉𝑞1 =
∑︁

𝜒 mod 𝑞1

∑︁
𝑇−𝐻<𝛾⩽𝑇

(︂
L𝑥

∫︁ 𝛽

0
𝑥𝑢𝑑𝑢+ 1

)︂
= L𝑥

∫︁ 1

0
𝑥𝑢

∑︁
𝜒 mod 𝑞1

∑︁
𝑇−𝐻<𝛾⩽𝑇

𝛽⩾𝑢

𝑑𝑢+
∑︁

𝜒 mod 𝑞1

∑︁
𝑇−𝐻<𝛾⩽𝑇

1

= L𝑥

∫︁ 1

0
𝑥𝑢

∑︁
𝜒 mod 𝑞1

(𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑢, 𝑇 −𝐻,𝜒)) 𝑑𝑢+
∑︁

𝜒 mod 𝑞1

(𝑁(𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑇 −𝐻,𝜒)) .

Нетривиальные нули 𝜌 = 𝛽+ 𝑖𝛾 расположены симметрично относительно критической прямой
G𝑔𝑚𝑎 = 0.5. Воспользовавшись этим свойством нулей, правую часть последнего равенства
представим в виде

𝑉𝑞1(𝑇,𝐻) ⩽ L𝑥

∫︁ 1

0,5
𝑥𝑢

∑︁
𝜒 mod 𝑞1

(𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑢, 𝑇 −𝐻,𝜒)) 𝑑𝑢+

+

(︂√
𝑥L𝑥

2
+ 1

)︂ ∑︁
𝜒 mod 𝑞1

(𝑁(𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑇 −𝐻,𝜒)) ⩽

⩽ L𝑥 max
𝑢⩾0,5

𝑥𝑢
∑︁

𝜒 mod 𝑞1

(𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑢, 𝑇 −𝐻,𝜒))+

+

(︂√
𝑥L𝑥

2
+ 1

)︂ ∑︁
𝜒 mod 𝑞1

(𝑁(𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑇 −𝐻,𝜒)) ⩽

⩽ 2L𝑥 max
𝑢⩾0,5

𝑥𝑢
∑︁

𝜒 mod 𝑞1

(𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑢, 𝑇 −𝐻,𝜒)) .

Согласно лемме 5 функция 𝐿(𝑢+ 𝑖𝑡, 𝜒) не имеет нулей в области

𝑢 ⩾ 1− 𝛿(𝑞1, 𝑡), 𝛿(𝑞1, 𝑡) =
𝑐3

max
(︁
ln 𝑞1, (ln(𝑡+ 3) ln ln(𝑡+ 3))

3
4

)︁ ,
для всех характеров 𝜒mod𝑞1, за исключением, быть может простого действительного нуля
𝛽1 у 𝐿-функции, определенной исключительным характером 𝜒1. Поэтому, имея в виду, что
𝛿(𝑞1, 𝑇 ) ⩾ 𝛿(𝑞1, 𝑇0), найдём

𝑉𝑞1 (𝑇,𝐻) ⩽ 2L𝑥 max
0,5⩽𝑢⩽1−𝛿

𝑥𝑢
∑︁

𝜒 mod 𝑞1

(𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)−𝑁(𝑢, 𝑇 −𝐻,𝜒)) .
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Подставляя правую часть этого неравенства в (11), имеем

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ 𝑦L 3
𝑥

𝑥
max
|𝑇 |⩽𝑇0

max
0,5⩽𝑢⩽1−𝛿

𝑥𝑢
∑︁

𝜒 mod 𝑞1

(𝑁(𝑢, 𝑇, 𝜒)−𝑁 (𝑢, 𝑇 −𝐻,𝜒)) .

Из определения параметра 𝑇0, условия |𝜆| ⩽
1

𝑞1𝜏
, 𝜏 =

𝑦2

𝑥L 𝑐2
𝑥

и (3), находим

𝑇

𝐻3
⩽
𝑇0(𝑞1𝑦)

3

(𝑏𝑥ℎ)3
=

(𝑞1𝑦)
3

(𝑏𝑥ℎ)3

(︂
𝑥

𝑦
𝑞

1
2
1 + 𝑏𝑞

1
2
1 |𝜆|𝑥

)︂
L 𝐴+3

𝑥 ⩽
(𝑞1𝑦)

3

(𝑏𝑥ℎ)3

⎛⎝𝑥
𝑦
𝑞

1
2
1 +

𝑏𝑥

𝑞
1
2
1 𝜏

⎞⎠L 𝐴+3
𝑥 =

=

(︃
𝑞3,51 𝑦2

𝑏3𝑥2ℎ3
+
𝑞2,51 𝑦L 𝑐2

𝑥

𝑏2𝑥ℎ3

)︃
L 𝐴+3

𝑥 ⩽

(︂
ℎ0,5𝑦2

𝑏3𝑥2
+

𝑦L 𝑐2
𝑥

𝑏2𝑥ℎ0,5

)︂
L 𝐴+3

𝑥 ⩽ 1.

Таким образом, в последней сумме по 𝜒 mod 𝑞1 выполняется условие 𝑥
𝑦 ⩾ 𝑇

1
3 , и к этой сумме

можно применить теорему о плотности нулей в узких прямоугольных критической полосы
(лемму 6). Согласно этой лемме, имеем

|𝑊 (𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ 𝑦L 3
𝑥

𝑥
max

0,5⩽𝑢⩽1−𝛿
𝑥𝑢(𝑞1𝐻)𝑐(1−𝑢)(ln 𝑞𝐻)33 ≪ 𝑦L 36

𝑥

𝑥
max

0,5⩽𝑢⩽1−𝛿
𝑥𝑢
(︂
𝑏ℎ𝑥

𝑦

)︂𝑐(1−𝑢)

=

= 𝑏ℎL 36
𝑥

(︂
𝑏ℎ𝑥

𝑦

)︂𝑐−1

max
0,5⩽𝑢⩽1−𝛿

𝑥𝑢
(︁ 𝑦

𝑏ℎ𝑥

)︁𝑐𝑢
≪ A1 + A2 + A3, (12)

A1 = 𝑏ℎL 36
𝑥

(︂
𝑏ℎ𝑥

𝑦

)︂1,4

max
0,5⩽𝑢⩽ 2

3

𝑓1(𝑢), 𝑓1(𝑢) = 𝑥𝑢
(︁ 𝑦

𝑏ℎ𝑥

)︁2,4𝑢
> 0,

A2 = 𝑏ℎL 36
𝑥

(︂
𝑏ℎ𝑥

𝑦

)︂ 5
3

max
2
3
⩽𝑢⩽ 5

6

𝑓2(𝑢), 𝑓2(𝑢) = 𝑥𝑢
(︁ 𝑦

𝑏ℎ𝑥

)︁ 8
3
𝑢
> 0,

A3 = 𝑏ℎL 36
𝑥

(︂
𝑏ℎ𝑥

𝑦

)︂1,4

max
5
6
⩽𝑢⩽1−𝛿

𝑓1(𝑢).

3.5. Оценка A1

Воспользовавшись условиями 𝑞1 ⩽ ℎ, ℎ = L 𝑐2
𝑐 , 1 ⩽ 𝑏 ⩽ L 𝐵

𝑥 и (3), имеем

𝑓 ′1(𝑢) = 𝑓1(𝑢)
(︁
ln𝑥+ 2, 4 ln

(︁ 𝑦

𝑏ℎ𝑥

)︁)︁
= 2, 4𝑓1(𝑢) ln

(︂
𝑦

𝑏ℎ𝑥
7
12

)︂
> 0,

то есть 𝑓1(𝑢) монотонно возрастающая функция, поэтому пользуясь опять условием (3), имеем

A1 = 𝑏ℎL 36
𝑥

(︂
𝑏ℎ𝑥

𝑦

)︂1,4

𝑓1

(︂
2

3

)︂
= 𝑦

(︃
𝑥

5
8 𝑏ℎL 2,25𝐴+81

𝑥

𝑦

)︃ 4
5

𝑥−
1
30 L −1,8𝐴−28,8

𝑥 ≪ 𝑦L −𝐴
𝑥 .

3.6. Оценка A3

Пользуясь, как в случае оценки A1, монотонностью функции 𝑓1(𝑢), а затем условиями
𝑏 ⩽ L 𝐵

𝑥 , ℎ = L 𝑐2
𝑥 и (3), находим

A3 = 𝑏ℎL 36
𝑥

(︂
𝑏ℎ𝑥

𝑦

)︂1,4

𝑓1(1− 𝛿) = 𝑦

(︃
𝑥

5
8 𝑏ℎL 2,25𝐴+81

𝑥

𝑦

)︃ 12
5
𝛿

𝑥−0,1𝛿L 36−54𝐴𝛿−194,4𝛿
𝑥 ≪ 𝑦𝑥−0,1𝛿L 36

𝑥 .
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Воспользовавшись условиями |𝜆| ⩽ 1

𝑞1𝜏
, 𝜏 =

𝑦2

𝑥ℎ
, 𝑏 ⩽ L 𝐵

𝑥 , ℎ = L 𝑐1
𝑥 и (3), имеем

𝑇0 =

(︂
𝑥

𝑦
+ 𝑏𝜆𝑥

)︂
𝑞

1
2 L 𝐴+3

𝑥 ⩽

(︃
𝑞

1
2𝑥

𝑦
+

ℎ𝑥2

𝑞
1
2 𝑦2

)︃
L 𝐴+3

𝑥 ⩽

(︂
𝑥L 𝑐1

𝑥

𝑦
+
ℎ𝑥2

𝑦2

)︂
L 𝐴+3

𝑥 ⩽ 𝑥,

Пользуясь этим неравенством оценим снизу параметр 𝛿 = 𝛿(𝑞, 𝑇0). Имеем

𝛿(𝑞, 𝑇0) =
𝑐3

max
(︁
ln 𝑞, (ln(𝑇0 + 3) ln ln(𝑇0 + 3))

3
4

)︁ ⩾
𝑐3

max
(︁
𝑏 lnL𝑥, (L𝑥 lnL𝑥)

3
4

)︁ ⩾ 𝑐4L
−0,76
𝑥 .

Поэтому

A3 ≪ 𝑦 exp(−0, 1𝛿L𝑥) ·L 36
𝑥 ≪ 𝑦 exp(−0, 1𝑐4L 0,24

𝑥 ) ·L 36
𝑥 ≪ 𝑦L −𝐴

𝑥 .

3.7. Оценка A2

Воспользовавшись условиями 𝑞1 ⩽ ℎ, ℎ = L 𝑐1
𝑐 , 1 ⩽ 𝑏 ⩽ L 𝐵

𝑥 и (3), имеем

𝑓 ′2(𝑢) = 𝑓2(𝑢)

(︂
ln𝑥+

8

3
ln
(︁ 𝑦

𝑏ℎ𝑥

)︁)︂
=

8

3
𝑓2(𝑢) ln

(︂
𝑦

𝑏ℎ𝑥
5
8

)︂
⩾

8

3
𝑓2(𝑢) ln

(︂
𝑦

𝑥
5
8 L 𝐵+𝑐1

𝑥

)︂
> 0,

то есть 𝑓2(𝑢) монотонно возрастающая функция, поэтому пользуясь условием (3), имеем

A2 = 𝑏ℎ

(︂
𝑏ℎ𝑥

𝑦

)︂ 5
3

L 36
𝑥 𝑓2

(︂
5

6

)︂
= 𝑦

(︃
𝑥

5
8 𝑏ℎL 2,25𝐴+81

𝑥

𝑦

)︃ 4
9

L −𝐴
𝑥 ⩽ 𝑦L −𝐴

𝑥 .

Подставляя найденные оценки для сумм A1, A2 и A3 в (12), находим

|𝑊 (𝑏𝛼;𝑥, 𝑦)| ≪ 𝑦L −𝐴
𝑥 .

Из полученной оценки и оценки (6), имея в виду (5), получим утверждение теоремы.

4. Оценка специальных коротких линейных тригонометрических
сумм с простыми числами в малых дугах

Оценим сначала специальные короткие линейные двойные тригонометрические суммы с
“близкими” по порядку суммами, которые возникают при оценке специальных коротких ли-
нейных тригонометрических сумм с простыми числами вида 𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) в малых дугах.

4.1. Оценка специальных коротких линейных двойных тригонометрических
сумм с “близкими” по порядку суммами

Лемма 11. Пусть 𝑓(𝑚) и 𝑔(𝑛) – произвольные комплекснозначные функции, 𝑏 — нату-
ральное число, 𝑐 — абсолютная постоянная, |𝑓(𝑚)| ⩽ 𝜏𝑟(𝑚), |𝑔(𝑛)| ⩽ 𝜏𝑘(𝑛), 𝑦 < 𝑥L −1

𝑥 ,

𝑊 =
∑︁

𝑀<𝑚≤2𝑀

𝑓(𝑚)
∑︁

𝑁<𝑛≤2𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑛≤𝑥

𝑔(𝑛)𝑒(𝑏𝛼𝑚𝑛), 𝛼 =
𝑎

𝑞
+

𝜃

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1, |𝜃| ⩽ 1.
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Тогда при

𝑏L 4𝑐+2𝑟2+2𝑘2+4𝑘−2
𝑥 ⩽ 𝑞 ⩽

𝑦2

𝑥
L −4𝑐−2𝑟2−2𝑘2−4𝑘+2

𝑥 ,

𝑏𝑥

𝑦
L 2𝑐+𝑟2+𝑘2+2𝑘−1

𝑥 ⩽ 𝑁 ⩽
𝑦

𝑏
L −4𝑐−2𝑟2−2𝑘2−4𝑘+2

𝑥 ,

(13)

справедлива оценка
|𝑊 | ≪ 𝑦L −𝑐

𝑥 .

Доказательство. Далее, для удобства, не ограничивая общности, будем считать, что
𝑀𝑁 ≍ 𝑥. Возводя сумму 𝑊 в квадрат, применяя неравенство Коши и лемму 7, получим

|𝑊 |2 ≪
∑︁

𝑀<𝑚≤2𝑀

|𝑓(𝑚)|2
∑︁

𝑀<𝑚≤2𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ∑︁

𝑁<𝑛≤2𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑛≤𝑥

𝑔(𝑛)𝑒(𝑏𝛼𝑚𝑛)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
2

≪

≪
∑︁

𝑀<𝑚⩽2𝑀

𝜏2𝑟 (𝑚)
∑︁

𝑀<𝑚⩽2𝑀

∑︁
𝑁<𝑛≤2𝑁

𝑥−𝑦<𝑚𝑛1,𝑚𝑛2⩽𝑥

𝑔(𝑛1)𝑔(𝑛2)𝑒(𝑏𝛼𝑚(𝑛2 − 𝑛1))≪

≪𝑀L 𝑟2−1
𝑥

∑︁
𝑁<𝑛1,𝑛2⩽2𝑁

𝑔(𝑛1)𝑔(𝑛2)
∑︁

𝑀<𝑚⩽2𝑀
𝑥−𝑦<𝑚𝑛1,𝑚𝑛2⩽𝑥

(𝑏𝛼𝑚(𝑛2 − 𝑛1)).

Разбивая двойную сумму по 𝑛1 и 𝑛2 на три части, для которых соответственно выполняются
условия 𝑛1 < 𝑛2,𝑛1 = 𝑛2, 𝑛1 > 𝑛2, и воспользовавшись соотношением∑︁

𝑀<𝑚≤2𝑀

∑︁
𝑁<𝑛≤2𝑁

𝑥−𝑦<𝑚𝑛≤𝑥

|𝑔(𝑛)|2 ≪
∑︁

𝑥−𝑦<𝑡≤𝑥

∑︁
𝑚𝑛=𝑡

𝑀<𝑚≤2𝑀
𝑁<𝑛⩽2𝑁

𝜏2𝑘 (𝑛) ⩽
∑︁

𝑥−𝑦<𝑡≤𝑥

𝜏2𝑘+1(𝑡)≪ 𝑦L 𝑘(𝑘+2)
𝑥 ,

а также, имея в виду, что модули сумм соответственно с условиями 𝑛1 < 𝑛2 и 𝑛1 > 𝑛2 равны,
получим

|𝑊 |2 ≪𝑀L 𝑟2−1
𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ∑︁
𝑁<𝑛1⩽2𝑁

𝑔(𝑛1)
∑︁

0<𝑛2−𝑛1⩽2𝑁−𝑛1

𝑔(𝑛2)
∑︁

𝑀<𝑚⩽2𝑀
𝑥−𝑦<𝑚𝑛1,𝑚𝑛2⩽𝑥

𝑒(𝑏𝛼𝑚(𝑛2 − 𝑛1))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒+ 𝑦𝑀L 𝑟2+𝑘2+2𝑘−1

𝑥 .

Положим 𝑡 = 𝑛2 − 𝑛1 и 𝑛1 = 𝑛, тогда правая часть последнего неравенства принимает вид

|𝑊 |2 ≪𝑀L 𝑟2−1
𝑥 𝑊1 + 𝑦𝑀L 𝑟2+𝑘2+2𝑘−1

𝑥 , (14)

𝑊1 =
∑︁

𝑁<𝑛⩽2𝑁

𝜏𝑘(𝑛)
∑︁

0<𝑡≤2𝑁−𝑛

𝜏𝑘(𝑛+ 𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

∑︁
𝑀<𝑚≤2𝑀

𝑥−𝑦
𝑛

<𝑚≤ 𝑥
𝑛+𝑡

𝑒(𝑏𝛼𝑡𝑚)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ .

Из условия 𝑥−𝑦
𝑛 < 𝑚 ≤ 𝑥

𝑛+𝑡 находим

𝑡 ≤ 𝑥

𝑚
− 𝑛 < 𝑥

𝑚
− 𝑥− 𝑦

𝑚
=

𝑦

𝑚
<

𝑦

𝑀
.

С учётом последнего неравенства, суммируя по 𝑛, найдём

𝑊1 ≪
∑︁

𝑁<𝑛⩽2𝑁

𝜏𝑘(𝑛)
∑︁

0<𝑡⩽ 𝑦
𝑀

𝜏𝑘(𝑛+ 𝑡)min

(︂
𝑦

𝑁
,

1

‖𝛼𝑏𝑡‖

)︂
.
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Применяя дважды неравенство Коши и лемму 7, найдём

𝑊 2
1 ≪ 𝑁L 𝑘2−1

𝑥

∑︁
𝑁<𝑛⩽2𝑁

⎛⎝ ∑︁
0<𝑡⩽ 𝑦

𝑀

𝜏𝑘(𝑛+ 𝑡)min

(︂
𝑦

𝑁
,

1

‖𝛼𝑏𝑡‖

)︂⎞⎠2

≪

≪ 𝑦𝑁

𝑀
L 2𝑘2−2

𝑥

∑︁
𝑁<𝑛⩽2𝑁

∑︁
0<𝑡⩽ 𝑦

𝑀

min

(︂
𝑦

𝑁
,

1

‖𝛼𝑏𝑡‖

)︂2

≪

≪ 𝑦2𝑁

𝑀
L 2𝑘2−2

𝑥

∑︁
0<𝑡⩽ 𝑦

𝑀

min

(︂
𝑦

𝑁
,

1

‖𝛼𝑏𝑡‖

)︂
≪ 𝑦2𝑁

𝑀
L 2𝑘2−2

𝑥

∑︁
0<𝑡⩽ 𝑏𝑦

𝑀

min

(︂
𝑦

𝑁
,

1

‖𝛼𝑡‖

)︂
.

4.1.1. Оценка 𝑊 2
1 при

𝑏𝑦

𝑀
> 0.5𝑞

Разбивая интервал изменения 𝑡 на≪ 𝑏𝑦

𝑞𝑀
интервалов вида 𝑔 ⩽ ℎ ⩽ 𝑔+ 𝑞′, 𝑞′ < 𝑞, применяя

утверждение а) леммы 8, найдём

𝑊 2
1 ≪

𝑦2𝑁

𝑀
L 2𝑘2−2

𝑥 · 𝑏𝑦
𝑞𝑀

(︁ 𝑦
𝑁

+ 𝑞 ln 𝑞
)︁
≪
(︂
𝑏𝑦4

𝑞𝑀2
+
𝑏𝑦3𝑁

𝑀2

)︂
L 2𝑘2−1

𝑥 .

Подставляя эту оценку в (14) и воспользовавшись соотношением 𝑀𝑁 ≍ 𝑥, а также неравен-
ством 4𝑘2 − 24𝑘 + 69 > 2𝑘2 + 2𝑘, а затем условиями (13), получим

|𝑊 |4 ≪𝑀2L 2𝑟2−2
𝑥 𝑊 2

1 + 𝑦2𝑀2L 2𝑟2+2𝑘2+4𝑘−2
𝑥 ≪

≪𝑀2L 2𝑟2−2
𝑥

(︂
𝑏𝑦4

𝑞𝑀2
+
𝑏𝑦3𝑁

𝑀2

)︂
L 2𝑘2−1

𝑥 + 𝑦2𝑀2L 2𝑟2+2𝑘2+4𝑘−2
𝑥 ≪

≪
(︂
𝑏𝑦4

𝑞
+ 𝑏𝑦3𝑁

)︂
L 2𝑟2+2𝑘2−3

𝑥 +
𝑦2𝑥2

𝑁2
𝑀L 2𝑟2+2𝑘2+4𝑘−2

𝑥 ≪

≪ 𝑦4
(︂
𝑏

𝑞
+
𝑏𝑁

𝑦
+

𝑥2

𝑦2𝑁2

)︂
L 2𝑟2+2𝑘2+4𝑘−2

𝑥 ≪ 𝑦4L −4𝑐
𝑥 .

4.1.2. Оценка 𝑊 2
1 при

𝑏𝑦

𝑀
⩽ 0.5𝑞

Применяя утверждение б) 8, найдём

𝑊 2
1 ≪

𝑦2𝑁

𝑀
L 2𝑘2−2

𝑥 · 𝑞 ln 𝑞 ≪ 𝑦2𝑁𝑞

𝑀
L 2𝑘2−1

𝑥 .

Подставляя эту оценку в (14) и, воспользовавшись соотношением𝑀𝑁 ≍ 𝑥, а затем условиями
(13), получим

|𝑊 |4 ≪𝑀2L 2𝑟2−2
𝑥 𝑊 2

1 + 𝑦2𝑀2L 2𝑟2+2𝑘2+4𝑘−2
𝑥 ≪

≪𝑀2L 2𝑟2−2
𝑥 · 𝑦

2𝑁𝑞

𝑀
L 2𝑘2−1

𝑥 + 𝑦2𝑀2L 2𝑟2+2𝑘2+4𝑘−2
𝑥 ≪

≪ 𝑦2𝑥𝑞L 2𝑟2+2𝑘2−3
𝑥 +

𝑦2𝑥2

𝑁2
L 2𝑟2+2𝑘2+4𝑘−2

𝑥 ≪

≪ 𝑦4
(︂
𝑥𝑞

𝑦2
+

𝑥2

𝑦2𝑁2

)︂
L 2𝑟2+2𝑘2+4𝑘−2

𝑥 ≪ 𝑦4L −4𝑐
𝑥 .
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Лемма доказана.
Теперь, пользуясь этой леммой, найдём нетривиальную оценку тригонометрической суммы

𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝑏𝛼𝑛),

в малых дугах m
(︀
𝑏L 4𝐴+82

𝑥

)︀
, 𝜏 = 𝑦2𝑥−1L −4𝐴−82

𝑥 , где 𝐴 — произвольное фиксированное поло-
жительное число.

4.2. Доказательство теоремы 3

Имеем

𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝑏𝛼𝑛), 𝛼 =
𝑎

𝑞
+

𝜃

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1, |𝜃| ⩽ 1.

В лемме 9 возьмём 𝑟 = 3, 𝑢1 = 𝑥
1
3 и 𝑓(𝑛) = 𝑒(𝑏𝛼𝑛). Имеем

𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) =
3∑︁

𝑘=1

(−1)𝑘𝐶𝑘
3𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦, 𝑘), (15)

𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦, 𝑘) =
∑︁

𝑚1⩽𝑢1

𝜇(𝑚1) · · ·
∑︁

𝑚𝑘⩽𝑢1
𝑥−𝑦<𝑚1···𝑚𝑘𝑛1···𝑛𝑘⩽𝑥

𝜇(𝑚𝑘)
∑︁
𝑛1

· · ·
∑︁
𝑛𝑘

ln𝑛1𝑒(𝑏𝛼𝑚1𝑛1 · · ·𝑚𝑘𝑛𝑘).

Разобьём в 𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦, 𝑘) области изменения каждого 𝑚1, · · · ,𝑚𝑘, 𝑛1, · · · , 𝑛𝑘 на не более L𝑥

интервалов вида 𝑀𝑗 < 𝑚𝑗 ⩽ 2𝑀𝑗 , 𝑁𝑗 < 𝑛𝑗 ⩽ 2𝑁𝑗 , 𝑗 = 1, · · · , 𝑘. Получим

𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦, 𝑘) =

L 2𝑘
𝑥∑︁
Ŝ𝑘(𝑀,𝑁), (16)

Ŝ𝑘(𝑀,𝑁) =
∑︁

𝑀1<𝑚1⩽2𝑀1

𝜇(𝑚1) · · ·
∑︁

𝑀𝑘<𝑚𝑘⩽2𝑀𝑘
𝑥−𝑦<𝑚1···𝑚𝑘𝑛1···𝑛𝑘⩽𝑥

𝜇(𝑚𝑘)
∑︁

𝑁1<𝑛1⩽2𝑁1

· · ·
∑︁

𝑁𝑘<𝑛𝑘⩽2𝑁𝑘

ln𝑛1 𝑒(𝑏𝛼𝑚1𝑛1 · · ·𝑚𝑘𝑛𝑘) =

=

2𝑁1∫︁
1

∑︁
𝑀1<𝑚1⩽2𝑀1

𝜇(𝑚1) · · ·
∑︁

𝑀𝑘<𝑚𝑘⩽2𝑀𝑘
𝑥−𝑦<𝑚1···𝑚𝑘𝑛1···𝑛𝑘⩽𝑥

𝜇(𝑚𝑘)
∑︁

max(𝑢,𝑁1)<𝑛1⩽2𝑁1

· · ·
∑︁

𝑁𝑘<𝑛𝑘⩽2𝑁𝑘

𝑒(𝑏𝛼𝑚1𝑛1 · · ·𝑚𝑘𝑛𝑘)𝑑 ln𝑢.

Через 𝑈1 = max(𝑢,𝑁1) обозначим такое число 𝑢, при котором модуль подынтегральной функ-
ции принимает максимальное значение, тогда

|Ŝ𝑘(𝑀,𝑁)| ≪ L𝑥|S𝑘(𝑀,𝑁)|, (17)

где

S𝑘(𝑀,𝑁) =
∑︁

𝑀1<𝑚1⩽2𝑀1

𝜇(𝑚1) · · ·
∑︁

𝑀𝑘<𝑚𝑘⩽2𝑀𝑘
𝑥−𝑦<𝑚1···𝑚𝑘𝑛1···𝑛𝑘⩽𝑥

𝜇(𝑚𝑘)
∑︁

𝑈1<𝑛1⩽2𝑁1

· · ·
∑︁

𝑈𝑘<𝑛𝑘⩽2𝑁𝑘

𝑒(𝑏𝛼𝑚1𝑛1 · · ·𝑚𝑘𝑛𝑘), 𝑁𝑗 ⩽ 𝑈𝑗 < 2𝑁𝑗 .

Подставляя (17) в (16), а затем и (15), получим

𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦)≪ L 7
𝑥

3∑︁
𝑘=1

max |S𝑘(𝑀,𝑁)|, (18)
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Суммы S𝑘(𝑀,𝑁), 𝑘 = 1, 2, 3 оцениваются почти одинаково. Остановимся на оценке суммы
S3(𝑀,𝑁) и, не ограничивая общности, будем считать, что выполняются условия:

𝑥
1
3 > 𝑀1 ⩾𝑀2 ⩾𝑀3, 𝑁1 ⩾ 𝑁2 ⩾ 𝑁3, 𝑀1𝑀2𝑀3𝑁1𝑁2𝑁3 ≍ 𝑥. (19)

Оценка S1(𝑀,𝑁). Рассмотрим следующие возможные случаи значений параметра 𝑁1:

1. 𝑁1 > 4𝑏𝑥𝑞−1;

2. 𝑏𝑥𝑦−1L 2𝐴+39
𝑥 < 𝑁1 ⩽ 4𝑏𝑥𝑞−1;

3. 𝑁1 ⩽ 𝑏𝑥𝑦−1L 2𝐴+39
𝑥 , 𝑁1𝑁2𝑁3 ⩽ 𝑏𝑥𝑦−1L 2𝐵+37

𝑥 , 𝑀1𝑀2 ⩽ 𝑦𝑏−1L −4𝐴−74
𝑥 ;

4. 𝑁1 ⩽ 𝑏𝑥𝑦−1L 2𝐴+39
𝑥 , 𝑁1𝑁2𝑁3 ⩽ 𝑏𝑥𝑦−1L 2𝐴+37

𝑥 , 𝑀1𝑀2 > 𝑦𝑏−1L −4𝐴−74
𝑥 ;

5. 𝑁1 ⩽ 𝑏𝑥𝑦−1L 2𝐴+39
𝑥 , 𝑏𝑥𝑦−1L 2𝐴+37

𝑥 < 𝑁1𝑁2𝑁3 ⩽ 𝑦𝑏−1L −4𝐴−74
𝑥 ;

6. 𝑁1 ⩽ 𝑏𝑥𝑦−1L 2𝐴+39
𝑥 , 𝑁1𝑁2𝑁3 > 𝑦𝑏−1L −4𝐴−74

𝑥 .

Для рассмотрения случаев 1 и 2 сумму S3(𝑀,𝑁) несколько преобразуем. Для этого, вводя
обозначения

𝑓(𝑚) =
∑︁

𝑀1<𝑚1⩽2𝑀1

𝜇(𝑚1)
∑︁

𝑀2<𝑚2⩽2𝑀2

𝜇(𝑚2)
∑︁

𝑀3<𝑚3⩽2𝑀3
𝑚1𝑚2𝑚3𝑛2𝑛3=𝑚

𝜇(𝑚3)
∑︁

𝑈2<𝑛2⩽2𝑁2

∑︁
𝑈3<𝑛3⩽2𝑁3

1, |𝑓(𝑚)| ⩽ 𝜏5(𝑚),

разбивая интервал суммирования 𝑀1𝑀2𝑀2𝑈2𝑈3 < 𝑚 ⩽ 25𝑀1𝑀2𝑀2𝑁2𝑁3 на интервалы вида
𝑀 < 𝑚 ⩽ 2𝑀 , получим конечное число сумм вида

𝑊 =
∑︁

𝑀<𝑚⩽2𝑀

𝑓(𝑚)
∑︁

𝑈1<𝑛⩽2𝑁1
𝑥−𝑦<𝑚𝑛⩽𝑥

𝑒(𝛼𝑚𝑛),

и представим эти суммы в виде

𝑊 =
∑︁

𝑀<𝑚⩽2𝑀

𝑓(𝑚)
∑︁

𝑥1−𝑦1<𝑛⩽𝑥1

𝑒(𝑏𝛼𝑚𝑛),

𝑥1 = min
(︁ 𝑥
𝑚
, 2𝑁1

)︁
, 𝑦1 = min

(︁ 𝑥
𝑚
, 2𝑁1

)︁
−max

(︁ 𝑥
𝑚
− 𝑦

𝑚
,𝑈1

)︁
⩽

𝑦

𝑚
. (20)

Из условия 𝑀𝑁1 < 𝑥 и 4𝑀𝑁1 < 𝑥− 𝑦 следует, что

𝑥

5𝑁1
<
𝑥− 𝑦
4𝑁1

⩽𝑀 ⩽
𝑥

𝑁1
. (21)

В 𝑊 , суммируя внутреннюю сумму по 𝑛, воспользовавшись условиями (20) и (21), найдём

𝑊 ≪
∑︁

𝑀<𝑚⩽2𝑀

𝜏5(𝑚)min

(︂
𝑦

𝑀
,

1

‖𝛼𝑏𝑚‖

)︂
≪

∑︁
𝑥
𝑁1

<𝑚⩽ 2𝑥
𝑁1

𝜏5(𝑚)min

(︂
𝑦𝑁1

𝑥
,

1

‖𝛼𝑏𝑚‖

)︂
.

Применяя неравенство Коши, затем лемму 7, найдём

|𝑊 |2 ≪
∑︁

𝑥
𝑁1

<𝑚⩽ 2𝑥
𝑁1

𝜏25 (𝑛)
∑︁

𝑥
𝑁1

<𝑚⩽ 2𝑥
𝑁1

min

(︂
𝑦𝑁1

𝑥
,

1

‖𝛼𝑏𝑚‖

)︂2

≪

≪ 𝑦L 24
𝑥

∑︁
𝑥
𝑁1

<𝑚⩽ 2𝑥
𝑁1

min

(︂
𝑦𝑁1

𝑥
,

1

‖𝛼𝑏𝑚‖

)︂
≪ 𝑦L 24

𝑥

∑︁
𝑏𝑥
𝑁1

<𝑚⩽ 2𝑏𝑥
𝑁1

min

(︂
𝑦𝑁1

𝑥
,

1

‖𝛼𝑚‖

)︂
.
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Случай 1. 𝑁1 > 4𝑏𝑥𝑞−1. Из условия рассматриваемого случая, имеем

2𝑏𝑥

𝑁1
< 0, 5𝑞.

Применим утверждение б) леммы 8, затем воспользовавшись условием 𝑞 ⩽ 𝑦2𝑥−1L −4𝐴−82
𝑥 ,

найдём

|𝑊 |2 ≪ 𝑦L 24
𝑥

∑︁
𝑚⩽0,5𝑞

1

‖𝛼𝑚‖
≪ 𝑦L 24

𝑥 𝑞 ln 𝑞 ≪ 𝑦𝑞L 25
𝑥 ≪ 𝑦L 25

𝑥 ·
𝑦2

𝑥L 4𝐴+82
𝑥

=

=
𝑦2

L 2𝐴+14
𝑥

· 𝑦

𝑥L 2𝐴+43
𝑥

≪ 𝑦2

L 2𝐴+14
𝑥

.

Случай 2. 𝑏𝑥𝑦−1L 2𝐴+39
𝑥 < 𝑁1 ⩽ 4𝑏𝑥𝑞−1. Из условия рассматриваемого случая, имеем

2𝑏𝑥

𝑁1
⩾ 0, 5𝑞.

Разбивая интервал изменения 𝑚 на ≪ 𝑏𝑥(𝑞𝑁1)
−1 интервалов вида 𝑔 ⩽ ℎ ⩽ 𝑔 + 𝑞′, 𝑞′ < 𝑞,

применяя утверждение а) леммы 8, воспользовавшись условиями рассматриваемого случая, а
именно условием

𝑁1 ⩾ 𝑏𝑥𝑦−1L 2𝐴+39
𝑥 , 𝑞 ⩾ 𝑏L 4𝐴+82

𝑥 ,

найдём

|𝑊 |2 ≪ 𝑦L 24
𝑥 ·

𝑏𝑥

𝑞𝑁1

𝑔+𝑞′∑︁
𝑡=𝑔

min

(︂
𝑦𝑁1

𝑥
,

1

‖𝛼𝑚‖

)︂
≪ 𝑏𝑥𝑦L 24

𝑥

𝑞𝑁1

(︂
𝑦𝑁1

𝑥
+ 𝑞 ln 𝑞

)︂
≪

≪ 𝑦2
(︂
𝑏

𝑞
+
𝑏𝑥𝑦−1

𝑁1

)︂
L 25

𝑥 ≪
𝑦2

L 2𝐴+14
𝑥

.

Случай 3. 𝑁1 ⩽ 𝑏𝑥𝑦−1L 2𝐴+39
𝑥 , 𝑁1𝑁2𝑁3 ⩽ 𝑏𝑥𝑦−1L 2𝐴+37

𝑥 , 𝑀1𝑀2 ⩽ 𝑦𝑏−1L −4𝐴−74
𝑥 . Из (19)

и условия рассматриваемого случая, находим

𝑀1𝑀2 ⩾ (𝑀1𝑀2𝑀3)
2
3 ≫

(︂
𝑥

𝑁1𝑁2𝑁3

)︂ 2
3

⩾

(︂
𝑦

𝑏L 2𝐴+37
𝑥

)︂ 2
3

=

=
𝑏𝑥

𝑦
L 2𝐴+37

𝑥 ·
(︂

𝑦

𝑏𝑥
3
5 L 2𝐴+37

𝑥

)︂ 5
3

⩾
𝑏𝑥

𝑦
L 2𝐴+37

𝑥 .

В сумме S3(𝑀,𝑁) вводя обозначения 𝑚1𝑚2 = 𝑛 и 𝑚3𝑛1𝑛2𝑛3 = 𝑚, а затем разбивая интервал
суммирования по 𝑚 и 𝑛 соответственно на интервалы вида 𝑀 < 𝑚 ⩽ 2𝑀 и 𝑁 < 𝑛 ⩽ 2𝑁 ,
получим конечное число сумм вида

𝑊 =
∑︁

𝑀<𝑚≤2𝑀

𝑓(𝑚)
∑︁

𝑁<𝑛⩽2𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑛⩽𝑥

𝑔(𝑛)𝑒(𝑏𝛼𝑚𝑛), |𝑓(𝑚)| ⩽ 𝜏4(𝑚), |𝑔(𝑛)| ⩽ 𝜏2(𝑚).

Для этой суммы выполняются неравенства

𝑏𝑥𝑦−1L 2𝐴+37
𝑥 < 𝑁 ⩽ 𝑦𝑏−1L −4𝐴−74

𝑥 , 𝑏L 4𝐵+74
𝑥 < 𝑞 ⩽

𝑦2

𝑥
L −4𝐴−74

𝑥 , (22)

являющиеся условиями (13) леммы 11 при 𝑟 = 4, 𝑘 = 2, 𝑐 = 𝐴+7, и согласно которой получим

𝑊 ≪ 𝑦

L 𝐵+7
𝑥

.
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Случай 4. 𝑁1 ⩽ 𝑏𝑥𝑦−1L 2𝐴+39
𝑥 , 𝑁1𝑁2𝑁3 ⩽ 𝑏𝑥𝑦−1L 2𝐴+37

𝑥 , 𝑀1𝑀2 > 𝑦𝑏−1L −4𝐴−74
𝑥 . Из (19)

и условия рассматриваемого случая, находим

𝑀1 ⩾
√︀
𝑀1𝑀2 ⩾ 𝑦

1
2 𝑏−

1
2 L −2𝐴−37

𝑥 =
𝑏𝑥

𝑦
L 2𝐴+41

𝑥 ·

(︃
𝑦

𝑏𝑥
2
3 L

8
3
𝐴+52

𝑥

)︃ 3
2

⩾
𝑏𝑥

𝑦
L 2𝐴+41

𝑥 ,

𝑀1 ⩽ 𝑥
1
3 =

𝑦

𝑏L 4𝐴+82
𝑥

· 𝑥
1
3 𝑏L 4𝐴+82

𝑥

𝑦
⩽

𝑦

𝑏L 4𝐴+82
𝑥

.

В сумме S3(𝑀,𝑁) вводя обозначения 𝑚1 = 𝑛 и 𝑚2𝑚3𝑛1𝑛2𝑛3 = 𝑚, а затем разбивая интервал
суммирования по 𝑚 и 𝑛 соответственно на интервалы вида 𝑀 < 𝑚 ⩽ 2𝑀 и 𝑁 < 𝑛 ⩽ 2𝑁 ,
получим конечное число сумм вида

𝑊 =
∑︁

𝑀<𝑚≤2𝑀

𝑓(𝑚)
∑︁

𝑁<𝑛⩽2𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑛⩽𝑥

𝜇(𝑛)𝑒(𝑏𝛼𝑚𝑛), |𝑓(𝑚)| ⩽ 𝜏5(𝑚).

Для этой суммы выполняется следующие два неравенства

𝑏𝑥𝑦−1L 2𝐴+41
𝑥 < 𝑁 ⩽ 𝑦𝑏−1L −4𝐴−82

𝑥 , 𝑏L 4𝐴+82
𝑥 < 𝑞 ⩽

𝑦2

𝑥
L −4𝐴−82

𝑥 ,

которые являются условиями (13) леммы 11 при 𝑟 = 5, 𝑘 = 1, 𝑐 = 𝐴+ 7. Согласно этой лемме
имеем

𝑊 ≪ 𝑦

L 𝐴+7
𝑥

.

Случай 5. 𝑁1 ⩽ 𝑏𝑥𝑦−1L 2𝐴+39
𝑥 , 𝑏𝑥𝑦−1L 2𝐴+37

𝑥 < 𝑁1𝑁2𝑁3 ⩽ 𝑦𝑏−1L −4𝐴−74
𝑥 . Сумму S3(𝑀,𝑁)

преобразуем. Для этого, вводя обозначения 𝑚1𝑚2𝑚3 = 𝑚 и 𝑛1𝑛2𝑛3 = 𝑛, а затем разби-
вая интервал суммирования по 𝑚 и 𝑛 соответственно на интервалы вида 𝑀 < 𝑚 ⩽ 2𝑀 и
𝑁 < 𝑛 ⩽ 2𝑁 , получим конечное число сумм вида

𝑊 =
∑︁

𝑀<𝑚≤2𝑀

𝑓(𝑚)
∑︁

𝑁<𝑛⩽2𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑛⩽𝑥

𝑔(𝑛)𝑒(𝑏𝛼𝑚𝑛), |𝑓(𝑚)| ⩽ 𝜏3(𝑚), |𝑔(𝑛)| ⩽ 𝜏3(𝑚).

Для этой суммы выполняются соотношения (22), являющиеся при 𝑟 = 3, 𝑘 = 3, 𝑐 = 𝐴 + 7
условиями (13) леммы 11, согласно которой получим

𝑊 ≪ 𝑦

L 𝐴+7
𝑥

.

Случай 6. 𝑁1 ⩽ 𝑏𝑥𝑦−1L 2𝐴+39
𝑥 , 𝑁1𝑁2𝑁3 > 𝑦𝑏−1L −4𝐴−74

𝑥 . Из (19) и условия рассматрива-
емого случая, находим

𝑁1𝑁2 ⩾ (𝑁1𝑁2𝑁3)
2
3 ⩾

(︂
𝑦

𝑏L 4𝐴+74
𝑥

)︂ 2
3

=
𝑏𝑥

𝑦
L 2𝐴+37

𝑥

(︂
𝑦

𝑏𝑥
3
5 L 2,8𝐴+51,8

𝑥

)︂ 5
3

⩾
𝑏𝑥

𝑦
L 2𝐴+37

𝑥 ,

𝑁1𝑁2 ⩽ 𝑁2
1 ⩽ 𝑏2𝑥2𝑦−2L 4𝐴+78

𝑥 =
𝑦

𝑏L 4𝐴+74
𝑥

⎛⎝𝑏𝑥 2
3 L

8𝐴+152
3

𝑥

𝑦

⎞⎠3

⩽
𝑦

𝑏L 4𝐴+74
𝑥

.

Сумму S3(𝑀,𝑁) преобразуем, для этого вводя обозначения 𝑛1𝑛2 = 𝑛 и 𝑚2𝑚2𝑚3𝑛3 = 𝑚, и
разбивая интервалы суммирования по 𝑚 и 𝑛 соответственно на интервалы вида𝑀 < 𝑚 ⩽ 2𝑀
и 𝑁 < 𝑛 ⩽ 2𝑁 , получим конечное число сумм вида

𝑊 =
∑︁

𝑀<𝑚≤2𝑀

𝑓(𝑚)
∑︁

𝑁<𝑛⩽2𝑁
𝑥−𝑦<𝑚𝑛⩽𝑥

𝑔(𝑛)𝑒(𝑏𝛼𝑚𝑛), |𝑓(𝑚)| ⩽ 𝜏4(𝑚), |𝑔(𝑛)| ⩽ 𝜏2(𝑚).
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Для этой суммы выполняются соотношения (22) являющиеся при 𝑟 = 4, 𝑘 = 2, 𝑐 = 𝐴 + 7
условиями (13) леммы 11, согласно которой имеем

𝑊 ≪ 𝑦

L 𝐴+7
𝑥

.

Отсюда и из всех оценок, полученных в предыдущих случаях найдём

|S3(𝑀,𝑁)| ≪ 𝑦L −𝐴−7
𝑥 .

Из полученных оценок S𝑘(𝑀,𝑁), 𝑘 = 1, 2, 3, ввиду неравенства (18), получим утверждение
теоремы 3.

5. Асимптотическая формула в обобщении тернарной проблемы
Гольдбаха с почти равными слагаемыми

Докажем сначала две вспомогательные леммы, которыми воспользуемся при доказатель-
стве теоремы 1.

Лемма 12. Пусть 𝑏 — натуральное число, 𝑁 — достаточно большое натуральное число,

S1(𝑏𝛼;𝑁,𝐻) =
∑︁

|𝑏𝑝1−𝑁
3 |⩽𝐻

𝑒(𝑏𝛼𝑝), 𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑛⩽𝑥

Λ(𝑛)𝑒(𝑏𝛼𝑛).

Тогда при
√
𝑏𝑁
(︀
ln 𝑁

3𝑏

)︀2
⩽ 𝐻 ⩽ 𝑁1− 1

30 , имеет место соотношение

S1(𝑏𝛼;𝑁,𝐻) =
1

ln 𝑁
3𝑏

𝑆1

(︂
𝑏𝛼;

𝑁

3𝑏
+
𝐻

𝑏
,
2𝐻

𝑏

)︂
+𝑂

(︃
𝐻2

𝑏𝑁 ln 𝑁
3𝑏

)︃
.

Доказательство. Отрезок суммирования
⃒⃒
𝑏𝑝− 𝑁

3

⃒⃒
⩽ 𝐻 в сумме S1(𝑏𝛼;𝑁,𝐻) заменим на

интервал вида 𝑥− 𝑦 < 𝑝 ⩽ 𝑥. Имеем

S1(𝑏𝛼;𝑁,𝐻) =
∑︁

𝑁
3𝑏

−𝐻
𝑏
<𝑝⩽𝑁

3𝑏
+𝐻

𝑏

𝑒(𝑏𝛼𝑝) +𝑂(1).

Логарифмируя неравенство 𝑁
3𝑏 −

𝐻
𝑏 < 𝑝 ⩽ 𝑁

3𝑏 +
𝐻
𝑏 , и воспользовавшись формулой

ln

(︂
𝑁

3𝑏
± 𝐻

𝑏

)︂
= ln

𝑁

3𝑏
+ ln

(︂
1± 3𝐻

𝑁

)︂
= ln

𝑁

3𝑏
+𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂
.

получим, что при 𝑁
3𝑏 −

𝐻
𝑏 < 𝑝 ⩽ 𝑁

3𝑏 +
𝐻
𝑏 , выполняется соотношение

ln 𝑝 = ln
𝑁

3𝑏
+𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂
.

Пользуясь этой формулой сумму S1(𝑏𝛼;𝑁,𝐻), выражаем через сумму вида 𝑆1(𝑏𝛼;𝑥, 𝑦). Имеем

S1(𝑏𝛼;𝑁,𝐻) =
1

ln 𝑁
3𝑏

𝑆1

(︂
𝑏𝛼;

𝑁

3𝑏
+
𝐻

𝑏
,
2𝐻

𝑏

)︂
−

∑︁
𝑁
3𝑏

−𝐻
𝑏
<𝑝𝑘⩽𝑁

3𝑏
+𝐻

𝑏
𝑘⩾2

ln 𝑝

ln 𝑁
3𝑏

𝑒(𝑏𝛼𝑝𝑘) +𝑂

(︃
𝐻2

𝑏𝑁 ln 𝑁
3𝑏

)︃
.
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Обозначая последнюю сумму через 𝑅1 и, оценивая тривиально числом слагаемых, и восполь-
зовавшись формулой

(1± 𝑢)𝜇 = 1± 𝜇𝑢+𝑂(𝑢2), |𝑢| < 0, 5,

имеем

𝑅1 ≪
∑︁

𝑁
3𝑏

−𝐻
𝑏
<𝑝𝑘⩽𝑁

3𝑏
+𝐻

𝑏
𝑘⩾2

1≪ ln
𝑁

3𝑏

(︃(︂
𝑁

3𝑏
+
𝐻

𝑏

)︂ 1
2

−
(︂
𝑁

3𝑏
− 𝐻

𝑏

)︂ 1
2

+ 1

)︃
≪ 𝐻√

𝑏𝑁
ln
𝑁

3𝑏
≪ 𝐻2

𝑏𝑁 ln 𝑁
3𝑏

.

Лемма 13. Пусть 𝑝 — нечётное простое число, 𝑝𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁)‖𝑁 , тогда для суммы Рамануд-
жана

𝑐𝑝𝑘(𝑁) =

𝑝𝑘∑︁
𝑎=1

(𝑎,𝑝)=1

𝑒

(︂
𝑁𝑎

𝑝𝑘

)︂
,

справедлива формула

𝑐𝑝𝑘(𝑁) =

{︃
𝜙(𝑝𝑘), если 𝑘 ⩽ 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁);

𝑝𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁)𝜇(𝑝𝑘−𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁)), если 𝑘 ⩾ 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁) + 1.

Доказательство. При 𝑘 ⩽ 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁) утверждение леммы тривиально следует из опреде-
ления суммы Рамануджана

𝑐𝑝𝑘(𝑁) =

𝑝𝑘∑︁
𝑎=1

(𝑎,𝑝)=1

1 = 𝜙(𝑝𝑘).

При 𝑘 ⩾ 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁) + 1, пользуясь представлением 𝑁1 = 𝑁𝑝−𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁), а затем подстановкой

𝑎 = 𝑎1 + 𝑎2𝑝
𝑘−𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁),

где 𝑎1 и 𝑎2 независимо пробегают значения 𝑎1 = 1, 2, . . . , 𝑝𝑘−𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁), 𝑎2 = 0, 1, . . . , 𝑝𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁) − 1,
получим

𝑐𝑝𝑘(𝑁) =

𝑝𝑘∑︁
𝑎=1

(𝑎,𝑝)=1

𝑒

(︂
𝑁1𝑎

𝑝𝑘−𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁)

)︂
=

𝑝𝑘−𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁)∑︁
𝑎=1

(𝑎,𝑝)=1

𝑝𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁)−1∑︁
𝑎2=0

𝑒

(︃
𝑁1(𝑎1 + 𝑎2𝑝

𝑘−𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁))

𝑝𝑘−𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁)

)︃
=

= 𝑝𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁)
𝑝𝑘−𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁)∑︁

𝑎=1
(𝑎,𝑝)=1

𝑒

(︂
𝑁1𝑎1

𝑝𝑘−𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁)

)︂
= 𝑝𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁)𝜇(𝑝𝑘−𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁)).

5.1. Доказательство теоремы 1

Для удобства вводим следующие обозначения:

L = ln

(︂
𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3

)︂
, L𝑖 = ln

𝑁

3𝑏𝑖
L ≪ L𝑖 ≪ L . (23)

Не ограничивая общности будем считать, что выполняются следующие условия

𝐻 = (𝑏1𝑏2𝑏3)
4
3𝑁

2
3 L 60, 𝑏1 < 𝑏2 < 𝑏3, (24)
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а также пусть æ = 𝜏−1, где

𝜏 =
12𝐻2

(𝑁 + 3𝐻)𝑏3L 𝑐2
, L 𝑐2 = 𝑏21𝑏

2
2L

94, 𝑐2 = 94 +
2 ln 𝑏1 + 2 ln 𝑏2

lnL
. (25)

Имеем

𝐼(𝑁,𝐻) =

1−æ∫︁
−æ

F(𝛼;𝑁,𝐻)𝑒(−𝛼𝑁)𝑑𝛼,

где

F(𝛼) = F(𝛼;𝑁,𝐻) =

3∏︁
𝑖=1

S1(𝑏𝑖𝛼;𝑁,𝐻), S1(𝑏𝑘𝛼;𝑁,𝐻) =
∑︁

|𝑏𝑖𝑝−𝑁
3 |⩽𝐻

𝑒(𝑏𝑖𝛼𝑝).

Согласно теореме Дирихле о приближении действительных чисел рациональными числами,
каждое 𝛼 из промежутка [−æ, 1− æ] представим в виде

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝜏, |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏
. (26)

В этом представлении 0 ⩽ 𝑎 ⩽ 𝑞 − 1, причём 𝑎 = 0 лишь при 𝑞 = 1. Через M обозначим те 𝛼,
для которых

𝑞 ⩽ ℎ, ℎ = L 𝑐1 = 𝑏21𝑏
2
2𝑏3L

94, 𝑐1 = 94 +
2 ln 𝑏1 + 2 ln 𝑏2 + ln 𝑏3

lnL
, (27)

в представлении (26), через m – обозначим оставшиеся 𝛼. Множество M состоит из непересе-
кающихся отрезков. Разобьём множество M на множества M1 и M2:

M1 =

{︂
𝛼 : 𝛼 ∈M,

⃒⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒⃒
⩽

√
𝑏1𝑏2L 3

𝐻𝑏−1
3

}︂
,

M2 =

{︂
𝛼 : 𝛼 ∈M,

√
𝑏1𝑏2L 3

𝐻𝑏−1
3

<

⃒⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒⃒
⩽

1

𝑞𝜏

}︂
. (28)

Обозначим через 𝐼(M1), 𝐼(M2) и 𝐼(m) соответственно интегралы по множествам M1, M2 и m.
Будем иметь

𝐼(𝑁,𝐻) = 𝐼(M1) + 𝐼(M2) + 𝐼(m). (29)

В последней формуле первый член, то есть 𝐼(M1), доставляет главный член асимптотической
формулы для 𝐼(𝑁,𝐻), а 𝐼(M2) и 𝐼(m) входят в его остаточный член.

5.2. Преобразование интеграла 𝐼(M1)

По определению интеграла 𝐼(M1) имеем:

𝐼(M1) =

∫︁
M1

F(𝛼;𝑁,𝐻)𝑒(−𝛼𝑁)𝑑𝛼 =
∑︁
𝑞⩽ℎ

𝑞−1∑︁
𝑎=0

(𝑎,𝑞)=1

𝐼(𝑎, 𝑞), (30)

𝐼(𝑎, 𝑞) = 𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑞

)︂ ∫︁
|𝜆|⩽

√
𝑏1𝑏2𝑏3L 3𝐻−1

F

(︂
𝑎

𝑞
+ 𝜆;𝑁,𝐻

)︂
𝑒(−𝜆𝑁)𝑑𝜆. (31)
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Применяя лемму 12 к суммам S1(𝑏𝑖𝛼;𝑁,𝐻), 𝑖 = 1; 2; 3, и пользуясь формулой (23), получим

S1(𝑏𝑖𝛼;𝑁,𝐻) =
1

L𝑖
𝑆1

(︂
𝑏𝑖𝛼;

𝑁

3𝑏𝑖
+
𝐻

𝑏𝑖
,
2𝐻

𝑏𝑖

)︂
+𝑂

(︂
𝐻2

𝑏𝑖𝑁L

)︂
. (32)

А теперь к суммам 𝑆1

(︁
𝑏𝑖𝛼;

𝑁
3𝑏𝑖

+ 𝐻
𝑏𝑖
, 2𝐻𝑏𝑖

)︁
, 𝑖 = 1, 2, 3 применим теорему 2, полагая

𝑥 =
𝑁

3𝑏𝑖
+
𝐻

𝑏𝑖
, 𝑦 =

2𝐻

𝑏𝑖
, L 𝐴 = 𝑏4,51 𝑏4,52 𝑏33L

192. (33)

Проверим выполнение условий теоремы. Воспользовавшись значениями параметров ℎ и 𝐴,
затем соотношением (24), имеем(︂

𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3

)︂5
8
𝑏3ℎL

2,25𝐴+81 =
1

3
5
8

(︂
1 +

3𝐻

𝑁

)︂ 5
8

𝑏
3
8
3 · 𝑏

2
1𝑏

2
2𝑏3L

94 ·
(︂
𝑏
9
2
1 𝑏

9
2
2 𝑏

3
3L

192

)︂ 9
4

𝑁
5
8 =

=
(𝑏1𝑏2𝑏3)

4
3𝑁

2
3 L 60

2𝑏3
· 2

3
5
8

(︂
1 +

3𝐻

𝑁

)︂ 5
8

𝑏
259
24
1 𝑏

259
24
2 𝑏

163
24
3 𝑁− 1

24 L 466 ⩽
(𝑏1𝑏2𝑏3)

4
3𝑁

2
3 L 60

2𝑏3
=

𝐻

2𝑏3
.

Таким образом условие теоремы 2 выполняется, следовательно согласно этой теореме, и фор-
муле (23), находим

𝑆1

(︂
𝑏𝑖𝛼;

𝑁

3𝑏𝑖
+
𝐻

𝑏𝑖
,
2𝐻

𝑏𝑖

)︂
= B𝑖(𝑞)

G𝑛2𝜋𝜆𝐻

𝜋𝑏𝑖𝜆
𝑒

(︂
𝜆𝑁

3

)︂
+𝑂

(︃
𝐻L −192

𝑏𝑖𝑏
4,5
1 𝑏4,52 𝑏33

)︃
, B𝑖(𝑞) =

𝜇
(︁

𝑞
(𝑏𝑖,𝑞)

)︁
𝜙
(︁

𝑞
(𝑏𝑖,𝑞)

)︁ .
Из этой формулы и (32), имея в виду, что 𝐻 ⩽ 𝑁𝑏−4,5

1 𝑏−4,5
2 𝑏−3

3 L −192, найдём

S1(𝑏𝑖𝛼;𝑁,𝐻) =
B𝑖(𝑞)

𝑏𝑖L𝑖

G𝑛2𝜋𝜆𝐻

𝜋𝜆
𝑒

(︂
𝜆𝑁

3

)︂
+ R1𝑖, R1𝑖 ≪

𝐻L −193

𝑏𝑖𝑏
4,5
1 𝑏4,52 𝑏33

. (34)

Воспользовавшись формулой (34), а также соотношением (23), и имея виду, что⃒⃒⃒⃒
B𝑖(𝑞)

G𝑛2𝜋𝜆𝐻

𝜋𝑏𝑖𝜆
𝑒

(︂
𝜆𝑁

3

)︂⃒⃒⃒⃒
⩽
𝐻

𝑏𝑖
, |S1 (𝛼;𝜇𝑖𝑁,𝐻)| ≪ 𝐻

𝑏𝑖L
, (35)

найдём

S1(𝑏1𝛼;𝑁,𝐻)S1(𝑏2𝛼;𝑁,𝐻) =

(︂
B1(𝑞)

𝑏1L1

G𝑛2𝜋𝜆𝐻

𝜋𝜆
𝑒

(︂
𝜆𝑁

3

)︂
+ R11

)︂
S1(𝑏2𝛼;𝑁,𝐻) =

=
B1(𝑞)

𝑏1L1

G𝑛2𝜋𝜆𝐻

𝜋𝜆
𝑒

(︂
𝜆𝑁

3

)︂(︂
B2(𝑞)

𝑏2L1

G𝑛2𝜋𝜆𝐻

𝜋𝜆
𝑒

(︂
𝜆𝑁

3

)︂
+ R12

)︂
+𝑂

(︃
𝐻2L −194

𝑏5,51 𝑏5,52 𝑏33

)︃
=

=
B1(𝑞)B2(𝑞)

𝑏1𝑏2L1L1

G𝑛22𝜋𝜆𝐻

𝜋2𝜆2
𝑒

(︂
2𝜆𝑁

3

)︂
+𝑂

(︃
𝐻2L −194

𝑏5,51 𝑏5,52 𝑏33

)︃
.

Умножая полученное неравенство на S1(𝑏3𝛼;𝑁,𝐻), и имея в виду, что F(𝛼) =
3∏︀

𝑖=1
S1(𝑏𝑖𝛼;𝑁,𝐻),

а затем воспользовавшись формулами (34) и (35), находим

F(𝛼) =
B1(𝑞)B2(𝑞)

𝑏1𝑏2L1L1

G𝑛22𝜋𝜆𝐻

𝜋2𝜆2
𝑒

(︂
2𝜆𝑁

3

)︂
· S1(𝑏3𝛼;𝑁,𝐻) + R2 =

=
B1(𝑞)B2(𝑞)B3(𝑞)

𝑏1𝑏2𝑏3L1L1L3
· G𝑛

32𝜋𝜆𝐻

𝜋3𝜆3
𝑒(𝜆𝑁) + R2, R2 ≪

𝐻3L −195

𝑏5,51 𝑏5,52 𝑏43
.
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Подставляя значение функции F(𝛼), то есть правую часть последней формулы в (31), найдём

𝐼(𝑎, 𝑞) =𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑞

)︂ ∫︁
|𝜆|⩽

√
𝑏1𝑏2𝑏3L 3𝐻−1

(︂
B1(𝑞)B2(𝑞)B3(𝑞)

𝑏1𝑏2𝑏3L1L1L3
· G𝑛

32𝜋𝜆𝐻

𝜋3𝜆3
𝑒(𝜆𝑁) + R2

)︂
𝑒(−𝜆𝑁)𝑑𝜆 =

=𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑞

)︂
B1(𝑞)B2(𝑞)B3(𝑞)

𝑏1𝑏2𝑏3L1L1L3
· 𝐽(𝐻) + R3,

𝐽(𝐻) =

∫︁
|𝜆|⩽

√
𝑏1𝑏2𝑏3L 3𝐻−1

G𝑛32𝜋𝜆𝐻

𝜋3𝜆3
𝑑𝜆, R3 ≪ R2 ·

√
𝑏1𝑏2L 3

𝐻𝑏−1
3

≪ 𝐻2L −192

𝑏51𝑏
5
2𝑏

3
3

.

Подставляя полученное значение интеграла 𝐼(𝑎, 𝑞) в (30), а затем воспользовавшись явным
значением параметров ℎ и 𝐴 соответственно из формул (27) и (33), получим

𝐼(M1) =
∑︁
𝑞⩽ℎ

𝑞−1∑︁
𝑎=0

(𝑎,𝑞)=1

(︂
𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑞

)︂
B1(𝑞)B2(𝑞)B3(𝑞)

𝑏1𝑏2𝑏3L1L1L3
· 𝐽(𝐻) + R3

)︂
=

=
𝐽(𝐻)

𝑏1𝑏2𝑏3L1L1L3
·
∑︁
𝑞⩽ℎ

B1(𝑞)B2(𝑞)B3(𝑞)𝑐𝑞(−𝑁) + R4, (36)

R4 ≪ ℎ2R3 ≪ 𝑏41𝑏
4
2𝑏

2
3L

188 · 𝐻2

𝑏51𝑏
5
2𝑏

3
3L

192
=

𝐻2

𝑏1𝑏2𝑏3L 4
,

где 𝑐𝑞(−𝑁) — сумма Рамануджана. Заменяя сумму по 𝑞 в (36) близким к ней бесконечным
рядом, не зависящим от ℎ, то есть∑︁

𝑞⩽ℎ

B1(𝑞)B2(𝑞)B3(𝑞)𝑐𝑞(−𝑁) = G𝐺(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑁)−𝑅(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑁),

G𝐺(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑁) =

∞∑︁
𝑞=1

B1(𝑞)B2(𝑞)B3(𝑞)𝑐𝑞(−𝑁),

𝑅(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑁) =
∑︁
𝑞>ℎ

B1(𝑞)B2(𝑞)B3(𝑞)𝑐𝑞(−𝑁),

(37)

получим

𝐼(M1) =
(G𝐺(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑁)−𝑅(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑁)) 𝐽(𝐻)

𝑏1𝑏2𝑏3L1L1L3
+𝑂

(︂
𝐻2

𝑏1𝑏2𝑏3L 4

)︂
, (38)

5.3. Вычисление интеграла 𝐽(𝐻)

Воспользовавшись чётностью подинтегральной функции и сделав замену переменных най-
дём

𝐽(𝐻) = 2

√
𝑏1𝑏2𝑏3L 3𝐻−1∫︁

0

G𝑛32𝜋𝜆𝐻

𝜋3𝜆3
𝑑𝜆 =

8𝐻2

𝜋

∫︁
|𝑢|⩽2𝜋

√
𝑏1𝑏2𝑏3L 3

G𝑛3𝑢

𝑢3
𝑑𝑢.

Заменим последний интеграл по 𝑢 близким к нему несобственным интегралом, не зависящим
от L , и пользуясь соотношением

∞∫︁
2𝜋

√
𝑏1𝑏2𝑏3L 3

G𝑛3𝑢

𝑢3
𝑑𝑢≪ 1

(𝑏1𝑏2)
1,5 𝑏33L

9
,
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получим

𝐽(𝐻) =
8𝐻2

𝜋

⎛⎜⎝ ∞∫︁
0

G𝑛3𝑢

𝑢3
𝑑𝑢−

∞∫︁
2𝜋

√
𝑏1𝑏2𝑏3L 3

G𝑛3𝑢

𝑢3
𝑑𝑢

⎞⎟⎠ =
8𝐻2

𝜋

∞∫︁
0

G𝑛3𝑢

𝑢3
𝑑𝑢+𝑂

(︃
𝐻2

(𝑏1𝑏2)
1,5 𝑏33L

9

)︃
.

Воспользовавшись формулой ( см. [30] стр. 174 )

∞∫︁
0

G𝑛𝑛𝑚𝑢

𝑢𝑛
𝑑𝑢 =

𝜋𝑚𝑚−1

2𝑛(𝑛− 1)1

[︂
𝑛𝑛−1 − 𝑛

1!
(𝑛− 2)𝑛−1 +

𝑛(𝑛− 1)

2!
(𝑛− 4)𝑛−1 + . . .

]︂
,

при 𝑚 = 1 и 𝑛 = 3, найдём

𝐽(𝐻) =
8𝐻2

𝜋
· 3𝜋
8

+𝑂

(︃
𝐻2

(𝑏1𝑏2)
1,5 𝑏33L

9

)︃
= 3𝐻2 +𝑂

(︂
𝐻2

L

)︂
. (39)

5.4. Исследование особого ряда G(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑁)

ФункцииB𝑖(𝑞), 𝑖 = 1, 2, 3 в формуле (37), являвшиеся произведениями мультипликативных
функций

𝜇

(︂
𝑞

(𝑏𝑖, 𝑞)

)︂
,

(︂
𝜙

(︂
𝑞

(𝑏𝑖, 𝑞)

)︂)︂−1

,

сами являются мультипликативными, мультипликативной является и сумма Рамануджана
𝑐𝑞(−𝑁). Найдём значение этих функций при 𝑞 = 𝑝𝜈 . Согласно лемме 13, имеем

𝑐𝑝𝜈 (−𝑁) =

{︃
𝜙(𝑝𝜈), если 𝜈 ⩽ 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁);

𝑝𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁)𝜇(𝑝𝜈−𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁)), если 𝜈 ⩾ 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁) + 1.
(40)

Отсюда, в частности, следует, что

𝑐𝑝𝜈 (−𝑁) = 0, если 𝜈 ⩾ 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁) + 2. (41)

Воспользовавшись соотношениями

B𝑖(𝑝
𝜈) =

𝜇
(︁

𝑝𝜈

(𝑏𝑖,𝑝𝜈)

)︁
𝜙
(︁

𝑝𝜈

(𝑏𝑖,𝑝𝜈)

)︁ , (𝑏𝑖, 𝑝
𝜈) =

{︃
𝑝𝜈 , если 𝜈 ⩽ 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑏𝑖);

𝑝𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑏𝑖), если 𝜈 ⩾ 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑏𝑖),

найдём точное значение функции B𝑖(𝑝
𝜈). Имеем

B𝑖(𝑝
𝜈) =

𝜇(1)

𝜙(1)
= 1, если 𝜈 ⩽ 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑏𝑖); (42)

B𝑖(𝑝
𝜈) =

𝜇
(︀
𝑝𝜈−𝑜𝑟𝑑(𝑏𝑖)

)︀
𝜙
(︀
𝑝𝜈−𝑜𝑟𝑑(𝑏𝑖)

)︀ =

⎧⎨⎩ −
1

𝑝− 1
, если 𝜈 = 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑏𝑖) + 1;

0, если 𝜈 ⩾ 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑏𝑖) + 2.
(43)

Для вычисления значения B1(𝑞)B2(𝑞)B3(𝑞)𝑐𝑞(−𝑁) при 𝑞 = 𝑝𝜈 с помощью формул (40), (41),
(42) и (43), множество всех простых чисел 𝒫 в зависимости от простых чисел, являющися
делителями числа 𝑏𝑖 𝑖 = 1, 2, 3, c учётом условия

(𝑏𝑖, 𝑏𝑗) = 1, (𝑏𝑖, 𝑁) = 1, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑗 ⩽ 3, (44)
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разобьём на взаимно непересекающиеся подмножества следующим образом

𝒫 =𝒫(𝑏1) ∪ 𝒫(𝑏2) ∪ 𝒫(𝑏3) ∪ 𝒫(𝑏̄1, 𝑏̄2, 𝑏̄3), (45)

где 𝒫(𝑏𝑖) — множество простых чисел, являющиеся делителями числа 𝑏𝑖, 𝒫(𝑏̄1, 𝑏̄2, 𝑏̄3) — мно-
жество простых чисел, не являющиеся делителями чисел 𝑏1, 𝑏2 и 𝑏3. Из условия (𝑏𝑖, 𝑁) = 1,
1 ⩽ 𝑖 ⩽ 3 следует, что

𝒫(𝑏𝑖) ∩ 𝒫(𝑁) = ∅, (46)

здесь 𝒫(𝑁) — множество простых чисел, являющиеся делителями числа 𝑁 . Такое равенство
для множество 𝒫(𝑏̄1, 𝑏̄2, 𝑏̄3) не выполняется, то есть оно может иметь с 𝒫(𝑁) непустое пересе-
чение.

5.4.1. Вычисление B𝑖(𝑝
𝜈)B𝑗(𝑝

𝜈)B𝑘(𝑝
𝜈)𝑐𝑝𝜈 (−𝑁) при 𝑝 ∈ 𝒫(𝑏𝑖)

Если 𝑝 ∈ 𝒫(𝑏𝑖), то из определения этого множества и из формулы (46), имеем

𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑏𝑖) ⩾ 1, 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑏𝑗) = 0, 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑏𝑘) = 0, 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑁) = 0,

а из формул (42), (43) и (40), находим, что

B𝑖(𝑝) = 1, B𝑗(𝑝
𝜈) = B𝑘(𝑝

𝜈) =
𝜇(𝑝𝜈)

𝜙(𝑝𝜈)
, 𝑐𝑝𝜈 (−𝑁) = 𝜇(𝑝𝜈).

Поэтому

B𝑖(𝑝
𝜈)B𝑗(𝑝

𝜈)B𝑘(𝑝
𝜈)𝑐𝑝𝜈 (−𝑁) =

⎧⎪⎨⎪⎩
− 1

(𝑝− 1)2
, если 𝜈 = 1;

0, если 𝜈 ⩾ 2.

(47)

5.4.2. Вычисление B𝑖(𝑝
𝜈)B𝑗(𝑝

𝜈)B𝑘(𝑝
𝜈)𝑐𝑝𝜈 (−𝑁) при 𝑝 ∈ 𝒫(𝑏̄1, 𝑏̄2, 𝑏̄3)

Если 𝑝 ∈ 𝒫((𝑏̄1, 𝑏̄2, 𝑏̄3), то согласно определению, имеем

𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑏1) = 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑏2) = 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑏3) = 0,

и из формул (42), (43) и (40), находим, что

B1(𝑝
𝜈) = B2(𝑝

𝜈) = B3(𝑝
𝜈) =

𝜇(𝑝𝜈)

𝜙(𝑝𝜈)
, 𝑐𝑝(−𝑁) =

{︃
𝜇(𝑝), если (𝑁, 𝑝) = 1;

𝜙(𝑝), если (𝑁, 𝑝) = 𝑝.

Поэтому

B1(𝑝
𝜈)B2(𝑝

𝜈)B3(𝑝
𝜈)𝑐𝑝𝜈 (−𝑁) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

(𝑝− 1)3
, если 𝜈 = 1 и (𝑁, 𝑝) = 1;

− 1

(𝑝− 1)2
, если 𝜈 = 1 и (𝑁, 𝑝) = 𝑝;

0, если 𝜈 ⩾ 2.

(48)
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5.4.3. Точная формула для особого ряда G𝐺(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑁)

Таким образом из найденных формул (47) и (48) следует, что

B1(𝑝
𝜈)B2(𝑝

𝜈)B3(𝑝
𝜈)𝑐𝑝𝜈 (−𝑁) = 0, при 𝜈 ⩾ 2, (49)

B1(𝑝
𝜈)B2(𝑝

𝜈)B3(𝑝
𝜈)𝑐𝑝𝜈 (−𝑁) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
1

(𝑝− 1)3
, если (𝑏1𝑏2𝑏3𝑁, 𝑝) = 1;

− 1

(𝑝− 1)2
, если (𝑁, 𝑝) = 𝑝 и (𝑏1𝑏2𝑏3, 𝑝) = 1,

или (𝑏𝑖, 𝑝) = 𝑝 и (𝑏𝑗𝑏𝑘, 𝑝) = 1.

(50)

Следовательно

G𝐺(𝑁, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) =
∞∑︁
𝑞=1

B1(𝑞)B2(𝑞)B3(𝑞)𝑐𝑞(−𝑁) =
∏︁
𝑝

(1 + B1(𝑝)B2(𝑝)B3(𝑝)𝑐𝑝(−𝑁)) =

=
∏︁

(𝑝,𝑏1𝑏2𝑏3𝑁)=1

(︂
1 +

1

(𝑝− 1)3

)︂ ∏︁
𝑝|𝑏1𝑏2𝑏3𝑁

(︂
1− 1

(𝑝− 1)2

)︂
=

=
∏︁
𝑝

(︂
1 +

1

(𝑝− 1)3

)︂ ∏︁
𝑝|𝑏1𝑏2𝑏3𝑁

(︂
1− 1

𝑝2 − 3𝑝+ 3

)︂
. (51)

5.5. Оценка остаточного члена 𝑅(𝑁)

Из формул (37), (49) и (50) следует, что 𝑅(𝑁, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) состоит из суммы слагаемых
B1(𝑞)B2(𝑞)B3(𝑞)𝑐𝑞(−𝑁), имеющих вид

B1(𝑞)B2(𝑞)B3(𝑞)𝑐𝑞(−𝑁) =
∏︁
𝑝|𝑞

(𝑝,𝑏1𝑏2𝑏3𝑁)=1

1

(𝑝− 1)3

∏︁
𝑝|𝑞

(𝑝,𝑏1𝑏2𝑏3𝑁)=𝑝

−1
(𝑝− 1)2

,

причём 𝑞 – число свободное от квадратов, поэтому

𝑅(𝑁, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) =
∑︁
𝑞>ℎ

𝜇2(𝑞)
∏︁
𝑝|𝑞

(𝑝,𝑏1𝑏2𝑏3𝑁)=1

1

(𝑝− 1)3

∏︁
𝑝|𝑞

(𝑝,𝑏1𝑏2𝑏3𝑁)=𝑝

−1
(𝑝− 1)2

.

Переходя к оценкам, найдём

𝑅(𝑁, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) ⩽
∑︁
𝑞>ℎ

𝜇2(𝑞)
∏︁
𝑝|𝑞

1

(𝑝− 1)2
=
∑︁
𝑞>ℎ

𝜇2(𝑞)

𝑞2

∏︁
𝑝|𝑞

1(︁
1− 1

𝑝

)︁2 ⩽

⩽
∑︁
𝑞>ℎ

𝜇2(𝑞)

𝑞2
4𝜔(𝑞) =

∑︁
𝑞>ℎ

𝜇2(𝑞)

𝑞2
𝑞
𝜔(𝑞) ln 4

ln 𝑞 ,

где 𝜔(𝑞) — число различных простых делителей числа 𝑞, и воспользовавшись известным нера-
венством

𝜔(𝑞) ⩽
𝑐𝜔 ln 𝑞

ln ln 𝑞
получим

𝑅(𝑁, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) ⩽
∑︁
𝑞>ℎ

𝜇2(𝑞)

𝑞2
𝑞
𝑐𝜔 ln 4
ln ln 𝑞 ⩽

∑︁
𝑞>ℎ

𝑞
−2+ 𝑐𝜔 ln 4

ln ln 𝑞 ≪ 1

ℎ1−𝜀
=

1(︀
𝑏21𝑏

2
2𝑏3L

94
)︀1−𝜀 ≪

1

L
, (52)

где 𝜀 — сколь угодно малое положительное постоянное.
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5.6. Вывод асимптотической формулы для 𝐼(M1)

Подставляя значение 𝐽(𝐻) и G𝐺(𝑁) соответственно из формул (39) и (51), а также оценку
(52) в (38), найдём

𝐼(M1) =
1

𝑏1𝑏2𝑏3L1L2L3

(︂
G𝐺(𝑁) +𝑂

(︂
1

L

)︂)︂(︂
3𝐻2 +𝑂

(︂
𝐻2

L

)︂)︂
+𝑂

(︂
𝐻2

𝑏1𝑏2𝑏3L 4

)︂
=

=
3G𝐺(𝑁) 𝐻2

𝑏1𝑏2𝑏3L1L2L3
+𝑂

(︂
𝐻2

𝑏1𝑏2𝑏3L 4

)︂
. (53)

5.7. Оценка интеграла 𝐼(M2)

Имеем

𝐼(M2) =

∫︁
M2

3∏︁
𝑖=1

S1(𝑏𝑖𝛼;𝑁,𝐻)𝑒(−𝛼𝑁)𝑑𝛼.

Переходя к оценкам, а затем воспользовавшись неравенством Коши для интегралов, находим

𝐼(M2)≪ max
𝛼∈M2

|S1(𝑏3𝛼;𝑁,𝐻)|
1∫︁

0

2∏︁
𝑖=1

|S1(𝑏𝑖𝛼;𝑁,𝐻)|𝑑𝛼 =

= max
𝛼∈M2

|S1(𝑏3𝛼;𝑁,𝐻)|
2∏︁

𝑖=1

⎛⎝ 1∫︁
0

|S1(𝑏𝑖𝛼;𝑁,𝐻)|2𝑑𝛼

⎞⎠
1
2

=

= max
𝛼∈M2

|S1(𝑏3𝛼;𝑁,𝐻)|
2∏︁

𝑖=1

⎛⎜⎜⎝ ∑︁
⃒⃒⃒
𝑝1− 𝑁

3𝑏𝑖

⃒⃒⃒
⩽𝐻

𝑏𝑖

1

⎞⎟⎟⎠
1
2

=

= max
𝛼∈M2

|S1(𝑏3𝛼;𝑁,𝐻)|
2∏︁

𝑖=1

(︂
𝜋

(︂
𝑁

3𝑏𝑖
+
𝐻

𝑏𝑖

)︂
− 𝜋

(︂
𝑁

3𝑏𝑖
− 𝐻

𝑏𝑖

)︂)︂ 1
2

.

Применяя к двум последним множителям правой части полученной формулы, c учётом соот-
ношения

2𝐻

𝑏3
⩾ 2(𝑏1𝑏2)

4
3 𝑏

1
3
3𝑁

2
3 L 60 = 𝑏3

(︂
𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3

)︂ 2
3

L
8
3
𝐴+52 · 2 · 3

2
3(︀

1 + 3𝐻
𝑁

)︀ 2
3

⩾

⩾ 𝑏3

(︂
𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3

)︂ 2
3

L
8
3
𝐴+52 ⩾

(︂
𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3

)︂ 7
12

+𝜀

,

лемму 10, найдём

𝜋

(︂
𝑁

3𝑏𝑖
+
𝐻

𝑏𝑖

)︂
− 𝜋

(︂
𝑁

3𝑏𝑖
− 𝐻

𝑏𝑖

)︂
≪ 𝐻

𝑏𝑖L
, 𝑖 = 1; 2.

Следовательно

𝐼(M2)≪
𝐻√
𝑏1𝑏2L

· max
𝛼∈M2

|S1(𝑏3𝛼;𝑁,𝐻)|. (54)
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Применяя к сумме S1(𝑏3𝛼;𝑁,𝐻) лемму 12, выражаем её через сумму вида 𝑆1(𝑏3𝛼;𝑥, 𝑦), и имея
в виду, что 𝐻 ⩽ 𝑁(𝑏1𝑏2)

− 1
2 L −4, получим

S1(𝑏3𝛼;𝑁,𝐻)≪ 1

L

⃒⃒⃒⃒
𝑆1

(︂
𝑏3𝛼;

𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3
,
2𝐻

𝑏3

)︂⃒⃒⃒⃒
+

𝐻2

𝑏3𝑁L
≪

≪ 1

L

⃒⃒⃒⃒
𝑆1

(︂
𝑏3𝛼;

𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3
,
2𝐻

𝑏3

)︂⃒⃒⃒⃒
+

𝐻√
𝑏1𝑏2𝑏3L 4

. (55)

Оценим S1(𝑏3𝛼;𝑁,𝐻) для 𝛼 из множества M2. Если 𝛼 ∈ M2, то согласно (28), (27) и (25),
имеем

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1,

√
𝑏1𝑏2L 3

𝐻𝑏−1
3

< |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏
,

𝑞 ⩽ ℎ =L 𝑐1 = 𝑏21𝑏
2
2𝑏3L

94, 𝜏 =
12𝐻2

(𝑁 + 3𝐻)𝑏3L 𝑐2
, L 𝑐2 = 𝑏21𝑏

2
2L

94.

К сумме 𝑆1
(︁
𝑏3𝛼;

𝑁
3𝑏3

+ 𝐻
𝑏3
, 2𝐻𝑏3

)︁
применим теорему 2, полагая

𝑏 = 𝑏3, 𝑥 =
𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3
, 𝑦 =

2𝐻

𝑏3
, L 𝐴 = 𝑏

1
2
1 𝑏

1
2
2 L 3.

Проверим выполнение условий теоремы. Воспользовавшись значениями параметров ℎ и 𝐴,
затем соотношением 𝐻 ⩾ (𝑏1𝑏2𝑏3)

4
3𝑁

2
3 L 60, имеем(︂

𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3

)︂5
8
𝑏3ℎL

2,25𝐴+81 =
1

3
5
8

(︂
1 +

3𝐻

𝑁

)︂ 5
8

𝑏
3
8
3 · 𝑏

2
1𝑏

2
2𝑏3L

94 ·
(︂
𝑏
1
2
1 𝑏

1
2
2 L 3

)︂ 9
4

𝑁
5
8 =

=
(𝑏1𝑏2𝑏3)

4
3𝑁

2
3 L 60

2𝑏3
· 2

3
5
8

(︂
1 +

3𝐻

𝑁

)︂ 5
8

𝑏
41
24
1 𝑏

41
24
2 𝑏

1
24
3 𝑁− 1

24 L
111
4 ⩽

(𝑏1𝑏2𝑏3)
4
3𝑁

2
3 L 60

2𝑏3
⩽

𝐻

2𝑏3
.

Таким образом условие теоремы 2 выполняется, следовательно согласно этой теореме, находим

𝑆1

(︂
𝑏3𝛼;

𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3
,
2𝐻

𝑏3

)︂
=
𝜇
(︁

𝑞
(𝑏3,𝑞)

)︁
𝜙
(︁

𝑞
(𝑏3,𝑞)

)︁G𝑛
(︁
2𝜋𝜆𝐻
𝑏3

)︁
𝜋𝜆

𝑒

(︂
𝜆𝑁

3𝑏3

)︂
+𝑂

(︃
𝐻

𝑏3L
3+

ln 𝑏1+ln 𝑏2
2 ln L

)︃
≪

≪ 𝜆−1 +
𝐻

𝑏3
√
𝑏1𝑏2L 3

≪ 𝐻

𝑏3
√
𝑏1𝑏2L 3

.

Подставляя эту оценку в (55), найдём

|S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻)| ≪ 𝐻

𝑏3
√
𝑏1𝑏2 L 4

.

Подставляя полученную оценку для |S3(𝛼;𝜇3𝑁,𝐻)|, 𝛼 ∈M2, в (54), получим

𝐼(M2)≪
𝐻√
𝑏1𝑏2L

· 𝐻

𝑏3
√
𝑏1𝑏2 L 4

≪ 𝐻2

𝑏1𝑏2𝑏3 L 5
. (56)

5.8. Оценка интеграла 𝐼(m)

Имеем

𝐼(m) =

∫︁
m

S1(𝑏1𝛼;𝑁,𝐻)S1(𝑏2𝛼;𝑁,𝐻)S1(𝑏3𝛼;𝑁,𝐻)𝑒(−𝛼𝑁)𝑑𝛼.
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Переходя к оценкам, и поступая аналогично как при оценке 𝐼(M2), имеем

𝐼(m)≪ 𝐻√
𝑏1𝑏2L

·max
𝛼∈m
|S1(𝑏3𝛼;𝑁,𝐻)|. (57)

Пользуясь соотношением (55) сумму S1(𝑏3𝛼;𝑁,𝐻), выражая через сумму вида 𝑆3(𝛼;𝑥, 𝑦), име-
ем

S1(𝑏3𝛼;𝑁,𝐻)≪ 1

L

⃒⃒⃒⃒
𝑆1

(︂
𝑏3𝛼;

𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3
,
2𝐻

𝑏3

)︂⃒⃒⃒⃒
+

𝐻√
𝑏1𝑏2𝑏3L 4

. (58)

Оценим S1(𝑏3𝛼;𝑁,𝐻) для 𝛼 из множества m. Если 𝛼 ∈ m, то

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏
, ℎ < 𝑞 ⩽ 𝜏,

ℎ =L 𝑐1 = 𝑏21𝑏
2
2𝑏3L

94, 𝜏 =
12𝐻2

(𝑁 + 3𝐻)𝑏3L 𝑐2
, L 𝑐2 = 𝑏21𝑏

2
2L

94.

К сумме 𝑆1
(︁
𝑏3𝛼;

𝑁
3𝑏3

+ 𝐻
𝑏3
, 2𝐻𝑏3

)︁
применим теорему 3, полагая

𝑏 = 𝑏3, 𝑥 =
𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3
, 𝑦 =

2𝐻

𝑏3
, 𝐴 = 3 +

ln 𝑏1 + ln 𝑏2
2 lnL

.

Проверим выполнение условий теоремы. Пользовавшись соотношением 𝐻 = (𝑏1𝑏2𝑏3)
4
3𝑁

2
3 L 60

и значением параметра 𝐴, имеем

𝑏3

(︂
𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3

)︂ 2
3

L
8
3
𝐴+52 = (𝑏1𝑏2𝑏3)

4
3𝑁

2
3 L 60 · 1

3
2
3 𝑏3

(︂
1 +

3𝐻

𝑁

)︂ 2
3

=
𝐻

3
2
3 𝑏3

(︂
1 +

3𝐻

𝑁

)︂ 2
3

⩽
𝐻

2𝑏3
,

𝑏3L
4𝐴+82 = 𝑏21𝑏

2
2𝑏3L

94 = L 𝑐1 = ℎ,(︁
2𝐻
𝑏3

)︁2
𝑁
3𝑏3

+ 𝐻
𝑏3

L −4𝐴−82 =
12𝐻2

(𝑁 + 3𝐻)𝑏3

(︀
𝑏21𝑏

2
2𝑏3L

94
)︀−1

=
12𝐻2

(𝑁 + 3𝐻)𝑏3L 𝑐2
= 𝜏.

Таким образом условие теоремы 3 выполняется и согласно этой теореме, находим

𝑆1

(︂
𝑏3𝛼;

𝑁

3𝑏3
+
𝐻

𝑏3
,
2𝐻

𝑏3

)︂
≪ 𝐻

𝑏3L 𝐴
=

𝐻√
𝑏1𝑏2𝑏3L 3

.

Подставляя полученную оценку в (58), а затем в (57), получим

𝐼(m)≪ 𝐻√
𝑏1𝑏2L

· 𝐻√
𝑏1𝑏2𝑏3L 4

=
𝐻2

𝑏1𝑏2𝑏3L 5
. (59)

5.9. Асимптотическая формула для 𝐼(𝑁,𝐻)

Подставляя найденные оценки для 𝐼(M1), 𝐼(M2) и 𝐼(m) соответственно из формул (53),
(56) и (59) в (29), а затем воспользовавшись формулой (23) и соотношением

1

L1L2L3
=

1

(ln𝑁)3

3∏︁
𝑖=1

(︂
1 +

ln 3𝑏𝑖
ln𝑁 − ln 3𝑏𝑖

)︂
=

1

ln3𝑁
+𝑂

(︂
ln ln𝑁

(ln𝑁)4

)︂
,

получим

𝐼(𝑁,𝐻) =
3G𝐺(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑁) 𝐻2

𝑏1𝑏2𝑏3L1L2L3
+𝑂

(︂
𝐻2

𝑏1𝑏2𝑏3L 4

)︂
=

3G𝐺(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑁) 𝐻2

𝑏1𝑏2𝑏3(ln𝑁)3
+

+𝑂

(︂
𝐻2 ln ln𝑁

𝑏1𝑏2𝑏3(ln𝑁)4

)︂
.

Теорема 1 доказана.
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