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Аннотация

В работе рассмотрено множество всевозможных рядов Дирихле, порожденных задан-
ной решёткой, и изучены свойства этого функционального пространства над полем ком-
плексных чисел.

Введено новое понятие 𝐶 𝜃-степенная плотность ряда Дирихле. Установлена связь
между 𝐶 𝜃-степенной плотностью ряда Дирихле и абсциссой его абсолютной сходимости.

Установлено, что если ряд Дирихле 𝑓(𝛼|Λ) удовлетворяет условию обобщенной леммы
Сельберга с 𝜃1 < 𝜃, то ряд Дирихле 𝑓(𝛼|Λ) аналитически продолжается в полуплоскость
с 𝜎 > 𝜃1, кроме точки 𝛼 = 𝜃, в которой у неё полюс первого порядка с вычетом 𝐶𝜃.

Введено новое понятие 𝐶 логарифмическая 𝜃-степенная плотность ряда Дирихле.
Установлено, что если ряд Дирихле 𝑓(𝛼|Λ) имеет 𝐶 логарифмическую 𝜃-степенную плот-
ность и 𝜃 < 1, то для абсциссы абсолютной сходимости справедливо равенство 𝜎𝑓 = 0 и
ряд Дирихле 𝑓(𝛼|Λ) — голоморфная функция во всей правой 𝛼-полуплоскости с 𝜎 > 0.

Показано, что если ряд Дирихле 𝑓(𝛼|Λ) имеет 𝐶 логарифмическую 𝜃-степенную плот-
ность и 𝜃 < 1, то областью голоморфности дзета-функции 𝜁(𝑀 |𝛼) является 𝛼-полуплос-
кость 𝜎 > 0.
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ральных чисел.
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Abstract

The work considers the set of all possible Dirichlet series generated by a given lattice, and
studies the properties of this function space over the field of complex numbers.

A new concept of 𝐶 𝜃-power density of a Dirichlet series is introduced. A connection is
established between the 𝐶 𝜃-power density of the Dirichlet series and the abscissa of its absolute
convergence.

It is established that if the Dirichlet series 𝑓(𝛼|Λ) satisfies the conditions of the generalized
Selberg lemma with 𝜃1 < 𝜃, then the Dirichlet series 𝑓(𝛼|Λ) extends analytically into the half-
plane with 𝑠𝑖𝑔𝑚𝑎 > 𝜃1, except for the point 𝛼 = 𝜃, at which it has a first-order pole with a
subtraction of 𝐶𝜃.

A new concept 𝐶 logarithmic 𝜃-power density of the Dirichlet series is introduced. It has
been established that if the Dirichlet series 𝑓(𝛼|Λ) has 𝐶 logarithmic 𝜃-power density and 𝜃 < 1,
then the abscissa of absolute convergence holds the equality 𝜎𝑓 = 0 and The Dirichlet series
𝑓(𝛼|Λ) is a holomorphic function in the entire right 𝛼-half-plane with 𝜎 > 0.

It is shown that if the Dirichlet series 𝑓(𝛼|Λ) has 𝐶 logarithmic 𝜃-power density and 𝜃 < 1,
then The holomorphic domain of the zeta function 𝜁(𝑀 |𝛼) is 𝛼-the half-plane 𝜎 > 0.
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1. Введение

В работе [2] определено множество всех рядов Дирихле, порожденных заданной решёткой
Λ, которое обозначается через D(Λ).

Пусть Λ — произвольная 𝑠-мерная решётка в R𝑠. Рядом Дирихле 𝑓(𝛼|Λ) для решётки Λ
называется произвольная функция, заданная равенством

𝑓(𝛼|Λ) =
∑︁
�⃗�∈Λ

𝑎(�⃗�)

(𝑥1 · . . . · 𝑥𝑠)𝛼
=

∞∑︁
𝑘=1

𝐴(𝜆𝑘)𝜆
−𝛼
𝑘 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 > 𝜎𝑓 ⩾ 𝜎*𝑓 ,

2Acknowledgments: The reported study was funded by the RSF grant № 23-21-00317 “Geometry of numbers and
Diophantine approximations in the number-theoretic method in approximate analysis”.
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где 𝜎𝑓 — абсцисса абсолютной сходимости и 𝜎*𝑓 — абсцисса сходимости, а 𝜆𝑘 — точки усечённого
норменного спектра 𝑄𝑠𝑝(Λ), который определяется равенством

𝑄𝑠𝑝(Λ) = {𝜆 | 𝜆 = 𝑞(�⃗�), �⃗� ∈ Λ∖{⃗0}}, 𝑞(�⃗�) = 𝑥1 · . . . · 𝑥𝑠

и
𝐴(𝜆𝑘) =

∑︁
𝑥1·...·𝑥𝑠=𝜆𝑘

𝑎(�⃗�).

Как хорошо известно [3, 4], для любых рядов Дирихле справедливо неравенство 𝜎𝑓 ⩽ 𝜎*𝑓 + 1.
По теореме Абеля (см. [3], стр. 106)

𝑓(𝛼|Λ) = 𝛼

∞∫︁
𝜆1

𝐴*(𝑡)

𝑡𝛼+1
𝑑𝑡, 𝐴*(𝑡) =

∑︁
𝑞(�⃗�)⩽𝑡

𝑎(�⃗�).

В работе [2] показано, что ряды Дирихле, порождённые решетками, естественно возникают
в теоретико-числовом методе в приближенном анализе и играют в его развитии существенную
роль.

Целью данной работы является изучение вопросов сходимости рядов Дирихле, порожден-
ных заданной решёткой.

2. Пространство рядов Дирихле для многомерных решёток

Выделим подпространство D∞(Λ) условием sup�⃗�∈Λ |𝑎(�⃗�)| <∞. На D∞(Λ) зададим норму

‖𝑓(𝛼|Λ)‖ = sup
�⃗�∈Λ
|𝑎(�⃗�)|.

Относительно заданной нормы D∞(Λ) является несепарабельным банаховым пространством.
Нетрудно понять, что пространство D∞(Λ) не является алгеброй, так как нет замкнутости

относительно произведения рядов Дирихле.
Более того, для произвольной решётки Λ произведение двух рядов Дирихле 𝑓(𝛼|Λ) и

𝑔(𝛼|Λ), вообще говоря, не является рядом Дирихле ℎ(𝛼|Λ), так как для произвольной ре-
шётки Λ покоординатное произведение двух точек �⃗� и �⃗� из Λ не является точкой решётки
Λ.

Порядком точки 𝜆 усечённого норменного спектра называется количество точек �⃗� решётки
Λ, для которых 𝑞(�⃗�) = 𝜆. Порядок точки 𝜆 обозначается через 𝑞(𝜆). Нетрудно понять, что
величина

𝐷(𝑇 |Λ) =
∑︁

𝜆∈𝑄𝑠𝑝(Λ), 𝜆⩽𝑇

𝑞(𝜆)

— количество точек решётки Λ в гиперболическом кресте 𝐾𝑠(𝑇 ) = {�⃗� | 𝑞(�⃗�) ⩽ 𝑇}.
Так как

𝐷(𝑇 |Λ) = 2𝑠𝑇 ln𝑠−1 𝑇

(𝑠− 1)! detΛ
+𝑂

(︂
𝑇 ln𝑠−2 𝑇

detΛ

)︂
,

то для любой решётки Λ абсцисса абсолютной сходимости 𝜎Λ гиперболической дзета-функции
𝜁(Λ|𝛼) равна 1.

Отсюда следует, что для любого ряда Дирихле 𝑓(𝛼|Λ) ∈ D∞(Λ) для абсциссы абсолютной
сходимости 𝜎𝑓 справедливо неравенство 𝜎𝑓 ⩽ 1.
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3. Степенная плотность и абсцисса абсолютной сходимости

Определение 1. Будем говорить, что ряд Дирихле удовлетворяет условию обобщенной
леммы Сельберга, если 𝐴*(𝑡) = 𝐶𝑡𝜃 +𝑂

(︀
𝑡𝜃1
)︀
и 𝜃1 < 𝜃.

Про такой ряд Дирихле будем говорить, что он имеет 𝐶 𝜃-степенную плотность.

Заметим, что мы допускаем произвольное значение величины 𝐶. В том числе и 𝐶 = 0.

При таком определении 𝐶 𝜃-степенной плотности получаем, что множество всех рядов
Дирихле с 𝜃-степенной плотностью образуют линейное подпространство, которое будем обо-
значать через D(𝜃)(Λ).

Лемма 1. Если ряд Дирихле 𝑓(𝛼|Λ) имеет 𝐶 𝜃-степенную плотность, то для его абсцис-
сы абсолютной сходимости справедливо равенство 𝜎𝑓 = 𝜃 и в точке 𝛼 = 𝜃 полюс с вычетом
𝐶𝜃.

Доказательство. Действительно, из определения 𝐶 𝜃-степенной плотности имеем:
𝐴*(𝑡) = 𝐶𝑡𝜃 + 𝑅𝑀 (𝑡) и для любого 𝜀 > 0 найдется 𝑁 = 𝑁(𝜀) такое, что |𝑅𝑀 (𝑡)| < 𝜀𝑡𝜃 при
𝑡 > 𝑁(𝜀). По теореме Абеля (См. [3], стр. 106) имеем:

𝑓(𝛼|Λ) = 𝛼

∫︁ ∞

𝜆1

𝐴*(𝑡)

𝑡𝛼+1
𝑑𝑡 = 𝛼

∫︁ ∞

𝜆1

𝐶𝑡𝜃 +𝑅𝑀 (𝑡)

𝑡𝛼+1
𝑑𝑡 =

𝐶𝛼

𝛼− 𝜃
+ 𝛼

∫︁ ∞

𝜆1

𝑅𝑀 (𝑡)

𝑡𝛼+1
𝑑𝑡.

Так как для любого 𝜀 > 0 имеем:⃒⃒⃒⃒
𝛼

∫︁ ∞

𝜆1

𝑅𝑀 (𝑡)

𝑡𝛼+1
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
<

⃒⃒⃒⃒
⃒𝛼
∫︁ 𝑁(𝜀)

𝜆1

𝑅𝑀 (𝑡)

𝑡𝛼+1
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒+ |𝛼|𝜀
|𝛼− 𝜃|𝑁(𝜀)ℜ(𝛼−𝜃)

,

то утверждение леммы доказано. 2

Лемма 2. Если ряд Дирихле 𝑓(𝛼|Λ) удовлетворяет условию обобщенной леммы Сельбер-
га с 𝜃1 < 𝜃, то ряд Дирихле 𝑓(𝛼|Λ) аналитически продолжается в полуплоскость с 𝜎 > 𝜃1,
кроме точки 𝛼 = 𝜃, в которой у неё полюс первого порядка с вычетом 𝐶𝜃.

Доказательство. Действительно, по теореме Абеля имеем:

𝑓(𝛼|Λ) = 𝛼

∫︁ ∞

𝜆1

𝐴*(𝑡)

𝑡𝛼+1
𝑑𝑡 = 𝛼

∫︁ ∞

𝜆1

𝐶𝑡𝜃 +𝑂
(︀
𝑡𝜃1
)︀

𝑡𝛼+1
𝑑𝑡 =

𝐶𝛼

𝛼− 𝜃
+ 𝛼

∫︁ ∞

1

𝑂
(︀
𝑡𝜃1
)︀

𝑡𝛼+1
𝑑𝑡.

Так как последний несобственный интеграл абсолютно сходится для любого 𝛼 с 𝜎 > 𝜃1, то
утверждение леммы доказано. 2

Определение 2. Будем говорить, что ряд Дирихле 𝑓(𝛼|Λ) имеет 𝐶 логарифмическую
𝜃-степенную плотность, если для функции 𝐴*(𝑡) справедливо равенство

lim
𝑡→∞

ln |𝐴*(𝑡|)
ln𝜃 𝑡

= 𝐶, 𝐶 > 0, 𝜃 > 0.

Из определения видно, что, если ряд Дирихле 𝑓(𝛼|Λ) имеет 𝐶 𝜃-степенную плотность, то
он имеет 𝜃 логарифмическую 1-степенную плотность.

Следующая лемма показывает, что ряды Дирихле 𝑓(𝛼|Λ) с 𝐶 логарифмической 𝜃-
степенной плотностью при 𝜃 < 1 имеют принципиальное отличие.

Лемма 1. Если ряд Дирихле 𝑓(𝛼|Λ) имеет 𝐶 логарифмическую 𝜃-степенную плотность
и 𝜃 < 1, то для абсциссы абсолютной сходимости справедливо равенство 𝜎𝑓 = 0 и ряд
Дирихле 𝑓(𝛼|Λ) — голоморфная функция во всей правой 𝛼-полуплоскости с 𝜎 > 0.
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Доказательство. Действительно, из определения 𝐶 логарифмической 𝜃-степенной плот-
ности имеем: 𝐴*(𝑡) = 𝑒𝐶(ln 𝑡)𝜃+𝑅𝑀 (𝑡) и для любого 𝜀 > 0 найдется 𝑁 = 𝑁(𝜀) такое, что
|𝑅𝑀 (𝑡)| < 𝜀(ln 𝑡)𝜃 при 𝑡 > 𝑁(𝜀). По теореме Абеля (См. [3], стр. 106) имеем:

𝑓(𝛼|Λ) = 𝛼

∫︁ ∞

𝜆1

𝐴*(𝑡)

𝑡𝛼+1
𝑑𝑡 = 𝛼

∫︁ ∞

𝜆1

𝑒𝐶(ln 𝑡)𝜃+𝑅𝑀 (𝑡)

𝑡𝛼+1
𝑑𝑡 = 𝛼

∫︁ ∞

ln𝜆1

𝑒𝐶𝑡𝜃+𝑅𝑀 (𝑒𝑡)

𝑒𝛼𝑡
𝑑𝑡.

Так как для любого 𝜀 > 0 имеем:⃒⃒⃒⃒
⃒𝛼
∫︁ ∞

ln𝜆1

𝑒𝐶𝑡𝜃+𝑅𝑀 (𝑒𝑡)

𝑒𝛼𝑡
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ <

⃒⃒⃒⃒
⃒𝛼
∫︁ 𝑁(𝜀)

ln𝜆1

𝑒𝐶𝑡𝜃+𝑅𝑀 (𝑒𝑡)

𝑒𝛼𝑡
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒+
⃒⃒⃒⃒
⃒𝛼
∫︁ ∞

𝑁(𝜀)

𝑑𝑡

𝑒𝛼𝑡−(𝐶+𝜀)𝑡𝜃

⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

последний несобственный интеграл при 𝜃 < 1 абсолютно сходится при любом 𝛼 с 𝜎 > 0, то
утверждение леммы доказано. 2

Дословно повторяя рассуждения из работы [1], можно доказать следующую теорему.

Теорема 1. Если ряд Дирихле 𝑓(𝛼|Λ) имеет 𝐶 логарифмическую 𝜃-степенную плот-
ность и 𝜃 < 1, то областью голоморфности дзета-функции 𝜁(𝑀 |𝛼) является 𝛼-полуплос-
кость 𝜎 > 0.

Из этой теоремы сразу следует теорема антиуниверсальности.

Теорема 2. Если ряд Дирихле 𝑓(𝛼|Λ) имеет 𝐶 логарифмическую 𝜃-степенную плот-
ность и 𝜃 < 1, то ряд Дирихле 𝑓(𝛼|Λ) не является универсальной функцией в смысле Воро-
нина.

4. Заключение

В данной статье удалось применить подходы, развитые при анализе дзета-функции моно-
идов натуральных чисел.

Выражаем свою благодарность профессору Н. М. Добровольскому за постановку задачи
и доценту Н. Н. Добровольскому за постоянное внимание к работе и полезные обсуждения.
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