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Аннотация

Были выделены классы моноидов, для которых выполняется условие обобщенной лем-
мы Сельберга, для которых выполнено сильное условие Сельберга–Бредихина, для кото-
рых выполнен усиленный асимптотический закон в форме Бредихина. Для этих классов
моноидов получены новые результаты об аналитическом продолжении в лево от абсциссы
абсолютной сходимости. Получен аналог основной леммы С. М. Воронина из работы об
универсальности дзета-функции Римана на случай дзета-функций моноида, для которого
выполнено условие обобщенной леммы Сельберга либо более сильное условие Сельбер-
га–Бредихина.

Для класса регулярных моноидов Сельберга — Бредихина натуральных чисел удалось
доказать теорему универсальности дзета-функции соответствующего моноида.
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Abstract

Classes of monoids were identified for which the condition of the generalized Selberg lemma
is satisfied, for which the strong Selberg–Bredikhin condition is satisfied, and for which the
strengthened asymptotic law in Bredikhin form is satisfied. For these classes of monoids, new
results on analytical continuation to the left of the abscissa of absolute convergence are obtained.
An analogue of the main lemma of S. M. Voronin is obtained from the work on the universality
of the Riemann zeta function in the case of zeta functions of a monoid for which the condition
of the generalized Selberg lemma or the stronger Selberg–Bredikhin condition is satisfied.

For the class of regular Selberg–Bredikhin monoids of natural numbers, we succeeded in
proving the universality theorem for the zeta function of the corresponding monoid.
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1. Введение

В 1975 году вышла работа С. М. Воронина, в которой была доказана знаменитая теорема
об универсальности дзета-функции Римана [4].

Теорема 1. Пусть 0 < 𝑟 < 1
4 ; пусть 𝑓(𝑠) — функция, аналитическая внутри круга

|𝑠| ⩽ 𝑟 и непрерывная вплоть до границы круга. Если 𝑓(𝑠) не имеет нулей внутри круга
|𝑠| ⩽ 𝑟, то для всякого 𝜀 > 0 существует вещественное 𝑇 = 𝑇 (𝜀) такое, что

max
|𝑠|⩽𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝑠)− 𝜁

(︂
𝑠+

(︂
3

4
+ 𝑖𝑇

)︂)︂⃒⃒⃒⃒
< 𝜀.

Доказательство. См. [4] или [5], стр. 240–250. 2

Для дальнейшего нам потребуются моноиды 𝑀 с однозначным разложением на простые
числа такие, что для их дзета-функции 𝜁(𝑀 |𝛼) =

∑︀
𝑛∈𝑀 𝑛−𝛼 справедливо разложение в про-

изведение Эйлера

𝜁(𝑀 |𝛼) =
∏︁

𝑝∈𝑃 (𝑀)

(︂
1− 1

𝑝𝛼

)︂−1

, 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 ⩾ 𝜎𝑀 ,

где 0 ⩽ 𝜎𝑀 ⩽ 1
2 . Доказательство существования таких моноидов содержится в работе [10].

Будем черезM𝜎0 обозначать класс моноидов𝑀 с однозначным разложением на простые числа
таких, что дзета-функции 𝜁(𝑀 |𝛼) представляется в виде произведения Эйлера, абсолютно и
равномерно сходящегося в полуплоскости 𝜎 ⩾ 𝜎0.

В работе [14] доказаны следующие утверждения:

Лемма 1. При 𝑄 > 4 для любого 𝑞 > 𝑄 и для любого вещественного 𝑇 справедливы
неравенства

max
|𝛼|⩽ 1

4

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒1−

1

𝑞𝛼+3
4+𝑖𝑇

1− 1

𝑞𝛼+3
4

− 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < 4√

𝑄
, max

|𝛼|⩽ 1
4

⃒⃒⃒⃒
⃒1− 1

𝑞𝛼+
3
4
+𝑖𝑇

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 1 +

1√
𝑄
.

Пусть 𝑝0 — простое число и моноид𝑀−(𝑝0) обозначает моноид натуральных чисел, не деля-
щихся на 𝑝0. Дзета-функция 𝜁(𝑀−(𝑝0)|𝛼) в правой полуплоскости 𝜎 > 1 имеет представление
в виде произведения Эйлера:

𝜁(𝑀−(𝑝0)|𝛼) =
∏︁
𝑝 ̸=𝑝0

(︂
1− 1

𝑝𝛼

)︂−1

.

Теорема 2. Пусть 𝑄 > 4, 0 < 𝑟 < 1
4 ; пусть 𝑓(𝛼) — функция, аналитическая внутри

круга |𝛼| ⩽ 𝑟 и непрерывная вплоть до границы круга. Если 𝑓(𝛼) не имеет нулей внутри
круга |𝛼| ⩽ 𝑟 и 𝐴(𝑟, 𝑓) = max|𝛼|⩽𝑟 |𝑓(𝛼)|, то для всякого 𝜀 > 0 и для любого простого 𝑝0 > 𝑄
существует вещественное 𝑇 = 𝑇 (𝜀, 𝑝0) такое, что

max
|𝛼|⩽𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝛼)− 𝜁

(︂
𝑀−(𝑝0)

⃒⃒⃒⃒
𝛼+

(︂
3

4
+ 𝑖𝑇

)︂)︂⃒⃒⃒⃒
< 𝜀

(︂
1 +

1√
𝑄

)︂
+

4𝐴√
𝑄
.

Теорему 2 можно существенно усилить. Пусть 𝑄 — натуральное число и моноид 𝑀 ∈M 1
2
.

Определим моноид 𝑀−𝑄 как множество натуральных чисел, не делящихся на простые 𝑝 из
𝑃 (𝑀) и больших 𝑄. Если определить моноид 𝑀+𝑄 как множество натуральных чисел, имею-
щих в своём каноническом разложении только простые числа 𝑝 ∈ 𝑃 (𝑀), которые больше 𝑄,
то N =𝑀−𝑄 ·𝑀+𝑄 и 𝜁(𝛼) = 𝜁(𝑀−𝑄|𝛼)𝜁(𝑀+𝑄|𝛼).
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Лемма 2. Для любого вещественного 𝜀1 > 0, 𝜀1 < 1 найдётся натуральное 𝑄 = 𝑄(𝜀1)
такое, что для любого вещественного 𝑇 справедливы неравенства

max
|𝛼|⩽ 1

4

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜁(𝑀+𝑄|𝛼+ 3

4)

𝜁(𝑀+𝑄|𝛼+ 3
4 + 𝑖𝑇 )

− 1

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 3𝜀1, max

|𝛼|⩽ 1
4

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

𝜁
(︀
𝑀+𝑄

⃒⃒
𝛼+ 3

4 + 𝑖𝑇
)︀ ⃒⃒⃒⃒⃒ < 1 + 𝜀1.

Теорема 3. Пусть 0 < 𝑟 < 1
4 ; пусть 𝑓(𝛼) — функция, аналитическая внутри круга

|𝛼| ⩽ 𝑟 и непрерывная вплоть до границы круга. Если 𝑓(𝛼) не имеет нулей внутри круга
|𝛼| ⩽ 𝑟 и 𝐴(𝑟, 𝑓) = max|𝛼|⩽𝑟 |𝑓(𝛼)|, то для всякого 𝜀 > 0 и для всякого 1 > 𝜀1 > 0 существует
натуральное 𝑄 = 𝑄(𝜀1) такое, что существует вещественное 𝑇 = 𝑇 (𝜀, 𝜀1) такое, что

max
|𝛼|⩽𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝛼)− 𝜁

(︂
𝑀−𝑄

⃒⃒⃒⃒
𝛼+

(︂
3

4
+ 𝑖𝑇

)︂)︂⃒⃒⃒⃒
< 𝜀 (1 + 𝜀1) + 3𝐴𝜀1.

В работе [20] была дана новая интерпретация метода работы [14], которая объясняла воз-
никновение эффекта слабой универсальности.

Цель данной работы — перенести элементы доказательства С. М. Воронина непосредствен-
но на достаточно широкий класс дзета-функций моноидов натуральных чисел, для которых
справедлива теорема универсальности, и указать класс моноидов, для которых справедлива
теорема антиуниверсальности.

2. Плотности моноида и последовательности, абсциссы абсолют-
ной сходимости

Пусть, как обычно, через 𝑃 (𝑀) будем обозначать множество его простых элементов. Мы
предполагаем, что моноид 𝑀 с однозначным разложением на простые элементы. Таким обра-
зом, для него справедливо представление дзета-функции моноида 𝜁(𝑀 |𝛼) через произведение
Эйлера:

𝜁(𝑀 |𝛼) =
∑︁
𝑛∈𝑀

𝑛−𝛼 =
∏︁

𝑞∈𝑃 (𝑀)

(︂
1− 1

𝑞𝛼

)︂−1

, 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝜎 ⩾ 𝜎𝑀

и 𝜎𝑀 — абсцисса абсолютной сходимости. Далее везде, мы будем предполагать, что множество
простых элементов 𝑃 (𝑀) является бесконечным множеством, так как в противном случае
𝜁(𝑀 |𝛼) является аналитической функцией с 𝜎𝑀 = 0 и с бесконечным множеством полюсов
в точках 𝛼𝑘,𝑞 = 2𝑘𝑖𝜋

ln 𝑞 (𝑘 = 0,±1,±2, . . .), 𝑞 ∈ 𝑃 (𝑀). В этом случае отсутствует критическая
полоса и, вообще, не может быть речи о теоремах универсальности.

Моноиды с однозначным разложением на простые элементы обладают принципиальным
свойством для теоремы универсальности.

Лемма 3. Моноид 𝑀 натуральных чисел имеет однозначное разложение на простые
элементы тогда и только тогда, когда для любого набора простых элементов 𝑞𝑛𝜈 ∈ 𝑃 (𝑀)
(𝜈 = 1, . . . , 𝑁) набор их логарифмов линейно независим над полем рациональных чисел.

Доказательство. Действительно, пусть набор логарифмов ln 𝑞𝑛1 , . . . , ln 𝑞𝑛𝑁 линейно за-
висим над полем рациональных чисел, тогда найдутся целые числа 𝑎1, . . . , 𝑎𝑁 не все равные
0 такие, что ∑︁

1⩽𝜈⩽𝑁, 𝑎𝜈>0

𝑎𝜈 ln 𝑞𝑛𝜈 = −
∑︁

1⩽𝜈⩽𝑁, 𝑎𝜈<0

𝑎𝜈 ln 𝑞𝑛𝜈 .

Отсюда следует, что ∏︁
1⩽𝜈⩽𝑁, 𝑎𝜈>0

𝑞𝑎𝜈𝑛𝜈
=

∏︁
1⩽𝜈⩽𝑁, 𝑎𝜈<0

𝑞−𝑎𝜈
𝑛𝜈

.
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Тем самым связь между линейной независимостью и однозначностью разложения на простые
элементы установлена. 2

Так же, как и в работе [18], будем обозначать через 𝜈𝑀 (𝑥) =
∑︀

𝑚∈𝑀,𝑚⩽𝑥 1 распределение
элементов моноида𝑀 и функцию энтропии S𝑀 (𝑥) = ln 𝜈𝑀 (𝑥). Нетрудно видеть, что функция
распределения простых элементов моноида 𝑀 , обозначаемая через 𝜋𝑃 (𝑀)(𝑥) =

∑︀
𝑞∈𝑃 (𝑀),𝑞⩽𝑥 1,

удовлетворяет равенству 𝜋𝑃 (𝑀)(𝑥) = 𝜈𝑃 (𝑀)(𝑥). Естественно, энтропией множества простых
элементов моноида 𝑀 назвать функцию S𝑃 (𝑀)(𝑥) = ln𝜋𝑃 (𝑀)(𝑥).

Согласно Б. М. Бредихину [2] моноид 𝑀 имеет 𝐶 𝜃-степенную плотность, если

lim
𝑥→∞

𝜈𝑀 (𝑥)

𝑥𝜃
= 𝐶, 𝜃 > 0, 𝐶 > 0.

Лемма 4. Если моноид 𝑀 имеет 𝐶 𝜃-степенную плотность, то для абсциссы абсолют-
ной сходимости дзета-функции моноида 𝜁(𝑀 |𝛼) справедливо равенство 𝜎𝑀 = 𝜃 и в точке
𝛼 = 𝜃 полюс с вычетом 𝐶𝜃.

Доказательство. Действительно, из определения 𝐶 𝜃-степенной плотности имеем:
𝜈𝑀 (𝑥) = 𝐶𝑥𝜃 + 𝑅𝑀 (𝑥) и для любого 𝜀 > 0 найдется 𝑁 = 𝑁(𝜀) такое, что |𝑅𝑀 (𝑥)| < 𝜀𝑥𝜃

при 𝑥 > 𝑁(𝜀). По теореме Абеля (См. [23], стр. 106) имеем:

𝜁(𝑀 |𝛼) = 𝛼

∫︁ ∞

1

𝜈𝑀 (𝑥)

𝑥𝛼+1
𝑑𝑥 = 𝛼

∫︁ ∞

1

𝐶𝑥𝜃 +𝑅𝑀 (𝑥)

𝑥𝛼+1
𝑑𝑥 =

𝐶𝛼

𝛼− 𝜃
+ 𝛼

∫︁ ∞

1

𝑅𝑀 (𝑥)

𝑥𝛼+1
𝑑𝑥.

Так как для любого 𝜀 > 0 имеем:⃒⃒⃒⃒
𝛼

∫︁ ∞

1

𝑅𝑀 (𝑥)

𝑥𝛼+1
𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
<

⃒⃒⃒⃒
⃒𝛼
∫︁ 𝑁(𝜀)

1

𝑅𝑀 (𝑥)

𝑥𝛼+1
𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒+ |𝛼|𝜀
|𝛼− 𝜃|𝑁(𝜀)ℜ(𝛼−𝜃)

,

то утверждение леммы доказано. 2
Будем говорить, что моноид или последовательность𝑀 натуральных чисел удовлетворяет

условию обобщенной леммы Сельберга, если 𝜈𝑀 (𝑥) = 𝐶𝑥𝜃 +𝑂
(︀
𝑥𝜃1
)︀
и 𝜃1 < 𝜃.

Лемма 5. Если моноид или последовательность 𝑀 натуральных чисел удовлетворяет
условию обобщенной леммы Сельберга с 𝜃1 < 𝜃, то дзета-функция 𝜁(𝑀 |𝛼) аналитически
продолжается в полуплоскость с 𝜎 > 𝜃1 кроме точки 𝛼 = 𝜃, в которой у неё полюс первого
порядка.

Доказательство. Действительно, по теореме Абеля имеем:

𝜁(𝑀 |𝛼) = 𝛼

∫︁ ∞

1

𝜈𝑀 (𝑥)

𝑥𝛼+1
𝑑𝑥 = 𝛼

∫︁ ∞

1

𝐶𝑥𝜃 +𝑂
(︀
𝑥𝜃1
)︀

𝑥𝛼+1
𝑑𝑥 =

𝐶𝛼

𝛼− 𝜃
+ 𝛼

∫︁ ∞

1

𝑂
(︀
𝑥𝜃1
)︀

𝑥𝛼+1
𝑑𝑥.

Так как последний несобственный интеграл абсолютно сходится для любого 𝛼 с 𝜎 > 𝜃1, то
утверждение леммы доказано. 2

Лемма 6. Если моноид или последовательность 𝑀 натуральных чисел удовлетворяет
условию обобщенной леммы Сельберга с 𝜃1 < 𝜃, то для дзета-функции 𝜁(𝑀 |𝛼) при 𝜎 > 𝜃1
справедливо равенство

𝜁(𝑀 |𝛼) =
∑︁

𝑛∈𝑀,𝑛⩽𝑁

1

𝑛𝛼
+ 𝐶

𝜃

𝛼− 𝜃
1

𝑁𝛼−𝜃
+𝑂

(︂
|𝛼|

(𝜎 − 𝜃1)𝑁𝜎−𝜃1

)︂
.
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Доказательство. Действительно, по теореме Абеля имеем:

𝜁(𝑀 |𝛼) =
∑︁

𝑛∈𝑀,𝑛⩽𝑁

1

𝑛𝛼
+ 𝛼

∫︁ ∞

𝑁

𝜈𝑀 (𝑥)− 𝜈𝑀 (𝑁)

𝑥𝛼+1
𝑑𝑥 =

∑︁
𝑛∈𝑀,𝑛⩽𝑁

1

𝑛𝛼
+

+𝛼

∫︁ ∞

𝑁

𝐶(𝑥𝜃 −𝑁 𝜃) +𝑂
(︀
𝑥𝜃1
)︀

𝑥𝛼+1
𝑑𝑥 =

∑︁
𝑛∈𝑀,𝑛⩽𝑁

1

𝑛𝛼
+ 𝐶

(︂
𝛼

(𝛼− 𝜃)𝑁𝛼−𝜃
− 1

𝑁𝛼−𝜃

)︂
+

+𝛼

∫︁ ∞

𝑁

𝑂
(︀
𝑥𝜃1
)︀

𝑥𝛼+1
𝑑𝑥 =

∑︁
𝑛∈𝑀,𝑛⩽𝑁

1

𝑛𝛼
+ 𝐶

𝜃

𝛼− 𝜃
1

𝑁𝛼−𝜃
+𝑂

(︂
|𝛼|

(𝜎 − 𝜃1)𝑁𝜎−𝜃1

)︂
,

так как, если обозначим через 𝐶1 константу в знаке 𝑂
(︀
𝑥𝜃1
)︀
в формуле 𝜈𝑀 (𝑥) = 𝐶𝑥𝜃+𝑂

(︀
𝑥𝜃1
)︀
,

то ⃒⃒⃒⃒
⃒𝛼
∫︁ ∞

𝑁

𝑂
(︀
𝑥𝜃1
)︀

𝑥𝛼+1
𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽ |𝛼|𝐶1

∫︁ ∞

𝑁

𝑥𝜃1

𝑥𝜎+1
𝑑𝑥 =

|𝛼|𝐶1

(𝜎 − 𝜃1)𝑁𝜎−𝜃1
.

2

Будем говорить, что моноид 𝑀 с однозначным разложением на простые множители ре-
гулярно удовлетворяет условию обобщенной леммы Сельберга, если при 𝜃1 < 𝜎0 ⩽ 𝜎 ⩽ 2,
𝜋𝑁 ⩾ |𝑡| ⩾ 2𝜋 для 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡 справедлива формула

𝜁(𝑀 |𝛼) =
∑︁

𝑛∈𝑀,𝑛⩽𝑁

1

𝑛𝛼
+ 𝐶

𝜃

𝛼− 𝜃
1

𝑁𝛼−𝜃
+𝑂

(︂
1

𝑁𝜎−𝜃1

)︂
,

где постоянная в знаке 𝑂 зависит только от 𝜎0. Будем такие моноиды называть регулярными
моноидами Сельберга — Бредихина.

Будем говорить, что моноид или последовательность𝑀 натуральных чисел удовлетворяет
сильному условию Сельберга — Бредихина, если 𝜈𝑀 (𝑥) = 𝐶𝑥𝜃 + 𝐶1𝑥

𝜃1 + . . . + 𝑥𝜃𝑛 + 𝑂 (1) и
0 < 𝜃𝑛 < . . . < 𝜃1 < 𝜃.

Лемма 7. Если моноид или последовательность 𝑀 натуральных чисел удовлетворя-
ет сильному условию Сельберга — Бредихина с 0 < 𝜃𝑛 < . . . < 𝜃1 < 𝜃, то дзета-функция
𝜁(𝑀 |𝛼) аналитически продолжается в полуплоскость с 𝜎 > 0 кроме точек 𝛼 = 𝜃, 𝛼𝑘 = 𝜃𝑘
(𝑘 = 1, . . . , 𝑛), в которых у неё полюса первого порядка.

Доказательство. Действительно, по теореме Абеля имеем:

𝜁(𝑀 |𝛼) = 𝛼

∫︁ ∞

1

𝜈𝑀 (𝑥)

𝑥𝛼+1
𝑑𝑥 = 𝛼

∫︁ ∞

1

𝐶𝑥𝜃 + 𝐶1𝑥
𝜃1 + . . .+ 𝑥𝜃𝑛 +𝑂 (1)

𝑥𝛼+1
𝑑𝑥 =

=
𝐶𝛼

𝛼− 𝜃
+

𝐶1𝛼

𝛼− 𝜃1
+ . . .+

𝐶𝑛𝛼

𝛼− 𝜃𝑛
+ 𝛼

∫︁ ∞

1

𝑂 (1)

𝑥𝛼+1
𝑑𝑥.

Так как последний несобственный интеграл абсолютно сходится для любого 𝛼 с 𝜎 > 0, то
утверждение леммы доказано. 2

Из результатов лемм 5 и 7 следует, что понятие критической полосы и критической прямой
надо изменить для случая моноидов из этих лемм. А именно, критической полосой надо на-
звать полосу, заданную неравенствами 𝜃1 < 𝜎 < 𝜃, а критической прямой — прямую 𝜎 = 𝜃1+𝜃

2 .
Необходимо отметить, что это определение согласуется со случаем дзета-функции Римана,
так как в этом случае 𝜃1 = 0, 𝜃 = 1.

В работе [2] Б. М. Бредихин доказал, что для любого моноида𝑀 натуральных чисел, удо-
влетворяющему условию обобщенной леммы Сельберга, справедлив асимптотический закон:

𝜋𝑀 (𝑥) ∼ 1

𝜃

𝑥𝜃

ln𝑥
. (1)
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Будем говорить, что для моноида 𝑀 натуральных чисел выполнен усиленный асимптоти-
ческий закон в форме Бредихина (См. [3]), если

𝜋𝑀 (𝑥) =

∫︁ 𝑥𝜃

2

𝑑𝑢

ln𝑢
+𝑂

(︂
𝑥𝜃

𝑒𝑐
√
ln𝑥

)︂
=

1

𝜃

𝑥𝜃

ln𝑥
+𝑂

(︂
𝑥𝜃

𝜃2 ln2 𝑥
+

𝑥𝜃

𝑒𝑐
√
ln𝑥

)︂
, (2)

с некоторой константой 𝑐 > 0.

Лемма 8. Если моноид 𝑀 натуральных чисел удовлетворяет усиленному асимптоти-
ческому закону в форме Бредихина с 0 < 𝜃 ⩽ 1, то при достаточно большом 𝑥 и натуральном
𝑁 = [𝑥] + 2, 𝑎 = 𝑥− 1

32𝑁5 и 𝑏 = 1
16𝑁5 справедливо неравенство

𝜋𝑀 (𝑒𝑎+𝑏)− 𝜋𝑀 (𝑒𝑎) >
𝑒𝜃𝑥

32𝑎6
> 4.

Доказательство. Действительно, пусть при 𝑥 > 𝑥0 выполнено неравенство⃒⃒⃒⃒
⃒𝜋𝑀 (𝑒𝑥)−

∫︁ 𝑒𝑥𝜃

2

𝑑𝑢

ln𝑢

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 𝐶

𝑒𝜃𝑥

𝑒𝑐
√
𝑥
.

Отсюда следует, что

𝜋𝑀

(︁
𝑒𝑎+𝑏

)︁
>

∫︁ 𝑒(𝑎+𝑏)𝜃

2

𝑑𝑢

ln𝑢
− 𝐶 𝑒

𝜃(𝑎+𝑏)

𝑒𝑐
√
𝑎+𝑏

, 𝜋𝑀 (𝑒𝑎) <

∫︁ 𝑒𝑎𝜃

2

𝑑𝑢

ln𝑢
+ 𝐶

𝑒𝜃𝑎

𝑒𝑐
√
𝑎

и

𝜋𝑀

(︁
𝑒𝑎+𝑏

)︁
− 𝜋𝑀 (𝑒𝑎) >

∫︁ 𝑒(𝑎+𝑏)𝜃

𝑒𝑎𝜃

𝑑𝑢

ln𝑢
− 𝐶

(︃
𝑒𝜃(𝑎+𝑏)

𝑒𝑐
√
𝑎+𝑏

+
𝑒𝜃𝑎

𝑒𝑐
√
𝑎

)︃
>

> 𝑒𝜃𝑎
(︂
1

𝜃

𝑒𝜃𝑏 − 1

𝑎+ 𝑏
− 𝐶

(︂
𝑒𝜃𝑏

𝑒𝑐
√
𝑎+𝑏

+
1

𝑒𝑐
√
𝑎

)︂)︂
.

Так как 0 < 𝜃𝑏 < 1, то 1 + 𝜃𝑏 < 𝑒𝜃𝑏 ⩽ 𝑒 и

𝜋𝑀

(︁
𝑒𝑎+𝑏

)︁
− 𝜋𝑀 (𝑒𝑎) > 𝑒𝜃𝑎

(︂
𝑏

𝑎+ 𝑏
− 𝐶 1 + 𝑒

𝑒𝑐
√
𝑎

)︂
> 𝑒𝜃𝑎

(︂
1

16𝑁6
− 𝐶 (1 + 𝑒)

𝑒𝑐
√
𝑎

)︂
.

При достаточно большом 𝑎 имеем:

1

16𝑎6
− 𝐶 (1 + 𝑒)

𝑒𝑐
√
𝑎

>
1

32𝑎6
, 𝜋𝑀

(︁
𝑒𝑎+𝑏

)︁
− 𝜋𝑀 (𝑒𝑎) >

𝑒𝜃𝑎

32𝑎6
.

Так как при 𝜃𝑎 > ln 128 + 6 ln 𝑎 выполняется 𝜋𝑀
(︀
𝑒𝑎+𝑏

)︀
− 𝜋𝑀 (𝑒𝑎) > 4, то утверждение леммы

доказано. 2

Приведём пример последовательности, полученной объединением двух моноидов со сте-
пенной плотностью.

Пусть P𝑘 = {2𝑘, 3𝑘, 5𝑘, . . .} — множество 𝑘-ых степеней всех простых чисел. Ясно, что
𝑀(P) = N, а 𝑀(P𝑘) = N𝑘 = {1𝑘, 2𝑘, 3𝑘, 4𝑘, . . .} — множество 𝑘-ых степеней всех натуральных
чисел. Моноид 𝑀(P𝑘) — с однозначным разложением на простые элементы, а множеством
простых элементов являются псевдопростые числа, которые образуют множество P𝑘. Легко
видеть, что моноид𝑀(P𝑘) имеет единичную степенную 1

𝑘 -плотность, так как 𝜈𝑀(P𝑘)(𝑥) = [𝑥
1
𝑘 ].
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Нетрудно видеть, что моноид𝑀(P𝑘) регулярно удовлетворяет условию обобщенной леммы
Сельберга 𝜈𝑀(P𝑘)(𝑥) = 𝑥

1
𝑘 + 𝑂 (1), так как при 0 < 𝜎0 ⩽ 𝜎 ⩽ 2, 𝜋𝑁 ⩾ |𝑡| ⩾ 2𝜋 для 𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡

справедлива формула

𝜁(𝑀(P𝑘)|𝛼) =
∑︁

𝑛∈𝑀(P𝑘), 𝑛⩽𝑁

1

𝑛𝛼
+ 𝐶

𝜃

𝛼− 𝜃
1

𝑁𝛼−𝜃
+𝑂

(︂
1

𝑁𝜎

)︂
,

где постоянная в знаке 𝑂 зависит только от 𝜎0. Действительно, 𝜁(𝑀(P𝑘)|𝛼) = 𝜁(𝑘𝛼),∑︁
𝑛∈𝑀(P𝑘), 𝑛⩽𝑁

1

𝑛𝛼
=
∑︁
𝑛𝑘⩽𝑁

1

𝑛𝑘𝛼
, 𝜁(𝑘𝛼) =

∑︁
𝑛⩽𝑁

1
𝑘

1

𝑛𝑘𝛼
+
𝑁

1−𝑘𝛼
𝑘

𝑘𝛼− 1
+𝑂

(︀
𝑁−𝜎

)︀
.

Так как 𝜋𝑀(P𝑘)(𝑥) = 𝜋(𝑥
1
𝑘 ), то справедлив асимптотический закон

𝜋𝑀(P𝑘)(𝑥) ∼ 𝑘
𝑥

1
𝑘

ln𝑥
,

который согласно Б. М. Бредихину можно получить элементарно, минуя асимптотический
закон для простых чисел. Более того, из асимптотического закона распределения простых
чисел (См. [5], стр. 59)

𝜋(𝑥) =

∫︁ 𝑥

2

𝑑𝑢

ln𝑢
+𝑂

(︁
𝑥𝑒−

𝑐
2

√
ln𝑥
)︁

следует, что для моноида 𝑀(P𝑘) выполнен усиленный асимптотический закон в форме Бре-
дихина

𝜋𝑀(P𝑘)(𝑥) =

∫︁ 𝑥
1
𝑘

2

𝑑𝑢

ln𝑢
+𝑂

(︂
𝑥

1
𝑘 𝑒

− 𝑐
2

√︁
1
𝑘
ln𝑥
)︂
.

Рассмотрим последовательность, полученную объединением двух моноидов 𝑀(P𝑘) и
𝑀(P𝑘+1), 𝑀𝑘,𝑘+1 = 𝑀(P𝑘)

⋃︀
𝑀(P𝑘+1). Нетрудно видеть, что 𝑀(P𝑘)

⋂︀
𝑀(P𝑘+1) = 𝑀(P𝑘(𝑘+1)).

Отсюда следует, что 𝜈𝑀𝑘,𝑘+1
(𝑥) = [𝑥

1
𝑘 ] + [𝑥

1
𝑘+1 ]− [𝑥

1
𝑘(𝑘+1) ]. Таким образом, последовательность

𝑀𝑘,𝑘+1 имеет степенную плотность с 𝜃 = 1
𝑘 и удовлетворяет условию обобщенной леммы Сель-

берга с 𝜃1 = 1
𝑘+1 , 𝜃2 = 1

𝑘(𝑘+1) , 𝜃3 = 0, так как 𝜈𝑀𝑘,𝑘+1
(𝑥) = 𝑥

1
𝑘 + 𝑥

1
𝑘+1 − 𝑥

1
𝑘(𝑘+1) + 𝑂(1). Для

дзета-функции справедливо равенство

𝜁(𝑀𝑘,𝑘+1|𝛼) = 𝜁(𝑘𝛼) + 𝜁((𝑘 + 1)𝛼)− 𝜁(𝑘(𝑘 + 1)𝛼),

из которого следует, что 𝜁(𝑀𝑘,𝑘+1|𝛼) — аналитическая функция на всей комплексной плос-
кости, кроме точек 𝛼1 = 1

𝑘 , 𝛼2 = 1
𝑘+1 и 𝛼3 = 1

𝑘(𝑘+1) , в которых полюса первого порядка, а

абсцисса абсолютной сходимости удовлетворяет равенству 𝜎𝑀𝑘,𝑘+1
= 1

𝑘 .
Нетрудно видеть, что аналогичные примеры можно строить и для объединения нескольких

моноидов со степенной плотностью, для которого будет выполнено сильное условие Сельберга–
Бредихина.

В работе [17] была определена 𝐶 логарифмическая 𝜃-степенная плотность.

Определение 1. Последовательность𝑀 натуральных чисел имеет 𝐶 логарифмическую
𝜃-степенную плотность, если для функции 𝜈𝑀 (𝑥), заданной равенством

𝜈𝑀 (𝑥) =
∑︁

𝑛∈𝑀,𝑛⩽𝑥

1,

справедливо равенство

lim
𝑥→∞

ln 𝜈𝑀 (𝑥)

ln𝜃 𝑥
= 𝐶, 𝐶 > 0, 𝜃 > 0.
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Из определения видно, что, если моноид 𝑀 имеет 𝐶 𝜃-степенную плотность, то он имеет
𝜃 логарифмическую 1-степенную плотность.

Следующая лемма показывает, что моноиды 𝑀 с 𝐶 логарифмической 𝜃-степенной плот-
ностью при 𝜃 < 1 имеют принципиальное отличие.

Лемма 9. Если моноид 𝑀 имеет 𝐶 логарифмическую 𝜃-степенную плотность и 𝜃 < 1,
то для абсциссы абсолютной сходимости справедливо равенство 𝜎𝑀 = 0 и дзета-функция
моноида 𝜁(𝑀 |𝛼) голоморфна во всей правой 𝛼-полуплоскости с 𝜎 > 0.

Доказательство. Действительно, из определения 𝐶 логарифмической 𝜃-степенной плот-
ности имеем: 𝜈𝑀 (𝑥) = 𝑒𝐶(ln𝑥)𝜃+𝑅𝑀 (𝑥) и для любого 𝜀 > 0 найдется 𝑁 = 𝑁(𝜀) такое, что
|𝑅𝑀 (𝑥)| < 𝜀(ln𝑥)𝜃 при 𝑥 > 𝑁(𝜀). По теореме Абеля (См. [23], стр. 106) имеем:

𝜁(𝑀 |𝛼) = 𝛼

∫︁ ∞

1

𝜈𝑀 (𝑥)

𝑥𝛼+1
𝑑𝑥 = 𝛼

∫︁ ∞

1

𝑒𝐶(ln𝑥)𝜃+𝑅𝑀 (𝑥)

𝑥𝛼+1
𝑑𝑥 = 𝛼

∫︁ ∞

0

𝑒𝐶𝑡𝜃+𝑅𝑀 (𝑒𝑡)

𝑒𝛼𝑡
𝑑𝑡.

Так как для любого 𝜀 > 0 имеем:⃒⃒⃒⃒
⃒𝛼
∫︁ ∞

0

𝑒𝐶𝑡𝜃+𝑅𝑀 (𝑒𝑡)

𝑒𝛼𝑡
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒ <

⃒⃒⃒⃒
⃒𝛼
∫︁ 𝑁(𝜀)

0

𝑒𝐶𝑡𝜃+𝑅𝑀 (𝑒𝑡)

𝑒𝛼𝑡
𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒+
⃒⃒⃒⃒
⃒𝛼
∫︁ ∞

𝑁(𝜀)

𝑑𝑡

𝑒𝛼𝑡−(𝐶+𝜀)𝑡𝜃

⃒⃒⃒⃒
⃒ ,

последний несобственный интеграл при 𝜃 < 1 абсолютно сходится при любом 𝛼 с 𝜎 > 0, то
утверждение леммы доказано. 2

Дословно повторяя рассуждения из работы [12], можно доказать следующую теорему.

Теорема 4. Если моноид𝑀 имеет 𝐶 логарифмическую 𝜃-степенную плотность и 𝜃 < 1,
то областью голоморфности дзета-функции 𝜁(𝑀 |𝛼) является 𝛼-полуплоскость 𝜎 > 0.

Из этой теоремы сразу следует теорема антиуниверсальности.

Теорема 5. Если моноид𝑀 имеет 𝐶 логарифмическую 𝜃-степенную плотность и 𝜃 < 1,
то дзета-функция 𝜁(𝑀 |𝛼) не является универсальной функцией в смысле Воронина.

Остановимся на связи абсциссы абсолютной сходимости дзета-функции моноида 𝑀 с од-
нозначным разложением на простые элементы и абсциссы абсолютной сходимости дзета-
функции множества простых элементов этого моноида.

Лемма 10. Для любого моноида 𝑀 с однозначным разложением на простые элементы
для абсцисс абсолютной сходимости справедливо равенство

𝜎𝑀 = 𝜎𝑃 (𝑀).

Доказательство. Действительно, в области абсолютной сходимости в силу однозначно-
сти разложения на простые элементы справедливы равенства:

𝜁(𝑀 |𝛼) =
∏︁

𝑞∈𝑃 (𝑀)

(︂
1− 1

𝑞𝛼

)︂−1

, ln 𝜁(𝑀 |𝛼) =
∑︁

𝑞∈𝑃 (𝑀)

(︃
1

𝑞𝛼
+

∞∑︁
𝑘=2

1

𝑘𝑞𝑘𝛼

)︃
=

= 𝜁(𝑃 (𝑀)|𝛼) +
∞∑︁
𝑘=2

1

𝑘
𝜁(𝑃 (𝑀)|𝑘𝛼).

По теореме Абеля имеем:
∞∑︁
𝑘=2

1

𝑘
𝜁(𝑃 (𝑀)|𝑘𝛼) =

∞∑︁
𝑘=2

𝛼

∫︁ ∞

𝑞1

𝜋𝑀 (𝑥)

𝑥𝑘𝛼+1
𝑑𝑥 = 𝛼

∫︁ ∞

𝑞1

𝜋𝑀 (𝑥)

𝑥2𝛼+1

1

1− 1
𝑥𝛼

𝑑𝑥 = 𝛼

∫︁ ∞

𝑞1

𝜋𝑀 (𝑥)

𝑥𝛼+1(𝑥𝛼 − 1)
𝑑𝑥

последний несобственный интеграл абсолютно сходится при любом 𝛼 с 𝜎 > 𝜎𝑃 (𝑀), что дока-
зывает утверждение леммы. 2
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3. Вспомогательные обозначения, определения и леммы

Все дальнейшие рассуждения мы будем проводить для моноида 𝑀 с однозначным разло-
жением на простые элементы и со степенной 𝜃-плотностью, для которого выполнено условие
обобщенной леммы Сельберга либо более сильное условие Сельберга–Бредихина. В любом
случае определена величина 𝜃1 < 𝜃. Согласно лемме 4 имеем: 𝜎𝑀 = 𝜃 и ширина критической
полосы равна 𝜃 − 𝜃1, а критическая прямая имеет вид 𝜎 = 𝜃+𝜃1

2 .

Определение 2. Множество Ω𝑀 — множество всех наборов вещественных чи-
сел, индексированных простыми элементами из 𝑃 (𝑀), т. е. Ω𝑀 состоит из векто-
ров вида 𝜃 = (𝜃𝑞1 , 𝜃𝑞2 , . . . , 𝜃𝑞𝑛 , . . .), где индекс 𝑞𝑛 пробегает все простые элементы из
𝑃 (𝑀) = {𝑞1 < 𝑞2 < . . . < 𝑞𝑛 < . . .}.

Определение 3. Пусть 𝐴 ⊂ 𝑃 (𝑀) — конечное множество простых элементов моноида
𝑀 . Для всех 𝛼 ∈ C, 𝜃 ∈ Ω𝑀 полагаем

𝜁𝐴(𝛼, 𝜃) =
∏︁
𝑞∈𝐴

(︂
1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜃𝑞

𝑞𝛼

)︂−1

.

Нашей ближайшей целью является доказательство аналога леммы 1 из монографии [5]
(стр. 241). Мы разобьём её на несколько лемм, которые позволяют лучше прослеживать новые
моменты в доказательстве теоремы универсальности. Местами нами восстановлены рассуж-
дения, которые опущены в монографии [5] и в статье [4], и устранены отдельные опечатки из
этих работ.

Определение 4. (См. [5] (стр. 323)) Пространством Харди H
(𝑅)
2 называется множе-

ство функций 𝑓(𝛼), определённых для |𝛼| < 𝑅 и аналитических в этой области, для которых

‖𝑓‖2 = lim
𝑟→𝑅

∫︁ ∫︁
|𝛼|<𝑟

|𝑓(𝛼)|2𝑑𝜎𝑑𝑡 <∞.

Следуя за С. М. Ворониным (См. [5] (стр. 241)), зададим в H
(𝑅)
2 скалярное произведение

функций 𝜙1(𝛼) и 𝜙2(𝛼) формулой

(𝜙1(𝛼), 𝜙2(𝛼)) = ℜ
∫︁ ∫︁
|𝛼|⩽𝑅

𝜙1(𝛼)𝜙2(𝛼)𝑑𝜎𝑑𝑡.

Тем самым H
(𝑅)
2 превращается в вещественное гильбертово пространство.

Лемма 11. Формула

(𝜙1(𝛼), 𝜙2(𝛼)) = ℜ
∫︁ ∫︁
|𝛼|⩽𝑅

𝜙1(𝛼)𝜙2(𝛼)𝑑𝜎𝑑𝑡.

задает скалярное произведение на H
(𝑅)
2 , относительно которого H

(𝑅)
2 является веществен-

ным гильбертовым пространством.

Доказательство. Пусть 𝑎𝜈(𝛼) = ℜ𝜙𝜈(𝛼), 𝑏𝜈(𝛼) = Im𝜙𝜈(𝛼), (𝜈 = 1, 2), тогда

𝜙1(𝛼)𝜙2(𝛼) = 𝑎1(𝛼)𝑎2(𝛼) + 𝑏1(𝛼)𝑏2(𝛼) + (−𝑎1(𝛼)𝑏2(𝛼) + 𝑎2(𝛼)𝑏1(𝛼))𝑖
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и

(𝜙1(𝛼), 𝜙2(𝛼)) = ℜ
∫︁ ∫︁
|𝛼|⩽𝑅

𝜙1(𝛼)𝜙2(𝛼)𝑑𝜎𝑑𝑡 =

∫︁ ∫︁
|𝛼|⩽𝑅

(𝑎1(𝛼)𝑎2(𝛼) + 𝑏1(𝛼)𝑏2(𝛼))𝑑𝜎𝑑𝑡.

Из последнего равенства следует, что для любого вещественного 𝜆 справедливы равенства:
(𝜆𝜙1(𝛼), 𝜙2(𝛼)) = 𝜆(𝜙1(𝛼), 𝜙2(𝛼)), (𝜙1(𝛼), 𝜙2(𝛼) + 𝜙3(𝛼)) = (𝜙1(𝛼), 𝜙2(𝛼)) + (𝜙1(𝛼), 𝜙3(𝛼)),

(𝜙1(𝛼), 𝜙2(𝛼))=(𝜙2(𝛼), 𝜙1(𝛼)), ‖𝜙1(𝛼)‖2=(𝜙1(𝛼), 𝜙1(𝛼))⩾0

и из ‖𝜙1(𝛼)‖ = 0 следует 𝜙1(𝛼) = 0.

Теперь осталось доказать, что H
(𝑅)
2 полное пространство относительно нормы ‖𝜙1(𝛼)‖ =

=
√︀

(𝜙1(𝛼), 𝜙1(𝛼)) и сепарабельное.

Так как функция 𝑓(𝛼) ∈ H
(𝑅)
2 является аналитической в круге |𝛼| ⩽ 𝑅, то разложим её в

степенной ряд

𝑓(𝛼) =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝛼
𝑛, 𝑎𝑛 =

𝑓 (𝑛)(0)

𝑛!
.

Отсюда следует, что множество многочленов всюду плотно в H
(𝑅)
2 , а так как множество мно-

гочленов с рациональными коэффициентами счетно, то сепарабельность доказана.

Пусть последовательность 𝑓𝑛(𝛼) ∈ H
(𝑅)
2 является фундаментальной, т. е. для любо-

го 𝜀 > 0 найдётся 𝑁 = 𝑁(𝜀) такое, что для любых 𝑛,𝑚 > 𝑁 справедливо неравенство
‖𝑓𝑛(𝛼)− 𝑓𝑚(𝛼)‖ < 𝜀.

Рассмотрим ряд

𝐹 (𝛼) = 𝑓1(𝛼) +
∞∑︁
𝑛=2

(𝑓𝑛(𝛼)− 𝑓𝑛−1(𝛼)),

который является сходящимся для любого 𝛼 из круга |𝛼| ⩽ 𝑅, так как согласно теореме 7 из
[5], стр. 323 из неравенства ∫︁ ∫︁

|𝛼|⩽𝑅

|𝑓𝑛(𝛼)− 𝑓𝑚(𝛼)|2𝑑𝜎𝑑𝑡 < 𝜀2

следует

|𝑓𝑛(𝛼)− 𝑓𝑚(𝛼)| ⩽ 𝜀√
𝜋(𝑅−𝑅′)

при |𝛼| ⩽ 𝑅′ < 𝑅. По теореме Вейерштрасса функция 𝐹 (𝛼) является аналитической функцией

в круге |𝛼| ⩽ 𝑅 и полнота H
(𝑅)
2 доказана. 2

Определение 5. Основной областью параметров назовем

0 < 𝑟 <
𝜎𝑀 − 𝜃1

4
, 𝜎*𝑀 =

3𝜎𝑀 + 𝜃1
4

, 𝜃0 =

(︂
1

4
,
2

4
,
3

4
, . . .

)︂
, 𝜃*0 = 𝜎𝑀𝜃0.

Лемма 12. Пусть 0 < 𝑟 < 𝜎𝑀−𝜃1
4 и 𝑔(𝛼) аналитична при |𝛼| < 𝑟 и непрерывна при

|𝛼| ⩽ 𝑟. Тогда для произвольного 𝜀 > 0 существует 𝛾 > 1 такое, что 𝛾2𝑟 < 𝜎𝑀−𝜃1
4 и

max
|𝛼|⩽𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑔(𝛼)− 𝑔

(︂
𝛼

𝛾2

)︂⃒⃒⃒⃒
< 𝜀. (3)

Функция 𝑔
(︁

𝛼
𝛾2

)︁
принадлежит пространству Харди H

(𝛾𝑟)
2 .
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Доказательство. Действительно, функция 𝑔(𝛼) непрерывна в ограниченной области
|𝛼| ⩽ 𝑟. Значит она равномерно непрерывна в этой области. Отсюда следует, что для лю-
бого 𝜀 > 0 существует 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 такое, что для любых двух точек 𝛼1 и 𝛼2 из этой области
с условием |𝛼1 − 𝛼2| < 𝛿 выполняется неравенство |𝑔(𝛼1)− 𝑔(𝛼2)| < 𝜀.

Для |𝛼| ⩽ 𝑟 имеем неравенство ⃒⃒⃒⃒
𝛼− 𝛼

𝛾2

⃒⃒⃒⃒
⩽

(︂
1− 1

𝛾2

)︂
𝑟.

Поэтому, при 𝛾 = min

(︃
1√︁
1− 𝛿

𝑟

,
√︁

𝜎𝑀−𝜃1
4𝑟

)︃
получим первое утверждение леммы.

Так как при |𝛼| ⩽ 𝛾𝑟 имеем
⃒⃒⃒
𝛼
𝛾2

⃒⃒⃒
⩽ 𝑟

𝛾 < 𝑟, то

∫︁ ∫︁
|𝛼|<𝛾𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑔

(︂
𝛼

𝛾2

)︂⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜎𝑑𝑡 = 𝛾4

∫︁ ∫︁
|𝛼|< 𝑟

𝛾

|𝑔 (𝛼)|2 𝑑𝜎𝑑𝑡 ⩽ 𝛾4
∫︁ ∫︁
|𝛼|<𝑟

|𝑔 (𝛼)|2 𝑑𝜎𝑑𝑡 <∞

что и доказывает утверждение леммы. 2
Рассмотрим при |𝛼| < 𝑟 ряд

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝛼, 𝜃),

где

𝑢𝑘(𝛼, 𝜃) = ln

⎛⎝1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜃𝑞𝑘

𝑞
3𝜎𝑀+𝜃1

4
+𝛼

𝑘

⎞⎠−1

,

𝑞𝑘 — 𝑘-ый простой элемент из 𝑃 (𝑀) и ln(1 − 𝑧)−1 = 𝑧 + 𝑧2

2 + . . . при |𝑧| < 1. Заметим, что⃒⃒⃒
3𝜎𝑀+𝜃1

4 + 𝛼
⃒⃒⃒
< 𝜎𝑀 при этом ℜ

(︁
3𝜎𝑀+𝜃1

4 + 𝛼
)︁
> 𝜎𝑀+𝜃1

2 , поэтому⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑒−2𝜋𝑖𝜃𝑞𝑘

𝑞
3𝜎𝑀+𝜃1

4
+𝛼

𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < 1.

Также, рассмотрим при |𝛼| < 𝑟 ряд

∞∑︁
𝑘=1

𝜂𝑘(𝛼, 𝜃) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑒−2𝜋𝑖𝜃𝑞𝑘

𝑞
3𝜎𝑀+𝜃1

4
+𝛼

𝑘

.

Лемма 13. Справедливо равенство для рядов

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝛼, 𝜃) =
∞∑︁
𝑘=1

𝜂𝑘(𝛼, 𝜃) +
∞∑︁
𝑘=1

𝜌𝑘(𝛼, 𝜃),

где

𝜌𝑘(𝛼, 𝜃) =

∞∑︁
𝑛=2

1

𝑛

𝑒−2𝜋𝑖𝑛𝜃𝑞𝑘

𝑞
𝑛
(︁

3𝜎𝑀+𝜃1
4

+𝛼
)︁

𝑘

и ряд
∑︀∞

𝑘=1 𝜌𝑘(𝛼, 𝜃) абсолютно сходится при |𝛼| ⩽ 𝑟.
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Доказательство. Действительно, при |𝛼| ⩽ 𝑟 имеем соотношения 𝛼 = 𝜎+𝑖𝑡, |𝜎| < 𝜎𝑀−𝜃1
4 ,

∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒
𝜌𝑘(𝛼, 𝜃)

⃒⃒⃒
⩽

∞∑︁
𝑘=1

∞∑︁
𝑛=2

1

𝑛𝑞
𝑛
(︁

3𝜎𝑀+𝜃1
4

−|𝜎|
)︁

𝑘

=
∞∑︁
𝑛=2

1

𝑛
𝜁

(︂
𝑃 (𝑀)

⃒⃒⃒⃒
𝑛

(︂
3𝜎𝑀 + 𝜃1

4
− |𝜎|

)︂)︂
.

Повторяя рассуждения леммы 7, получим

∞∑︁
𝑛=2

1

𝑛
𝜁

(︂
𝑃 (𝑀)

⃒⃒⃒⃒
𝑛

(︂
3𝜎𝑀 + 𝜃1

4
− |𝜎|

)︂)︂
=

∞∑︁
𝑛=2

(︂
3𝜎𝑀 + 𝜃1

4
− |𝜎|

)︂∫︁ ∞

𝑞1

𝜋𝑀 (𝑥)

𝑥
𝑛
(︁

3𝜎𝑀+𝜃1
4

−|𝜎|
)︁
+1
𝑑𝑥 =

=

(︂
3𝜎𝑀 + 𝜃1

4
− |𝜎|

)︂∫︁ ∞

𝑞1

𝜋𝑀 (𝑥)

𝑥
2
(︁

3𝜎𝑀+𝜃1
4

−|𝜎|
)︁
+1

1

1− 1

𝑥

(︂
3𝜎𝑀+𝜃1

4 −|𝜎|
)︂ 𝑑𝑥 =

=

(︂
3𝜎𝑀 + 𝜃1

4
− |𝜎|

)︂∫︁ ∞

𝑞1

𝜋𝑀 (𝑥)

𝑥

(︁
3𝜎𝑀+𝜃1

4
−|𝜎|

)︁
+1
(︂
𝑥

(︁
3𝜎𝑀+𝜃1

4
−|𝜎|

)︁
− 1

)︂𝑑𝑥.

Так как при 𝑥 > 2

1
3𝜎𝑀+𝜃1

4 −|𝜎| справедливо неравенство

𝜋𝑀 (𝑥)

𝑥

(︁
3𝜎𝑀+𝜃1

4
−|𝜎|

)︁
+1
(︂
𝑥

(︁
3𝜎𝑀+𝜃1

4
−|𝜎|

)︁
− 1

)︂ <
2𝜋𝑀 (𝑥)

𝑥

(︁
3𝜎𝑀+𝜃1

4
−|𝜎|

)︁
+1
𝑥

(︁
3𝜎𝑀+𝜃1

4
−|𝜎|

)︁ =
2𝜋𝑀 (𝑥)

𝑥
2
(︁

3𝜎𝑀+𝜃1
4

−|𝜎|
)︁
+1

и 2
(︁
3𝜎𝑀+𝜃1

4 − |𝜎|
)︁
> 𝜎𝑀 + 𝜃1, то последний несобственный интеграл абсолютно сходится, что

и доказывает утверждение леммы. 2
Из доказанной леммы вытекает, что ряды

∑︀∞
𝑘=1 𝑢𝑘(𝛼, 𝜃) и

∑︀∞
𝑘=1 𝜂𝑘(𝛼, 𝜃) сходятся и расхо-

дятся одновременно.
Далее везде считаем 𝑅 = 𝛾𝑟. Из определения величины 𝛾 следует, что 𝑅 < 𝜎𝑀−𝜃1

4 ⩽ 1
4 .

Положим 𝛿1 = 𝜎𝑀−𝜃1
4 − 𝑅, тогда 0 < 𝛿1 < 1

4 . Кроме этого, справедливо равенство
𝑅− 3𝜎𝑀+𝜃1

4 = 2𝑅− 𝜎𝑀 + 𝛿1.

Лемма 14. Справедливо неравенство

∞∑︁
𝑘=1

‖𝜂𝑘(𝛼, 𝜃)‖2 ⩽ 𝜋𝑅2
∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
𝑞
− 3𝜎𝑀+𝜃1

4
+𝑅

𝑘

⃒⃒⃒⃒2
<∞.

Доказательство. Действительно,

‖𝜂𝑘(𝛼, 𝜃)‖2 =
∫︁ ∫︁
|𝛼|<𝑅

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑒−2𝜋𝑖𝜃𝑞𝑘

𝑞
3𝜎𝑀+𝜃1

4
+𝛼

𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝜎𝑑𝑡 ⩽

⎛⎝ 1

𝑞
3𝜎𝑀+𝜃1

4
−𝑅

𝑘

⎞⎠2 ∫︁ ∫︁
|𝛼|<𝑅

𝑑𝜎𝑑𝑡 =
𝜋𝑅2

𝑞
2
(︁

3𝜎𝑀+𝜃1
4

−𝑅
)︁

𝑘

.

Отсюда следует, что

∞∑︁
𝑘=1

‖𝜂𝑘(𝛼, 𝜃)‖2 ⩽ 𝜋𝑅2
∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒
𝑞
− 3𝜎𝑀+𝜃1

4
+𝑅

𝑘

⃒⃒⃒⃒2
= 𝜋𝑅2 · 𝜁

(︂
𝑃 (𝑀)

⃒⃒⃒⃒
2

(︂
3𝜎𝑀 + 𝜃1

4
−𝑅

)︂)︂
.

Так как 2
(︁
3𝜎𝑀+𝜃1

4 −𝑅
)︁
> 𝜎𝑀+𝜃1 — абсциссы абсолютной сходимости, то утверждение леммы

доказано. 2
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Лемма 15. Для любой функции 𝜙(𝛼) ∈ H
(𝑅)
2 с ‖𝜙(𝛼)‖ = 1 для общего члена ряда

∞∑︁
𝑘=1

(𝜂𝑘(𝛼, 𝜃), 𝜙(𝛼)) (4)

справедливо соотношение
lim
𝑘→∞

(𝜂𝑘(𝛼, 𝜃), 𝜙(𝛼)) = 0.

Доказательство. По условию имеем:

‖𝜙(𝛼)‖ = 1 =⇒
∫︁ ∫︁
|𝛼|⩽𝑅

|𝜙(𝛼)|2𝑑𝜎𝑑𝑡 = 1.

Обозначим через 𝐷0 ту часть круга |𝛼| ⩽ 𝑅, на которой |𝜙(𝛼)| ⩽ 1, а через 𝐷1 оставшуюся
часть. Очевидно, что∫︁ ∫︁

𝐷0

|𝜙(𝛼)|𝑑𝜎𝑑𝑡 ⩽ 𝜋𝑅2,

∫︁ ∫︁
𝐷1

|𝜙(𝛼)|𝑑𝜎𝑑𝑡 ⩽
∫︁ ∫︁
𝐷1

|𝜙(𝛼)|2𝑑𝜎𝑑𝑡 ⩽ 1,

∫︁ ∫︁
|𝛼|⩽𝑅

|𝜙(𝛼)|𝑑𝜎𝑑𝑡 ⩽ 𝜋𝑅2 + 1.

По определению имеем:

(𝜂𝑘(𝛼, 𝜃), 𝜙(𝛼)) = ℜ
∫︁ ∫︁
|𝛼|⩽𝑅

𝜂𝑘(𝛼, 𝜃)𝜙(𝛼)𝑑𝜎𝑑𝑡 = ℜ
∫︁ ∫︁
|𝛼|⩽𝑅

⎛⎝ 𝑒−2𝜋𝑖𝜃𝑞𝑘

𝑞
3𝜎𝑀+𝜃1

4
+𝛼

𝑘

⎞⎠𝜙(𝛼)𝑑𝜎𝑑𝑡.

Отсюда следует, что

|(𝜂𝑘(𝛼, 𝜃), 𝜙(𝛼))| ⩽
1

𝑞
3𝜎𝑀+𝜃1

4
−𝑅

𝑘

∫︁ ∫︁
|𝛼|⩽𝑅

|𝜙(𝛼)|𝑑𝜎𝑑𝑡 ⩽ 𝜋𝑅2 + 1

𝑞
3𝜎𝑀+𝜃1

4
−𝑅

𝑘

→ 0 (𝑘 →∞)

и лемма доказана. 2
Определим функцию Δ(𝑥) равенством:

Δ(𝑥) =

∫︁ ∫︁
|𝛼|⩽𝑅

𝑒
−
(︁

3𝜎𝑀+𝜃1
4

+𝛼
)︁
𝑥
𝜙(𝛼)𝑑𝜎𝑑𝑡.

Лемма 16. Справедливо равенство

(𝜂𝑘(𝛼, 𝜃), 𝜙(𝛼)) = ℜ
[︁
𝑒−2𝜋𝑖𝜃𝑞𝑘Δ(ln 𝑞𝑘)

]︁
.

Доказательство. Действительно,

(𝜂𝑘(𝛼, 𝜃), 𝜙(𝛼)) = ℜ

⎡⎢⎣∫︁ ∫︁
|𝛼|⩽𝑅

⎛⎝ 𝑒−2𝜋𝑖𝜃𝑞𝑘

𝑞
3𝜎𝑀+𝜃1

4
+𝛼

𝑘

⎞⎠𝜙(𝛼)𝑑𝜎𝑑𝑡

⎤⎥⎦ =

= ℜ

⎡⎢⎣𝑒−2𝜋𝑖𝜃𝑞𝑘

∫︁ ∫︁
|𝛼|⩽𝑅

𝑒
−
(︁

3𝜎𝑀+𝜃1
4

+𝛼
)︁
ln 𝑞𝑘𝜙(𝛼)𝑑𝜎𝑑𝑡

⎤⎥⎦ = ℜ
[︁
𝑒−2𝜋𝑖𝜃𝑞𝑘Δ(ln 𝑞𝑘)

]︁
.

2
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Лемма 17. Пусть

𝜙(𝛼) =
∞∑︁

𝑚=0

𝑎𝑚𝛼
𝑚, ‖𝜙(𝛼)‖ = 1.

Тогда

Δ(𝑥) = 𝜋𝑅2𝑒−
3𝜎𝑀+𝜃1

4
𝑥

∞∑︁
𝑚=0

𝑏𝑚
𝑚!

(𝑥𝑅)𝑚, 𝑏𝑚 =
(−1)𝑚𝑅𝑚𝑎𝑚

𝑚+ 1

и

0 <

∞∑︁
𝑚=0

|𝑏𝑚|2(𝑚+ 1) ⩽
1

𝜋𝑅2
, |𝑏𝑚| ⩽

1

𝜋𝑅
√
𝑚+ 1

.

Доказательство. Выразим через 𝑎𝑚 функцию Δ(𝑥). Имеем:

Δ(𝑥) = 𝑒−
3𝜎𝑀+𝜃1

4
𝑥

∫︁ ∫︁
|𝛼|⩽𝑅

𝑒−𝛼𝑥𝜙(𝛼)𝑑𝜎𝑑𝑡 = 𝑒−
3𝜎𝑀+𝜃1

4
𝑥

∫︁ ∫︁
|𝛼|⩽𝑅

(︃ ∞∑︁
𝑚=0

(−𝛼𝑥)𝑚

𝑚!

)︃(︃ ∞∑︁
𝑚=0

𝑎𝑚𝛼𝑚

)︃
𝑑𝜎𝑑𝑡 =

= 𝑒−
3𝜎𝑀+𝜃1

4
𝑥

∞∑︁
𝑚1=0

∞∑︁
𝑚2=0

(−𝑥)𝑚1

𝑚1!
𝑎𝑚2

∫︁ ∫︁
|𝛼|⩽𝑅

𝛼𝑚1𝛼𝑚2𝑑𝜎𝑑𝑡.

Переходя к полярным координатам, получим:∫︁ ∫︁
|𝛼|⩽𝑅

𝛼𝑚1𝛼𝑚2𝑑𝜎𝑑𝑡 = 0 при 𝑚1 ̸= 𝑚2

и ∫︁ ∫︁
|𝛼|⩽𝑅

𝛼𝑚𝛼𝑚𝑑𝜎𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑅

0

∫︁ 2𝜋

0
𝜌2𝑚𝜌𝑑𝜌𝑑𝜃 = 2𝜋

𝑅2𝑚+2

2𝑚+ 2
.

Поэтому

Δ(𝑥) = 𝑒−
3𝜎𝑀+𝜃1

4
𝑥

∞∑︁
𝑚=0

(−𝑥)𝑚𝑎𝑚
𝑚!

𝜋
𝑅2𝑚+2

𝑚+ 1
= 𝜋𝑅2𝑒−

3𝜎𝑀+𝜃1
4

𝑥
∞∑︁

𝑚=0

(−𝑥)𝑚𝑎𝑚
(𝑚+ 1)!

𝑅2𝑚 =

= 𝜋𝑅2𝑒−
3𝜎𝑀+𝜃1

4
𝑥

∞∑︁
𝑚=0

𝑏𝑚
𝑚!

(𝑥𝑅)𝑚,

где 𝑏𝑚 = (−1)𝑚𝑅𝑚𝑎𝑚
𝑚+1 .

Из равенства ‖𝜙(𝛼)‖ = 1 заключаем, что

1 =

∫︁ ∫︁
|𝛼|⩽𝑅

|𝜙(𝛼)|2𝑑𝜎𝑑𝑡 =
∞∑︁

𝑚=0

|𝑎𝑚|2
∫︁ ∫︁
|𝛼|⩽𝑅

|𝛼|2𝑚𝑑𝜎𝑑𝑡 = 𝜋𝑅2
∞∑︁

𝑚=0

|𝑎𝑚|2𝑅2𝑚

𝑚+ 1
= 𝜋𝑅2

∞∑︁
𝑚=0

|𝑏𝑚|2(𝑚+ 1).

Поэтому

0 <

∞∑︁
𝑚=0

|𝑏𝑚|2(𝑚+ 1) =
1

𝜋𝑅2
, (5)

а, следовательно,

|𝑏𝑚| ⩽
1

𝑅
√︀
𝜋(𝑚+ 1)

. (6)

2
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Рассмотрим целую функцию 𝐹 (𝑢), заданную рядом

𝐹 (𝑢) =

∞∑︁
𝑚=0

𝑏𝑚
𝑚!
𝑢𝑚, 0 <

∞∑︁
𝑚=0

|𝑏𝑚|2(𝑚+ 1) ⩽
1

𝜋𝑅2
, |𝑏𝑚| ⩽

1

𝑅
√︀
𝜋(𝑚+ 1)

. (7)

Очевидно, что степенной ряд для 𝐹 (𝑢) абсолютно сходится на всей комплексной плоскости,
так как

∞∑︁
𝑚=0

|𝑏𝑚|
𝑚!
|𝑢|𝑚 ⩽

1

𝜋𝑅

∞∑︁
𝑚=0

1

𝑚!
|𝑢|𝑚 =

1

𝜋𝑅
𝑒|𝑢|.

Лемма 18. Для любой целой функцию 𝐹 (𝑢), удовлетворяющей условиям (7) для любого
𝛿 > 0 найдется последовательность положительных чисел 𝑢1, 𝑢2, . . .→ +∞ такая, что

|𝐹 (𝑢𝑗)| > 𝑒−(1+2𝛿)𝑢𝑗 . (8)

Доказательство. Предположим противное. Тогда существуют 𝛿 ∈ (0, 1) и постоянная
𝐴 > 0 такие, что |𝐹 (𝑢)| < 𝐴𝑒−(1+2𝛿)𝑢 для любых 𝑢 ⩾ 0. Следовательно,

|𝑒(1+𝛿)𝑢𝐹 (𝑢)| < 𝐴𝑒−𝛿𝑢 при 𝑢 ⩾ 0 (9)

и, в силу соотношений (7),

|𝑒(1+𝛿)𝑢𝐹 (𝑢)| < 𝐴1𝑒
−𝛿|𝑢| при 𝑢 < 0. (10)

Действительно, при 𝑢 < 0 имеем: |𝐹 (𝑢)| ⩽ 1
𝜋𝑅𝑒

|𝑢| = 1
𝜋𝑅𝑒

−𝑢,

|𝑒(1+𝛿)𝑢𝐹 (𝑢)| ⩽ 1

𝜋𝑅
𝑒(1+𝛿)𝑢𝑒−𝑢 =

1

𝜋𝑅
𝑒−𝛿|𝑢|.

Отсюда следует, что∫︁ ∞

−∞

⃒⃒⃒
𝑒(1+𝛿)𝑢𝐹 (𝑢)

⃒⃒⃒2
𝑑𝑢 < 𝐴

∫︁ ∞

0
𝑒−2𝛿𝑢𝑑𝑢+𝐴1

∫︁ 0

−∞
𝑒−2𝛿|𝑢|𝑑𝑢 =

𝐴+𝐴1

2𝛿
<∞.

По теореме Пэли–Винера (См. [19], стр. 408) получаем

𝑒(1+𝛿)𝑢𝐹 (𝑢) =

∫︁ 3

−3
𝑓0(𝜉)𝑒

𝑖𝜉𝑢𝑑𝜉

для некоторой функции 𝑓0(𝜉) ∈ 𝐿2(−3, 3). Но из неравенств (9) и (10) следует, что 𝑓0(𝜉) не
может быть финитной функцией. Действительно,

𝑓0(𝜉) =
1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞

(︁
𝑒(1+𝛿)𝑢𝐹 (𝑢)

)︁
𝑒−𝑖𝜉𝑢𝑑𝑢.

Следовательно, 𝑓0(𝜉) является аналитической функцией в некоторой полосе около веществен-
ной оси. Полученное противоречие доказывает, что для всякого 𝛿 > 0 найдется последова-
тельность положительных чисел 𝑢1, 𝑢2, . . . → +∞ такая, что выполняется неравенство (8).
2

Лемма 19. Для любой целой функцию 𝐹 (𝑢), удовлетворяющей условиям (7), и положи-
тельном 𝑥 и 𝑁 = [𝑥]+2 таком, что

√
𝜋𝑅𝑁 > 1, найдется полином 𝑃1(𝑦) степени 𝑁

2 такой,
что для любого 𝑦 из отрезка [𝑥− 1, 𝑥+ 1] выполняется неравенство

|𝐹 (𝑦𝑅)− 𝑃1(𝑦)| ⩽
1√
2𝜋
𝑒−𝑥2 ln𝑥.
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Доказательство. Действительно, рассмотрим многочлен 𝑃1(𝑦), заданный равенством

𝑃1(𝑦) =
𝑁2∑︁
𝑚=0

𝑏𝑚
𝑚!

(𝑦𝑅)𝑚.

Ясно, что

𝐹 (𝑦𝑅)− 𝑃1(𝑦) =

∞∑︁
𝑚=𝑁2+1

𝑏𝑚
𝑚!

(𝑦𝑅)𝑚.

Так как
√
𝜋𝑅𝑁 > 1, то |𝑏𝑚| < 1 для любого 𝑚 > 𝑁2.

Для положительных 𝑦 справедливы неравенства⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∞∑︁
𝑚=𝑁2+1

𝑏𝑚
𝑚!

(𝑦𝑅)𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ⩽ ∞∑︁

𝑚=𝑁2+1

(𝑦𝑅)𝑚

𝑚!
⩽

(𝑦𝑅)𝑁
2

(𝑁2)!

∞∑︁
𝑚=0

(𝑦𝑅)𝑚

𝑚!
⩽

(𝑦𝑅)𝑁
2
𝑒𝑦𝑅

(𝑁2)!
,

так как (𝑁2 +𝑚)! > (𝑁2)!𝑚!. Применим неравенство Стирлинга

√
2𝜋𝑁2𝑁2+1𝑒

1
12𝑁2−𝑁2

> (𝑁2)! >
√
2𝜋𝑁2𝑁2+1𝑒

1
12𝑁2+1

−𝑁2

,

получим⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∞∑︁
𝑚=𝑁2+1

𝑏𝑚
𝑚!

(𝑦𝑅)𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ⩽ (𝑦𝑅)𝑁

2
𝑒𝑦𝑅𝑒

𝑁2− 1
12𝑁2+1

√
2𝜋𝑁2𝑁2+1

=
1√
2𝜋
𝑒
𝑦𝑅+𝑁2(ln(𝑦𝑅)+1−2 ln𝑁)−ln𝑁− 1

12𝑁2+1

Отсюда следует, что для любого 𝑦 ∈ [𝑥− 1, 𝑥+ 1] выполняется неравенство

|𝐹 (𝑦𝑅)− 𝑃1(𝑦)| ⩽
1√
2𝜋
𝑒
𝑦𝑅+𝑁2(ln(𝑦𝑅)+1−2 ln𝑁)−ln𝑁− 1

12𝑁2+1 ⩽

⩽
1√
2𝜋
𝑒
(𝑥+1)𝑅+𝑁2(ln((𝑥+1)𝑅)+1−2 ln𝑁)−ln𝑁− 1

12𝑁2+1 ,

так как при 𝑦 ∈ [𝑥− 1, 𝑥+ 1] функция

𝑦𝑅+𝑁2(ln(𝑦𝑅) + 1− 2 ln𝑁)

монотонно возрастает: (︀
𝑦𝑅+𝑁2(ln(𝑦𝑅) + 1− 2 ln𝑁)

)︀′
= 𝑅+

𝑁2

𝑦
> 0.

Далее имеем:

(𝑥+ 1)𝑅+𝑁2 (ln((𝑥+ 1)𝑅) + 1− 2 ln𝑁)− ln𝑁 − 1

12𝑁2 + 1
<

<
𝑥+ 1

4
+𝑁2(ln((𝑥+ 1))− ln 4 + 1− 2 ln𝑁)− ln𝑁 − 1

12𝑁2 + 1
<

<
𝑥+ 1

4
−𝑁2 ln𝑁 − ln𝑁 < −𝑥2 ln𝑥,

что и доказывает утверждение леммы. 2

Лемма 20. Для полинома 𝑃1(𝑦) из леммы 19 для любого 𝑦 ∈
[︀
𝑥− 1

32𝑁
−5, 𝑥+ 1

32𝑁
−5
]︀

справедливо неравенство

|𝑃1(𝑦)− 𝑃1(𝑥)| ⩽
|𝑃1(𝑥)|
32𝑁 − 1

.
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Доказательство. Пусть

𝐾1 = max
𝑦∈[𝑥𝑗− 1

32
𝑁−5,𝑥𝑗+

1
32

𝑁−5]
|𝑃1(𝑦)|, 𝐾1 = |𝑃1(𝑦0)|, 𝑦0 ∈

[︂
𝑥𝑗 −

1

32
𝑁−5, 𝑥𝑗 +

1

32
𝑁−5

]︂
,

определим многочлен 𝑄1(𝑦) с помощью равенства 𝑄1(𝑦) = 𝐾−1
1 𝑃1

(︀
𝑥𝑗 +

1
32𝑁

−5𝑦
)︀
, тогда

max
𝑦∈[−1,1]

|𝑄1(𝑦)| = 1

и по теореме А. А. Маркова (См. [1], стр. 323)

max
𝑦∈[−1,1]

|𝑄′(𝑦)| ⩽ 𝑁4.

Справедливы неравенства

|𝑃1(𝑦0)− 𝑃1(𝑥)| ⩽ |𝑃1(𝑦0)||𝑦0 − 𝑥|𝑁4 ⩽
|𝑃1(𝑦0)|
32𝑁

, |𝑃1(𝑥)| ⩾ |𝑃1(𝑦0)|
(︂
1− 1

32𝑁

)︂
.

Отсюда следует, что

𝐾1 ⩽
|𝑃1(𝑥)|
1− 1

32𝑁

, |𝑃1(𝑦)− 𝑃1(𝑥)| ⩽
|𝑃1(𝑥)|
32𝑁 − 1

и лемма полностью доказана. 2

Лемма 21. Для положительного 𝑥 и 𝑁 = [𝑥] + 2 таком, что
√
𝜋𝑅𝑁 > 1, найдется

полином 𝑃2(𝑦) степени 𝑁
2 такой, что для любого 𝑦 из отрезка [𝑥 − 1, 𝑥 + 1] выполняются

неравенства⃒⃒⃒
𝑒−

3𝜎𝑀+𝜃1
4

𝑦 − 𝑃2(𝑦)
⃒⃒⃒
⩽

1√
2𝜋
𝑒−𝑥2 ln𝑥, 𝑃2(𝑦) = 𝑒−

3𝜎𝑀+𝜃1
4

𝑦 − 𝑐2(𝑦)
1√
2𝜋
𝑒−𝑥2 ln𝑥,

где |𝑐2(𝑦)| ⩽ 1.

Доказательство. Действительно, рассмотрим многочлен 𝑃2(𝑦), заданный равенством

𝑃2(𝑦) =
𝑁2∑︁
𝑚=0

1

𝑚!

(︂
−3𝜎𝑀 + 𝜃1

4
𝑦

)︂𝑚

.

Ясно, что

𝑒−
3𝜎𝑀+𝜃1

4
𝑦 − 𝑃2(𝑦) =

∞∑︁
𝑚=𝑁2+1

1

𝑚!

(︂
−3𝜎𝑀 + 𝜃1

4
𝑦

)︂𝑚

.

Для положительных 𝑦 справедливы неравенства⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∞∑︁
𝑚=𝑁2+1

1

𝑚!

(︂
−3𝜎𝑀 + 𝜃1

4
𝑦

)︂𝑚
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ⩽

(︁
3𝜎𝑀+𝜃1

4 𝑦
)︁𝑁2

(𝑁2)!

∞∑︁
𝑚=0

(︁
3𝜎𝑀+𝜃1

4 𝑦
)︁𝑚

𝑚!
⩽

(︁
3𝜎𝑀+𝜃1

4 𝑦
)︁𝑁2

𝑒
3𝜎𝑀+𝜃1

4
𝑦

(𝑁2)!
,

так как (𝑁2 +𝑚)! > (𝑁2)!𝑚!. Применим неравенство Стирлинга

(𝑁2)! >
√
2𝜋𝑁2𝑁2+1𝑒

1
12𝑁2+1

−𝑁2

,
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получим ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∞∑︁
𝑚=𝑁2+1

1

𝑚!

(︂
−3𝜎𝑀 + 𝜃1

4
𝑦

)︂𝑚
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ⩽

(︁
3𝜎𝑀+𝜃1

4 𝑦
)︁𝑁2

𝑒
3𝜎𝑀+𝜃1

4
𝑦𝑒

𝑁2− 1
12𝑁2+1

√
2𝜋𝑁2𝑁2+1

=

=
1√
2𝜋
𝑒

(︁
3𝜎𝑀+𝜃1

4
𝑦
)︁
+𝑁2

(︁
ln
(︁

3𝜎𝑀+𝜃1
4

𝑦
)︁
+1−2 ln𝑁

)︁
−ln𝑁− 1

12𝑁2+1

Отсюда следует, что для любого 𝑦 ∈ [𝑥− 1, 𝑥+ 1] выполняется неравенство⃒⃒⃒
𝑒−

3𝜎𝑀+𝜃1
4

𝑦 − 𝑃2(𝑦)
⃒⃒⃒
⩽

1√
2𝜋
𝑒

(︁
3𝜎𝑀+𝜃1

4
𝑦
)︁
+𝑁2

(︁
ln
(︁

3𝜎𝑀+𝜃1
4

𝑦
)︁
+1−2 ln𝑁

)︁
−ln𝑁− 1

12𝑁2+1 ⩽

⩽
1√
2𝜋
𝑒

(︁
3𝜎𝑀+𝜃1

4
(𝑥+1)

)︁
+𝑁2

(︁
ln
(︁

3𝜎𝑀+𝜃1
4

(𝑥+1)
)︁
+1−2 ln𝑁

)︁
−ln𝑁− 1

12𝑁2+1 ,

так как при 𝑦 ∈ [𝑥− 1, 𝑥+ 1] функция(︂
3𝜎𝑀 + 𝜃1

4
𝑦

)︂
+𝑁2

(︂
ln

(︂
3𝜎𝑀 + 𝜃1

4
𝑦

)︂
+ 1− 2 ln𝑁

)︂
монотонно возрастает:(︂(︂

3𝜎𝑀 + 𝜃1
4

𝑦

)︂
+𝑁2

(︂
ln

(︂
3𝜎𝑀 + 𝜃1

4
𝑦

)︂
+ 1− 2 ln𝑁

)︂)︂′
=

3𝜎𝑀 + 𝜃1
4

+
𝑁2

𝑦
> 0.

Далее имеем:(︂
3𝜎𝑀 + 𝜃1

4
(𝑥+ 1)

)︂
+𝑁2

(︂
ln

(︂
3𝜎𝑀 + 𝜃1

4
(𝑥+ 1)

)︂
+ 1− 2 ln𝑁

)︂
− ln𝑁 − 1

12𝑁2 + 1
<

< 𝑥+ 1 +𝑁2(ln(𝑥+ 1) + 1− 2 ln𝑁)− ln𝑁 − 1

12𝑁2 + 1
<

< 𝑥+ 1−𝑁2 ln𝑁 − ln𝑁 < −𝑥2 ln𝑥,

что и доказывает утверждение леммы. 2

Лемма 22. Для положительного 𝑥 и 𝑁 = [𝑥] + 2 таком, что
√
𝜋𝑅𝑁 > 1, найдется

полином 𝑃 (𝑦) степени 2𝑁2 такой, что для любого 𝑦 из отрезка [𝑥 − 1, 𝑥 + 1] выполняется
неравенство

|Δ(𝑦)− 𝑃 (𝑦)| ⩽ 2

𝜋𝑅
𝑒𝑅𝑥−𝑥2 ln𝑥.

Доказательство. Действительно, согласно лемме 17

Δ(𝑦) = 𝜋𝑅2𝑒−
3𝜎𝑀+𝜃1

4
𝑦

∞∑︁
𝑚=0

𝑏𝑚
𝑚!

(𝑦𝑅)𝑚, 𝑏𝑚 =
(−1)𝑚𝑅𝑚𝑎𝑚

𝑚+ 1

и

0 <
∞∑︁

𝑚=0

|𝑏𝑚|2(𝑚+ 1) ⩽
1

𝜋𝑅2
, |𝑏𝑚| ⩽

1

𝜋𝑅
√
𝑚+ 1

.

Положим 𝑃 (𝑦) = 𝑃1(𝑦)𝑃2(𝑦), где многочлены 𝑃1(𝑦) и 𝑃2(𝑦) из лемм 19 и 21. Тогда степень
многочлена 𝑃 (𝑦) будет 2𝑁2 и справедливы равенства

𝑒−
3𝜎𝑀+𝜃1

4
𝑦 = 𝑃2(𝑦) + 𝑐2(𝑦)

1√
2𝜋
𝑒−𝑥2 ln𝑥,

∞∑︁
𝑚=0

𝑏𝑚
𝑚!

(𝑦𝑅)𝑚 = 𝑃1(𝑦) + 𝑐1(𝑦)
1√
2𝜋
𝑒−𝑥2 ln𝑥,
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где для любого 𝑦 из отрезка [𝑥− 1, 𝑥+ 1] выполнены неравенства

|𝑐1(𝑦)| ⩽ 1, |𝑐2(𝑦)| ⩽ 1.

Так как справедливы неравенства

max
𝑦∈[𝑥−1,𝑥+1]

|𝑃1(𝑦)| ⩽
1

𝜋𝑅
𝑒𝑅(𝑥+1) <

4
√
𝑒

𝜋𝑅
𝑒𝑅𝑥, max

𝑦∈[𝑥−1,𝑥+1]
|𝑃2(𝑦)| ⩽ 𝑒−

3𝜎𝑀+𝜃1
4

(𝑥−1) +
1√
2𝜋
𝑒−𝑥2 ln𝑥,

то при достаточно большом 𝑥

|Δ(𝑦)− 𝑃 (𝑦)| =
⃒⃒⃒⃒(︂
𝑃2(𝑦) + 𝑐2(𝑦)

1√
2𝜋
𝑒−𝑥2 ln𝑥

)︂(︂
𝑃1(𝑦) + 𝑐1(𝑦)

1√
2𝜋
𝑒−𝑥2 ln𝑥

)︂
− 𝑃1(𝑦)𝑃2(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
⩽

⩽
1√
2𝜋
𝑒−𝑥2 ln𝑥

(︂
4
√
𝑒

𝜋𝑅
𝑒𝑅𝑥 + 𝑒−

3𝜎𝑀+𝜃1
4

(𝑥−1) +
2√
2𝜋
𝑒−𝑥2 ln𝑥

)︂
<

2

𝜋𝑅
𝑒𝑅𝑥−𝑥2 ln𝑥,

что и доказывает утверждение леммы. 2

Будем называть ведущей частью комплексного числа 𝑎+𝑏𝑖 его действительную часть, если
|𝑎| ⩾ |𝑏|, и его мнимую часть, если |𝑏| > |𝑎|. Для комплексного числа 𝑐+ 𝑑𝑖 соответствующей
частью будем называть действительную часть, если действительная часть у 𝑎 + 𝑏𝑖 является
ведущей, и мнимую часть, если мнимая часть у 𝑎+ 𝑏𝑖 является ведущей.

Лемма 23. Существует 𝛿0 > 0 и бесконечная последовательность положительных ве-
щественных чисел 𝑥1, 𝑥2, . . .→ +∞ такая, что при достаточно больших 𝑥𝑗 для 𝑁 = [𝑥𝑗 ]+2,
𝑎𝑗 = 𝑥𝑗 − 1

32𝑁
−5, 𝑏 = 1

16𝑁
−5 во всех точках 𝑦 отрезка 𝑟𝑗 = [𝑎𝑗 , 𝑎𝑗 + 𝑏𝑗 ] выполняется одно из

неравенств

|ℜΔ(𝑦)| > 99
√
2𝜋𝑅2

200 𝑒−(𝜎𝑀−𝛿0)𝑥𝑗 ,

|ImΔ(𝑦)| > 99
√
2𝜋𝑅2

200 𝑒−(𝜎𝑀−𝛿0)𝑥𝑗 ,
(11)

при этом соответствующая часть величины Δ(𝑦) для ведущей части величины Δ(𝑥𝑗) на
всём отрезке знакопостоянная.

Доказательство. Действительно, согласно лемме 18 для любого 𝛿 > 0 найдется после-
довательность положительных чисел 𝑢1, 𝑢2, . . .→ +∞ такая, что⃒⃒⃒⃒

⃒
∞∑︁

𝑚=0

𝑏𝑚
𝑚!

(𝑢𝑗)
𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒ > 𝑒−(1+2𝛿)𝑢𝑗 .

Полагая 𝑥𝑗 =
𝑢𝑗

𝑅 , получим:

|Δ(𝑥𝑗)| = 𝜋𝑅2𝑒−
3𝜎𝑀+𝜃1

4
𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑚=0

𝑏𝑚
𝑚!

(𝑥𝑗𝑅)
𝑚

⃒⃒⃒⃒
⃒ > 𝜋𝑅2𝑒−

3𝜎𝑀+𝜃1
4

𝑥𝑗𝑒−(1+2𝛿)𝑅𝑥𝑗 =

= 𝜋𝑅2𝑒
−
(︁

3𝜎𝑀+𝜃1
4

+(1+2𝛿)𝑅
)︁
𝑥𝑗 = 𝜋𝑅2𝑒−(𝜎𝑀+2𝛿𝑅−𝛿1)𝑥𝑗 .

Положим 𝑁 = [𝑥𝑗 ] + 2, тогда 𝑥𝑗 +1 < 𝑁 . Будем считать номер 𝑗 достаточно большим, что
бы выполнялось неравенство

√
𝜋𝑅𝑁 > 1 и, следовательно, |𝑏𝑚| < 1 для любого 𝑚 > 𝑁2.

Рассмотрим многочлен 𝑃 (𝑦) степени 2𝑁2 на отрезке [𝑥𝑗 − 1, 𝑥𝑗 + 1] из леммы 22. Пусть

𝐾 = max
𝑦∈[𝑥𝑗− 1

32
𝑁−5,𝑥𝑗+

1
32

𝑁−5]
|𝑃 (𝑦)|,

определим многочлен 𝑄(𝑦) с помощью равенства 𝑄(𝑦) = 𝐾−1𝑃
(︀
𝑥𝑗 +

1
32𝑁

−5𝑦
)︀
, тогда

max
𝑦∈[−1,1]

|𝑄(𝑦)| = 1
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и по теореме А. А. Маркова (См. [1], стр. 323)

max
𝑦∈[−1,1]

|𝑄′(𝑦)| ⩽ 4𝑁4.

Справедливы неравенства

|𝑃 (𝑦)| < |𝑃1(𝑥𝑗)|
32𝑁 − 1

(︂
𝑒−

3𝜎𝑀+𝜃1
4 (𝑥𝑗− 1

32
𝑁−5) +

1√
2𝜋
𝑒−𝑥2

𝑗 ln𝑥𝑗

)︂
,

следовательно 𝐾 <
|𝑃1(𝑥𝑗)|
32𝑁−1

(︁
𝑒−

3𝜎𝑀+𝜃1
4 (𝑥𝑗− 1

32
𝑁−5) + 1√

2𝜋
𝑒−𝑥2

𝑗 ln𝑥𝑗

)︁
<

2|𝑃1(𝑥𝑗)|
32𝑁−1 𝑒

− 3𝜎𝑀+𝜃1
4 (𝑥𝑗− 1

32
𝑁−5)

при достаточно большом 𝑥𝑗 . Поэтому для отрезка

[𝑎, 𝑎+ 𝑏] =

[︂
𝑥𝑗 −

1

32
𝑁−5, 𝑥𝑗 +

1

32
𝑁−5

]︂
⊂ [𝑥𝑗 − 1, 𝑥𝑗 + 1]

с 𝑥𝑗 , 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑎+ 𝑏] справедливы неравенства

|𝑃 (𝑦)− 𝑃 (𝑥𝑗)| <
1

4𝑁

|𝑃1(𝑥𝑗)|
32𝑁 − 1

𝑒

(︁
− 3𝜎𝑀+𝜃1

4

)︁
𝑥𝑗𝑒

3𝜎𝑀+𝜃1
128

𝑁−5
⩽

⩽
1

4𝑁

|𝑃1(𝑥𝑗)|
32𝑁 − 1

𝑒

(︁
− 3𝜎𝑀+𝜃1

4

)︁
𝑥𝑗

(︂
1 + (𝑒− 1)

1

32
𝑁−5

)︂
⩽

17

64𝑁

|𝑃1(𝑥𝑗)|
32𝑁 − 1

𝑒

(︁
− 3𝜎𝑀+𝜃1

4

)︁
𝑥𝑗 .

Отсюда следует, что для любого 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑎+ 𝑏] выполняется неравенство

|Δ(𝑦)| ⩾ |Δ(𝑥𝑗)| − |Δ(𝑥𝑗)−Δ(𝑦)| >

> |Δ(𝑥𝑗)| −
4

𝜋𝑅
𝑒𝑥𝑗−𝑥2

𝑗 ln𝑥 − |𝑃 (𝑦)− 𝑃 (𝑥𝑗)| >

> |Δ(𝑥𝑗)| −
4

𝜋𝑅
𝑒𝑥𝑗−𝑥2

𝑗 ln𝑥𝑗 − 17

64𝑁

|𝑃1(𝑥𝑗)|
32𝑁 − 1

𝑒

(︁
− 3𝜎𝑀+𝜃1

4

)︁
𝑥𝑗 .

Так как 𝑃1(𝑥𝑗) = 𝐹 (𝑅𝑥𝑗)− 𝑐1(𝑦) 1√
2𝜋
𝑒−𝑥2

𝑗 ln𝑥𝑗 , где |𝑐1(𝑦)| ⩽ 1, то

|𝑃1(𝑥𝑗)| ⩽ |𝐹 (𝑅𝑥𝑗)|+
1√
2𝜋
𝑒−𝑥2

𝑗 ln𝑥𝑗 .

Отсюда следует, что

|Δ(𝑦)| > |Δ(𝑥𝑗)| −
4

𝜋𝑅
𝑒𝑥𝑗−𝑥2

𝑗 ln𝑥𝑗 − 17

64𝑁

1

32𝑁 − 1
𝑒

(︁
− 3𝜎𝑀+𝜃1

4

)︁
𝑥𝑗

(︂
|𝐹 (𝑅𝑥𝑗)|+

1√
2𝜋
𝑒−𝑥2

𝑗 ln𝑥𝑗

)︂
=

= |Δ(𝑥𝑗)|
(︂
1− 17

64𝑁

1

32𝑁 − 1

)︂
− 𝑒−𝑥2

𝑗 ln𝑥𝑗

(︂
4

𝜋𝑅
𝑒𝑥𝑗 +

17

64𝑁

1

32𝑁 − 1
𝑒

(︁
− 3𝜎𝑀+𝜃1

4

)︁
𝑥𝑗

)︂
>

>
997

1000
|Δ(𝑥𝑗)| −

5

𝜋𝑅
𝑒𝑥𝑗−𝑥2

𝑗 ln𝑥𝑗 >
99

100
|Δ(𝑥𝑗)|

при достаточно большом 𝑥𝑗 .
Выберем величины 𝛿0 и 𝛿 из условий

𝛿0 = 𝛿1 − 2𝛿𝑅 > 0,

что эквивалентно неравенству

𝜎𝑀 − 𝜃1
4

−𝑅− 2𝛿𝑅 > 0,
𝜎𝑀 − 𝜃1

8𝑅
− 1

2
> 𝛿.



Теоремы универсальности и антиуниверсальности. . . 125

Положим 𝛿 = 𝜎𝑀−𝜃1
8𝑅 − 1

2 −
3𝛿1
8𝑅 , получим

0<𝛿0=
𝜎𝑀 − 𝜃1

4
−𝑅− 𝜎𝑀 − 𝜃1

4
+𝑅+

3𝛿1
4

=
3𝛿1
4
<𝜎𝑀 , 𝛿=

𝜎𝑀 − 𝜃1 − 4𝑅− 3𝛿1
8𝑅

=
𝛿1
8𝑅

.

Заметим, что при 0 < 𝑅 < 1
6 будет 𝛿0 < 𝛿, при 𝑅 = 1

6 будет 𝛿0 = 𝛿, а при 𝑅 > 1
6 будет 𝛿0 > 𝛿.

И так, для любого 𝑦 ∈ [𝑎, 𝑎+ 𝑏] имеем:

|Δ(𝑦)| ⩾ 99

100
|Δ(𝑥𝑗)| >

99𝜋𝑅2

100
𝑒−(𝜎𝑀−𝛿0)𝑥𝑗 .

Так как |Δ(𝑦)| ⩽
√
2max (|ℜΔ(𝑦)|, |ImΔ(𝑦)|), то

max (|ℜΔ(𝑦)|, |ImΔ(𝑦)|) > 99
√
2𝜋𝑅2

200
𝑒−(𝜎𝑀−𝛿0)𝑥𝑗

и первое утверждение леммы полностью доказано.
Пусть теперь, для определенности, ℜΔ(𝑥𝑗) является ведущей частью величины Δ(𝑥𝑗), то-

гда |ℜΔ(𝑥𝑗)| ⩾
√
2
2 |Δ(𝑥𝑗)| >

√
2
2 𝜋𝑅

2𝑒−(𝜎𝑀−𝛿0)𝑥𝑗 . Для |ℜΔ(𝑦)| имеем неравенство

|ℜΔ(𝑦)| > |ℜΔ(𝑥𝑗)| −
17

64𝑁

1

32𝑁 − 1
|Δ(𝑥𝑗)| −

5

𝜋𝑅
𝑒𝑥𝑗−𝑥2

𝑗 ln𝑥𝑗 ⩾

⩾

(︃√
2

2
− 17

64𝑁

1

32𝑁 − 1

)︃
𝜋𝑅2𝑒−(𝜎𝑀−𝛿0)𝑥𝑗 − 5

𝜋𝑅
𝑒𝑥𝑗−𝑥2

𝑗 ln𝑥𝑗 > 0

для достаточно больших 𝑥𝑗 . Но отсюда следует, что соответствующая часть величины Δ(𝑦)
для ведущей части величины Δ(𝑥𝑗) на всём отрезке не меняет знак, что и завершает доказа-
тельство леммы. 2

Лемма 24. Для любой функции 𝜙(𝛼) ∈ H
(𝑅)
2 с ‖𝜙(𝛼)‖ = 1 существуют два подряда ряда

∞∑︁
𝑘=1

(𝜂𝑘(𝛼, 𝜃0), 𝜙(𝛼)) (12)

сходящиеся к +∞ и к −∞ соответственно.

Доказательство. Согласно лемме 8 для любого отрезка
[︁
𝑒𝑥𝑗− 1

32𝑁5 , 𝑒𝑥𝑗+
1

32𝑁5

]︁
имеется

не менее 𝑒
𝜎𝑀(𝑥𝑗− 1

32𝑁5 )

32
(︁
𝑥𝑗− 1

32𝑁5

)︁6 > 4 простых элементов моноида 𝑀 . Если ведущая часть величины

Δ(𝑥𝑗) есть действительная часть Δ(𝑥𝑗), которая больше 0, то рассмотрим сумму 𝑆𝑗 величин

(𝜂𝑘(𝛼, 𝜃0), 𝜙(𝛼)) с номерами 𝑘 ≡ 0 (mod 4) и простыми элементами 𝑞𝑘 ∈
[︁
𝑒𝑥𝑗− 1

32𝑁5 , 𝑒𝑥𝑗+
1

32𝑁5

]︁
.

Ясно, что

𝑆𝑗 >
1

4

𝑒
𝜎𝑀

(︁
𝑥𝑗− 1

32𝑁5

)︁
32
(︀
𝑥𝑗 − 1

32𝑁5

)︀6 99√2𝜋𝑅2

200
𝑒−(𝜎𝑀−𝛿0)𝑥𝑗 =

𝑒−
𝜎𝑀
32𝑁5

128
(︀
𝑥𝑗 − 1

32𝑁5

)︀6 99√2𝜋𝑅2

200
𝑒𝛿0𝑥𝑗

и правая часть неограниченно возрастает с ростом 𝑥𝑗 .
Если ведущая часть величины Δ(𝑥𝑗) есть действительная часть Δ(𝑥𝑗), которая меньше

0, то рассмотрим сумму 𝑆𝑗 величин (𝜂𝑘(𝛼, 𝜃0), 𝜙(𝛼)) с номерами 𝑘 ≡ 2 (mod 4) и простыми

элементами 𝑞𝑘 ∈
[︁
𝑒𝑥𝑗− 1

32𝑁5 , 𝑒𝑥𝑗+
1

32𝑁5

]︁
. Для неё будет выполняться таже самая оценка.
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Если ведущая часть величины Δ(𝑥𝑗) есть мнимая часть Δ(𝑥𝑗), которая больше 0, то рас-
смотрим сумму 𝑆𝑗 величин (𝜂𝑘(𝛼, 𝜃0), 𝜙(𝛼)) с номерами 𝑘 ≡ 3 (mod 4) и простыми элементами

𝑞𝑘 ∈
[︁
𝑒𝑥𝑗− 1

32𝑁5 , 𝑒𝑥𝑗+
1

32𝑁5

]︁
. Для неё будет выполняться таже самая оценка.

Наконец, если ведущая часть величины Δ(𝑥𝑗) есть мнимая часть Δ(𝑥𝑗), которая меньше
0, то рассмотрим сумму 𝑆𝑗 величин (𝜂𝑘(𝛼, 𝜃0), 𝜙(𝛼)) с номерами 𝑘 ≡ 1 (mod 4) и простыми

элементами 𝑞𝑘 ∈
[︁
𝑒𝑥𝑗− 1

32𝑁5 , 𝑒𝑥𝑗+
1

32𝑁5

]︁
. Для неё будет выполняться таже самая оценка.

Аналогично строится подряд расходящийся к −∞. Лемма полностью доказана. 2
Нам потребуется теорема Д. В. Печерского (См. [22], [5], стр. 339).

Теорема 6. (Теорема Д. В. Печерского) Если ряд
∑︀∞

𝑛=1 𝑢𝑛 из векторов вещественного
гильбертова пространства 𝐻 удовлетворяет условию

∑︀∞
𝑛=1 ‖𝑢𝑛‖2 <∞ и для любого вектора

𝑒 ∈ 𝐻, ‖𝑒‖ = 1, ряд
∑︀∞

𝑛=1(𝑢𝑛, 𝑒) сходится условно при некоторой перестановке членов, то
для любого 𝑠 ∈ 𝐻 существует перестановка {𝑛𝑘}∞𝑘=1 натурального ряда, при которой

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑛𝑘
= 𝑠

в смысле нормы 𝐻.

Будем через 𝑇 (𝑀,𝑦) обозначать конечное множество простых элементов моноида 𝑀 , удо-
влетворяющее условию 𝑃 (𝑀)

⋂︀
[1, 𝑦] ⊂ 𝑇 (𝑀,𝑦). Ясно, что моноид 𝑀(𝑇 (𝑀,𝑦)) ⊂𝑀 .

Будем через 𝜁𝑇 (𝑀,𝑦)(𝛼, 𝜃) обозначать произведение Эйлера:

𝜁𝑇 (𝑀,𝑦)(𝛼, 𝜃) =
∏︁

𝑞𝑘∈𝑇 (𝑀,𝑦)

(︂
1− 𝑒−2𝜋𝑖𝜃𝑞𝑘

𝑞𝛼𝑘

)︂−1

.

Лемма 25. (Основная) Пусть 0 < 𝑟 < 𝜎𝑀−𝜃1
4 , 𝑔(𝛼) аналитична при |𝛼| < 𝑟 и непрерывна

при |𝛼| ⩽ 𝑟. Тогда для произвольного 𝜀 > 0 и 𝑦 > 1 существует конечное множество 𝑇 (𝑀,𝑦)
такое, что

max
|𝛼|⩽𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑔(𝛼)− ln 𝜁𝑇 (𝑀,𝑦)

(︂
3𝜎𝑀 + 𝜃1

4
+ 𝛼, 𝜃0

)︂⃒⃒⃒⃒
< 𝜀

и

ln 𝜁𝑇 (𝑀,𝑦)(𝛼, 𝜃0) = −
∑︁

𝑞𝑘∈𝑇 (𝑀,𝑦)

ln

(︃
1− 𝑒−2𝜋𝑖 𝑘

4

𝑞𝛼𝑘

)︃
=

∑︁
𝑞𝑘∈𝑇 (𝑀,𝑦)

∞∑︁
𝑛=1

𝑒−2𝜋𝑖 𝑘𝑛
4

𝑛𝑞
𝑛(𝛼)
𝑘

.

Доказательство. Из лемм 13, 14, 15, 24 следует, что выполнены условия теоремы Печер-
ского, поэтому для любой 𝑔(𝛼) аналитичной при |𝛼| < 𝑟 и непрерывной при |𝛼| ⩽ 𝑟 существует
перестановка {𝑛𝑘}∞𝑘=1 натурального ряда, при которой

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑛𝑘
(𝛼, 𝜃0) = 𝑔(𝛼).

Отсюда следует, что найдётся 𝐿 = 𝐿(𝜀) такое, что⃒⃒⃒⃒
⃒

𝐿∑︁
𝑘=1

𝑢𝑛𝑘
(𝛼, 𝜃0)− 𝑔(𝛼)

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 𝜀

и множество 𝑃 (𝑀)
⋂︀
[1, 𝑦] ⊂ {𝑞𝑛𝑘

|𝑘 ⩽ 𝐿}. Поэтому полагаем 𝑇 (𝑀,𝑦) = {𝑞𝑛𝑘
|𝑘 ⩽ 𝐿} и лемма

полностью доказана. 2
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4. Доказательство теоремы универсальности

Нашей ближайшей целью является доказательство аналога теорем 1 и 2 из монографии
[5] (стр. 240, 249). Мы разобьём эти доказательства на несколько лемм, которые позволяют
лучше прослеживать новые моменты в доказательстве теорем универсальности. Местами нами
восстановлены рассуждения, которые опущены в монографии [5] и в статье [4], и устранены
отдельные опечатки из этих работ.

Далее везде рассматриваем только регулярные моноиды Сельберга–Бредихина.

На протяжении всего раздела 𝑔(𝛼) аналитична при |𝛼| < 𝑟 и непрерывна при |𝛼| ⩽ 𝑟.

Введём новые обозначения и соглашения. Пусть 𝜀1 ∈ (0, 1]. Выберем 𝛾1 > 1 таким, чтобы
выполнялось ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

а) 𝛾1𝑟 <
𝜎𝑀−𝜃1

4 ,

b) max
|𝛼|⩽𝑟

⃒⃒⃒
𝑔(𝛼)− 𝑔

(︁
𝛼
𝛾1

)︁⃒⃒⃒
< 𝜀1.

(13)

В силу леммы 12 это можно сделать.
Пусть множество 𝐸 задано равенством

𝐸 = {𝛼| − 𝛾1𝑟 < ℜ𝛼 ⩽ 2,−1 ⩽ Im𝛼 ⩽ 1} = {𝛼| − 𝛾1𝑟 < 𝜎 ⩽ 2,−1 ⩽ 𝑡 ⩽ 1}.

Положим для краткости 𝑄 = 𝑇 (𝑀, 𝑧), где 𝑦 < 𝑧. Определим величину

𝐽 =

∫︁ 2𝑇

𝑇

∫︁ ∫︁
𝐸

⃒⃒⃒
𝜁(𝑀 |𝛼+ 𝜎*𝑀 + 𝑖𝜏)𝜁−1

𝑄 (𝛼+ 𝜎*𝑀 + 𝑖𝜏, 0⃗)− 1
⃒⃒⃒2
𝑑𝜎𝑑𝑡𝑑𝜏.

Лемма 26. Для всякого 𝜀2 > 0 найдется 𝑧0 = 𝑧0(𝜀2) такое, что при 𝑧 > 𝑧0 и 𝑇 > 𝑇0(𝜀2, 𝑧)
выполняется неравенство 𝐽 ≪ 𝜀42𝑇 .

Доказательство. Так как 𝑀 — регулярный моноид Сельберга–Бредихина, то при
𝛼 = 𝜎 + 𝑖𝑡, 𝑡 ∈ [𝑇 − 1, 2𝑇 + 1] выполняется равенство

𝜁(𝑀 |𝛼) =
∑︁

𝑛∈𝑀,𝑛⩽𝑇

1

𝑛𝛼
+ 𝐶

𝜃

𝛼− 𝜃
1

𝑇𝛼−𝜃
+𝑂

(︂
1

𝑇 𝜎−𝜃1

)︂
=

∑︁
𝑛∈𝑀,𝑛⩽𝑇

1

𝑛𝛼
+𝑂

(︂
1

𝑇 𝜎−𝜃1

)︂
,

так как 𝐶 𝜃
𝛼−𝜃

1
𝑇𝛼−𝜃 = 𝑂

(︀
1

𝑇𝜎−𝜃+1

)︀
и 𝜎 − 𝜃 + 1 > 𝜎 − 𝜃1.

Поэтому

𝐽 =

∫︁ ∫︁
𝐸

(︂∫︁ 2𝑇

𝑇

⃒⃒⃒
𝜁(𝑀 |𝛼+ 𝜎*𝑀 + 𝑖𝜏)𝜁−1

𝑄 (𝛼+ 𝜎*𝑀 + 𝑖𝜏, 0⃗)− 1
⃒⃒⃒2
𝑑𝜏

)︂
𝑑𝜎𝑑𝑡 =

=

∫︁ ∫︁
𝐸+𝜎*

𝑀

(︂∫︁ 2𝑇

𝑇

⃒⃒⃒
𝜁(𝑀 |𝛼+ 𝑖𝜏)𝜁−1

𝑄 (𝛼+ 𝑖𝜏, 0⃗)− 1
⃒⃒⃒2
𝑑𝜏

)︂
𝑑𝜎𝑑𝑡≪

≪
∫︁ ∫︁
𝐸+𝜎*

𝑀

⎛⎝∫︁ 2𝑇

𝑇

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
⎛⎝ ∑︁

𝑛∈𝑀,𝑛⩽𝑇

1

𝑛𝛼+𝑖𝜏

⎞⎠ 𝜁−1
𝑄 (𝛼+ 𝑖𝜏, 0⃗)− 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝜏

⎞⎠ 𝑑𝜎𝑑𝑡+

+𝑂

(︂
𝑇−2(𝜎*

𝑀−𝛾1𝑟−𝜃1) max
𝛼∈𝐸+𝜎*

𝑀

∫︁ 2𝑇

𝑇

⃒⃒⃒
𝜁−1
𝑄 (𝛼+ 𝑖𝜏, 0⃗)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜏

)︂
, (14)
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так как при 𝛼 ∈ 𝐸 + 𝜎*𝑀 имеем 𝜎 − 𝜃1 ⩾ 𝜎*𝑀 − 𝛾1𝑟 − 𝜃1 >
𝜎𝑀−𝜃1

2 > 0,

2𝜎 − 𝜃 ⩾ 𝜎*𝑀 − 𝛾1𝑟 − 𝜃 > 2

(︂
3𝜃 + 𝜃1

4
− 𝜃 − 𝜃1

4

)︂
− 𝜃 = 𝜃1 ⩾ 0.

Имеем:

𝑇−2(𝜎*
𝑀−𝛾1𝑟−𝜃1) max

𝛼∈𝐸+𝜎*
𝑀

∫︁ 2𝑇

𝑇

⃒⃒⃒
𝜁−1
𝑄 (𝛼+ 𝑖𝜏, 0⃗)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜏 ⩽ 𝑇 2𝛾1𝑟+1+2𝜃1−2𝜎*

𝑀 𝜁2𝑄(𝜎
*
𝑀 − 𝛾1𝑟, 0⃗), (15)

так как

∫︁ 2𝑇

𝑇

⃒⃒⃒
𝜁−1
𝑄 (𝛼+ 𝑖𝜏, 0⃗)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜏 =

∫︁ 2𝑇

𝑇

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∏︁
𝑞𝑘∈𝑇 (𝑀,𝑧)

(︃
1− 1

𝑞𝛼+𝑖𝜏
𝑘

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝜏 ⩽
∫︁ 2𝑇

𝑇

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑛∈𝑀(𝑇 (𝑀,𝑧))

1

𝑛𝜎
*
𝑀−𝛾1𝑟

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝜏 =

= 𝑇 · 𝜁2𝑄(𝜎*𝑀 − 𝛾1𝑟, 0⃗).

Далее, при 𝑇 > 𝑧 выполняется⎛⎝ ∑︁
𝑛∈𝑀,𝑛⩽𝑇

1

𝑛𝛼

⎞⎠ 𝜁−1
𝑄 (𝛼, 0⃗) = 1 +

∑︁
𝑛∈𝑀, 𝑧<𝑛⩽𝑧1𝑇

𝑏𝑛
𝑛𝛼
,

где 𝑧1 = 𝑧𝑧 и |𝑏𝑛| ⩽ 𝜏(𝑛), 𝜏(𝑛) — число делителей числа 𝑛.
Поэтому при 𝑇 > 𝑧 выполняется цепочка соотношений

∫︁ 2𝑇

𝑇

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
⎛⎝ ∑︁

𝑛∈𝑀,𝑛⩽𝑇

1

𝑛𝛼+𝑖𝜏

⎞⎠ 𝜁−1
𝑄 (𝛼+ 𝑖𝜏, 0⃗)− 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝜏 =

∫︁ 2𝑇

𝑇

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑛∈𝑀, 𝑧<𝑛⩽𝑧1𝑇

𝑏𝑛
𝑛𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝜏 =

=

∫︁ 2𝑇

𝑇

∑︁
𝑛,𝑚∈𝑀, 𝑧<𝑛,𝑚⩽𝑧1𝑇

𝑏𝑛𝑏𝑚
𝑛𝛼+𝑖𝜏𝑚𝛼−𝑖𝜏

𝑑𝜏 ≪

≪ 𝑇
∑︁

𝑛∈𝑀, 𝑧<𝑛⩽𝑧1𝑇

|𝑏𝑛|2

𝑛2𝜎
+𝑂

⎛⎝ ∑︁
𝑛,𝑚∈𝑀, 𝑧<𝑛<𝑚⩽𝑧1𝑇

|𝑏𝑛||𝑏𝑚|
(𝑛𝑚)𝜎

⃒⃒⃒⃒∫︁ 2𝑇

𝑇

(︁𝑚
𝑛

)︁𝑖𝜏
𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒⎞⎠≪
≪ 𝑇

∑︁
𝑛∈𝑀, 𝑧<𝑛⩽𝑧1𝑇

𝜏2(𝑛)

𝑛2𝜎
+

∑︁
𝑛,𝑚∈𝑀, 𝑧<𝑛<𝑚⩽𝑧1𝑇

𝜏(𝑛)𝜏(𝑚)

(𝑛𝑚)𝜎
· 1

ln
(︀
𝑚
𝑛

)︀ ≪
≪ 𝑇

∫︁ ∞

𝑧

𝐶𝑥𝜃

𝑥2𝜎+1−2𝜀
𝑑𝑥+ (𝑧1𝑇 )

2𝜀 ·
∑︁

𝑛,𝑚∈𝑀, 𝑧<𝑛<𝑚⩽𝑧1𝑇

1

(𝑛𝑚)𝜎
· 1

ln
(︀
𝑚
𝑛

)︀ ≪
≪ 𝑇𝑧−2𝜎+2𝜀+𝜃 + (𝑧1𝑇 )

2𝜀 ·
∑︁

𝑛,𝑚∈𝑀, 𝑧<𝑛<𝑚⩽𝑧1𝑇

1

(𝑛𝑚)𝜎
· 1

ln
(︀
𝑚
𝑛

)︀ = 𝑇𝑧−2𝜎+2𝜀+𝜃 + (𝑧1𝑇 )
2𝜀 · 𝑆, (16)

так как 𝜏(𝑛)≪ 𝑛𝜀.
Далее,

𝑆 =
∑︁

𝑛,𝑚∈𝑀, 𝑧<𝑛<𝑚⩽𝑧1𝑇

1

(𝑛𝑚)𝜎
· 1

ln
(︀
𝑚
𝑛

)︀ =
∑︁

𝑛,𝑚∈𝑀, 𝑧<𝑛<𝑚<2𝑧

1

(𝑛𝑚)𝜎
· 1

ln
(︀
𝑚
𝑛

)︀+
+

∑︁
𝑛,𝑚∈𝑀, 𝑧<𝑛⩽𝑚

2
<𝑚⩽𝑧1𝑇

1

(𝑛𝑚)𝜎
· 1

ln
(︀
𝑚
𝑛

)︀ + ∑︁
𝑛,𝑚∈𝑀, 𝑧<𝑚

2
⩽𝑛<𝑚⩽𝑧1𝑇

1

(𝑛𝑚)𝜎
· 1

ln
(︀
𝑚
𝑛

)︀ = 𝑆1 + 𝑆2 + 𝑆3.
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Учитывая 𝜎*𝑀 − 𝛾1𝑟 < 𝜎 < 𝜎*𝑀 + 2 и 2𝜎 − 𝜃 > 𝜃1 ⩾ 0, имеем:

𝑆1 =
∑︁

𝑛,𝑚∈𝑀, 𝑧<𝑛<𝑚<2𝑧

1

(𝑛𝑚)𝜎
· 1

ln
(︀
𝑚
𝑛

)︀ ⩽
1

𝑧2𝜎

∑︁
𝑚∈𝑀, 𝑧<𝑚<4𝑧2

∑︁
𝑧<𝑛<𝑚

1

ln
(︀
𝑚
𝑛

)︀ ⩽

⩽
1

𝑧2𝜎

∑︁
𝑚∈𝑀, 𝑧<𝑚<4𝑧2

∑︁
𝑧<𝑛<𝑚

2𝑛

𝑚− 𝑛
=

1

𝑧2𝜎

∑︁
𝑚∈𝑀, 𝑧<𝑚<4𝑧2

𝑚−[𝑧]−1∑︁
𝑘=1

2(𝑚− 𝑘)
𝑘

≪

≪ 𝑧 ln 𝑧

𝑧2𝜎

∑︁
𝑚∈𝑀, 𝑧<𝑚<4𝑧2

1≪ ln 𝑧

𝑧2𝜎−1−2𝜃
;

𝑆2 =
∑︁

𝑛,𝑚∈𝑀, 𝑧<𝑛⩽𝑚
2
<𝑚⩽𝑧1𝑇

1

(𝑛𝑚)𝜎
· 1

ln
(︀
𝑚
𝑛

)︀ ⩽
1

ln 2

∑︁
𝑚∈𝑀, 2𝑧2<𝑚⩽(𝑧1𝑇 )2

𝜏(𝑚)

𝑚𝜎
≪ 𝑧−2𝜎+2𝜃+𝜀;

𝑆3 =
∑︁

𝑛,𝑚∈𝑀, 𝑧<𝑚
2
⩽𝑛<𝑚⩽𝑧1𝑇

1

(𝑛𝑚)𝜎
· 1

ln
(︀
𝑚
𝑛

)︀ ⩽

⩽
∑︁

𝑚∈𝑀, 2𝑧<𝑚<𝑧1𝑇

2𝜎

𝑚2𝜎

∑︁
𝑛∈𝑀, 𝑚

2
⩽𝑛<𝑚

1

ln
(︀
𝑚
𝑛

)︀ ⩽
∑︁

𝑚∈𝑀, 2𝑧<𝑚<𝑧1𝑇

2𝜎

𝑚2𝜎
·

∑︁
𝑛∈𝑀, 𝑚

2
⩽𝑛<𝑚

2𝑛

𝑚− 𝑛
≪

≪
∑︁

𝑚∈𝑀, 2𝑧<𝑚<𝑧1𝑇

1

𝑚2𝜎
𝑚 ln𝑚≪ ln(𝑧1𝑇 ) ·

⎧⎨⎩
(𝑧1𝑇 )

1+𝜃−2𝜎 при 1 + 𝜃 − 2𝜎 > 0,

ln(𝑧1𝑇 ) при 𝜎 = 1+𝜃
2 ,

1
𝑧2𝜎−1−𝜃 при 𝜎 > 1+𝜃

2 .

𝑆 ≪ ln 𝑧

𝑧2𝜎−1−2𝜃
+ 𝑧−2𝜎+2𝜃+𝜀 + ln(𝑧1𝑇 ) ·

⎧⎨⎩
(𝑧1𝑇 )

1+𝜃−2𝜎 при 1 + 𝜃 − 2𝜎 > 0,

ln(𝑧1𝑇 ) при 𝜎 = 1+𝜃
2 ,

1
𝑧2𝜎−1−𝜃 при 𝜎 > 1+𝜃

2 .

(17)

Из оценок (16), (17) получим, что для произвольного 𝜀 > 0

lim
𝑇→∞

1

𝑇

∫︁ ∫︁
𝐸+𝜎*

𝑀

∫︁ 2𝑇

𝑇

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
⎛⎝ ∑︁

𝑛∈𝑀,𝑛⩽𝑇

1

𝑛𝛼+𝑖𝜏

⎞⎠ 𝜁−1
𝑄 (𝛼+ 𝑖𝜏, 0⃗)− 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝜏𝑑𝜎𝑑𝑡≪ 𝑧−2𝜎+2𝜀+𝜃+

+ lim
𝑇→∞

(𝑧1𝑇 )
2𝜀

𝑇

⎛⎝ ln 𝑧

𝑧2𝜎−1−2𝜃
+ 𝑧−2𝜎+2𝜃+𝜀 + ln(𝑧1𝑇 ) ·

⎧⎨⎩
(𝑧1𝑇 )

1+𝜃−2𝜎 при 1 + 𝜃 − 2𝜎 > 0,

ln(𝑧1𝑇 ) при 𝜎 = 1+𝜃
2 ,

1
𝑧2𝜎−1−𝜃 при 𝜎 > 1+𝜃

2 .

⎞⎠≪
≪ 𝑧−2𝜎+2𝜀+𝜃.

(18)

Теперь из оценок (14), (15) и (18) заключаем, что для всякого 𝜀2 > 0 найдётся 𝑧0 = 𝑧0(𝜀2)
такое, что

𝐽 ≪ 𝜀42𝑇, (19)

если только 𝑧 > 𝑧0 и 𝑇 > 𝑇0(𝜀2, 𝑧). 2
Положим

𝐴𝑇 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝜏
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝜏 ∈ [𝑇, 2𝑇 ],

∫︁ ∫︁
𝐸+𝜎*

𝑀

⃒⃒⃒
𝜁(𝑀 |𝛼+ 𝑖𝜏)𝜁−1

𝑄 (𝛼+ 𝑖𝜏, 0⃗)− 1
⃒⃒⃒2
𝑑𝜎𝑑𝑡 < 𝜀22

⎫⎪⎬⎪⎭ .

Лемма 27. Для достаточно малого 𝜀2 > 0 для 𝜏 ∈ 𝐴𝑇 выполняется неравенство

max
|𝛼|⩽𝑟

⃒⃒⃒
ln 𝜁(𝛼+ 𝜎*𝑀 + 𝑖𝜏)− ln 𝜁𝑄(𝛼+ 𝜎*𝑀 + 𝑖𝜏, 0⃗)

⃒⃒⃒
< 2𝑐(𝛾1)𝜀2 (20)
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с некоторой константой 𝑐(𝛾1) > 0.

Доказательство. Действительно, из определения множества 𝐴𝑇 и величины 𝐽 следует,
что 𝐽 > (𝑇 −mes𝐴𝑇 )𝜀

2
2. Поэтому из соотношения (19) следует, что при достаточно больших 𝑧

и 𝑇 > 𝑇0(𝜀2, 𝑧) выполняется
mes𝐴𝑇 > (1− 𝜀22)𝑇. (21)

Как известно (см. теорема 7 [5], стр. 323), если 𝑓(𝑧) регулярна при |𝑧 − 𝑧0| ⩽ 𝑅 и∫︁ ∫︁
|𝑧−𝑧0|⩽𝑅

|𝑓(𝑧)|2𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝐻,

то

|𝑓(𝑧)| ⩽
√
𝐻𝜋−1

𝑅−𝑅′

при |𝑧 − 𝑧0| ⩽ 𝑅′ < 𝑅.
Положим 𝑅 = 𝛾1𝑟, 𝑅′ = 𝑟, 𝑧0 = 𝜎*𝑀 , 𝑓(𝑧) = 𝜁(𝑀 |𝑧 + 𝑖𝜏)𝜁−1

𝑄 (𝑧 + 𝑖𝜏, 0⃗)− 1, 𝐻 = 𝜀22, тогда из
определения множества 𝐴𝑇 и приведённой теоремы следует, что для 𝜏 ∈ 𝐴𝑇 выполняется

max
|𝛼−𝜎*

𝑀 |⩽𝑟

⃒⃒⃒
𝜁(𝑀 |𝛼+ 𝑖𝜏)𝜁−1

𝑄 (𝛼+ 𝑖𝜏, 0⃗)− 1
⃒⃒⃒
< 𝑐(𝛾1)𝜀2, (22)

где 𝑐(𝛾1) =
√
𝜋−1

𝛾1𝑟−𝑟 = 1√
𝜋(𝛾1−1)𝑟

. Отсюда следует, что

𝜁(𝑀 |𝛼+ 𝑖𝜏)𝜁−1
𝑄 (𝛼+ 𝑖𝜏, 0⃗) = 1 + 𝛿(𝛼)𝑐(𝛾1)𝜀2,

где |𝛿(𝛼)| < 1. Поэтому, прологарифмировав последнее равенство и беря главную ветвь лога-
рифма, получим

ln 𝜁(𝛼+ 𝜎*𝑀 + 𝑖𝜏)− ln 𝜁𝑄(𝛼+ 𝜎*𝑀 + 𝑖𝜏, 0⃗) = ln(1+ 𝛿(𝛼)𝑐(𝛾1)𝜀2), | ln(1+ 𝛿(𝛼)𝑐(𝛾1)𝜀2)| ⩽ 2𝑐(𝛾1)𝜀2,

что и доказывает утверждение леммы. 2

В силу леммы 25 (Основной) найдется последовательность конечных множеств простых
элементов моноида 𝑀 : 𝑇1(𝑀,𝑦1) ⊂ 𝑇2(𝑀,𝑦2) ⊂ . . . такая, что

∞⋃︁
𝑘=1

𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘) = 𝑃 (𝑀)

содержит все простые элементы моноида 𝑀 и

lim
𝑘→∞

max
|𝛼|⩽𝛾1𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑔(𝛼)− ln 𝜁𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘)

(︂
3𝜎𝑀 + 𝜃1

4
+ 𝛼, 𝜃0

)︂⃒⃒⃒⃒
= 0. (23)

В силу непрерывности 𝜁𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘)

(︁
3𝜎𝑀+𝜃1

4 + 𝛼, 𝜃0

)︁
для всякого 𝜀1 > 0 найдётся 𝛿 > 0 такое,

что из выполнения для всех 𝑞 ∈ 𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘) неравенств

|𝜃𝑞 − 𝜃(0)𝑞 | < 𝛿 (24)

следует выполнение неравенства

max
|𝛼|⩽𝛾1𝑟

⃒⃒⃒⃒
ln 𝜁𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘)

(︂
3𝜎𝑀 + 𝜃1

4
+ 𝛼, 𝜃0

)︂
− ln 𝜁𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘)

(︂
3𝜎𝑀 + 𝜃1

4
+ 𝛼, 𝜃

)︂⃒⃒⃒⃒
< 𝜀1. (25)

Положим

𝑉𝑇 =

{︂
𝜏

⃒⃒⃒⃒
𝜏 ∈ [𝑇, 2𝑇 ],

⃒⃒⃒⃒
𝜏
ln 𝑞

2𝜋
− 𝜃(0)𝑞

⃒⃒⃒⃒
< 𝛿 (𝑞 ∈ 𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘))

}︂
, 𝜃(𝜏) =

(︂
𝜏
ln 𝑞1
2𝜋

, 𝜏
ln 𝑞2
2𝜋

, . . .

)︂
.

Пусть 𝒟 — подобласть единичного куба [0, 1]𝑁 и 𝑁 — количество 𝑞𝜈 в 𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘), задаваемая
неравенствами (24) для 𝑞 ∈ 𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘).
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Лемма 28. Равномерно по 𝛼 при |𝛼| ⩽ 𝛾1𝑟 выполняется неравенство

lim
𝑇→∞

∫︁
𝑉𝑇

⃒⃒⃒
ln 𝜁𝑄(𝛼+ 𝜎*𝑀 , 𝜃(𝜏))− ln 𝜁𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘)(𝛼+ 𝜎*𝑀 , 𝜃(𝜏)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜏 =

=

∫︁
. . .

∫︁
𝒟

⃒⃒⃒
ln 𝜁𝑄(𝛼+ 𝜎*𝑀 , 𝜃)− ln 𝜁𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘)(𝛼+ 𝜎*𝑀 , 𝜃)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜃𝑞1 . . . 𝑑𝜃𝑞𝑁 . (26)

Доказательство. Имеем:

1

𝑇

∫︁
𝑉𝑇

∫︁ ∫︁
|𝛼|⩽𝛾1𝑟

⃒⃒⃒
ln 𝜁𝑄(𝛼+ 𝜎*𝑀 + 𝑖𝜏, 0⃗)− ln 𝜁𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘)(𝛼+ 𝜎*𝑀 + 𝑖𝜏, 0⃗)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜎𝑑𝑡𝑑𝜏 =

=

∫︁ ∫︁
|𝛼|⩽𝛾1𝑟

1

𝑇

∫︁
𝑉𝑇

⃒⃒⃒
ln 𝜁𝑄(𝛼+ 𝜎*𝑀 + 𝑖𝜏, 0⃗)− ln 𝜁𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘)(𝛼+ 𝜎*𝑀 + 𝑖𝜏, 0⃗)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜏𝑑𝜎𝑑𝑡 =

=

∫︁ ∫︁
|𝛼|⩽𝛾1𝑟

1

𝑇

∫︁
𝑉𝑇

⃒⃒⃒
ln 𝜁𝑄(𝛼+ 𝜎*𝑀 , 𝜃(𝜏))− ln 𝜁𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘)(𝛼+ 𝜎*𝑀 , 𝜃(𝜏))

⃒⃒⃒2
𝑑𝜏𝑑𝜎𝑑𝑡. (27)

В силу теоремы Кронекера об аппроксимациях (см. теорему Π.8.1, стр. 345 [5]) кривая

𝛾(𝜏) =
(︁
𝜏 ln 𝑞1

2𝜋 , 𝜏
ln 𝑞2
2𝜋 , . . . , 𝜏

ln 𝑞𝑁
2𝜋

)︁
равномерно распределена по mod1 в пространстве R𝑁 , так как

в силу леммы 3 логарифмы простых элементов моноида 𝑀 линейно независимы над полем
рациональных чисел.

Применяя теорему Π.8.3 (см. стр. 348 [5]), получим, что соотношение (26) выполняется
равномерно по 𝛼, если |𝛼| ⩽ 𝛾1𝑟. 2

Теорема 7. Пусть 0 < 𝑟 < 𝜎𝑀−𝜃1
4 , 𝑔(𝛼) аналитична при |𝛼| < 𝑟 и непрерывна при

|𝛼| ⩽ 𝑟. Тогда для произвольного 𝜀 > 0 найдется 𝑇 = 𝑇 (𝜀) такое, что

max
|𝛼|⩽𝑟

|𝑔(𝛼)− ln 𝜁(𝑀 |𝛼+ 𝜎*𝑀 + 𝑖𝑇 )| < 𝜀,

где под ln 𝜁(𝑀 |𝛼+ 𝜎*𝑀 + 𝑖𝑇 ) понимается ветвь ln 𝜁(𝑀 |𝛼), вещественная при 𝛼 ∈ R и анали-
тически продолженная вдоль отрезков [2, 2 + 𝑖𝑡], [2 + 𝑖𝑡, 𝜎 + 𝑖𝑡].

Доказательство. Из определения 𝜁𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘)(𝛼, 𝜃) следует, что при 𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘) ⊂ 𝑄

𝜁𝑄(𝛼, 𝜃) = 𝜁𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘)(𝛼, 𝜃)𝜁𝑄∖𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘)(𝛼, 𝜃).

Поэтому

∫︁
. . .

∫︁
𝒟

⃒⃒⃒
ln 𝜁𝑄(𝛼+ 𝜎*𝑀 , 𝜃)− ln 𝜁𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘)(𝛼+ 𝜎*𝑀 , 𝜃)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜃𝑞1 . . . 𝑑𝜃𝑞𝑁 =

=

∫︁
. . .

∫︁
𝒟

⃒⃒⃒
ln 𝜁𝑄∖𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘)(𝛼+ 𝜎*𝑀 , 𝜃)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜃𝑞1 . . . 𝑑𝜃𝑞𝑁 ⩽

⩽ mes𝒟
∫︁ 1

0
. . .

∫︁ 1

0

⃒⃒⃒
ln 𝜁𝑄∖𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘)(𝛼+ 𝜎*𝑀 , 𝜃)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜃𝑞1 . . . 𝑑𝜃𝑞𝑁 .

Поскольку

ln 𝜁𝑄∖𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘)(𝛼+ 𝜎*𝑀 , 𝜃) =
∑︁

𝑞∈𝑄∖𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘)

(︃ ∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛
· 𝑒

−2𝜋𝑖𝑛𝜃𝑞

𝑞𝑛(𝛼+𝜎*
𝑀 )

)︃
,
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то ∫︁ 1

0
. . .

∫︁ 1

0

⃒⃒⃒
ln 𝜁𝑄∖𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘)(𝛼+ 𝜎*𝑀 , 𝜃)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜃𝑞1 . . . 𝑑𝜃𝑞𝑁 =

=
∑︁

𝑞,𝑢∈𝑄∖𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘)

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

1

𝑛𝑚
· 1

𝑞𝑛(𝛼+𝜎*
𝑀 )𝑢𝑛(𝛼+𝜎*

𝑀 )

∫︁ 1

0
. . .

∫︁ 1

0
𝑒−2𝜋𝑖𝑛𝜃𝑞𝑒2𝜋𝑖𝑚𝜃𝑢𝑑𝜃𝑞1 . . . 𝑑𝜃𝑞𝑁 =

=
∑︁

𝑞∈𝑄∖𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘)

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛2
· 1

𝑞2𝑛(𝜎+𝜎*
𝑀 )
.

Если 𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘) содержит все простые элементы моноида 𝑀 , меньшие, чем 𝑦𝑘, то∑︁
𝑞∈𝑄∖𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘)

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛2
· 1

𝑞2𝑛(𝜎+𝜎*
𝑀 )

⩽

⩽
∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛2

∑︁
𝑞∈𝑀, 𝑞>𝑦𝑘

1

𝑞2(𝜎+𝜎*
𝑀 )

=
𝜋2

6
2(𝜎 + 𝜎*𝑀 )

∫︁ ∞

𝑦𝑘

𝜈𝑀 (𝑥)

𝑥2(𝜎+𝜎*
𝑀 )+1

𝑑𝑥≪

≪
∫︁ ∞

𝑦𝑘

𝑥𝜃

𝑥2(𝜎+𝜎*
𝑀 )+1

𝑑𝑥≪ 1

𝑦
2(𝜎+𝜎*

𝑀 )−𝜃

𝑘

⩽
1

𝑦
2𝜎*

𝑀+𝜃1
𝑘

.

Из соотношений (27) и (26) теперь следует, что при 𝑇 > 𝑇1(𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘), 𝑄)

1

𝑇

∫︁
𝑉𝑇

∫︁ ∫︁
|𝛼|⩽𝛾1𝑟

⃒⃒⃒
ln 𝜁𝑄(𝛼+ 𝜎*𝑀 + 𝑖𝜏, 0⃗)− ln 𝜁𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘)(𝛼+ 𝜎*𝑀 + 𝑖𝜏, 0⃗)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜎𝑑𝑡𝑑𝜏 ≪ mes𝒟 1

𝑦
2𝜎*

𝑀+𝜃1
𝑘

.

(28)

Применяя опять теорему Кронекера(см. теорему Π.8.1, стр. 345 [5]), получим

lim
𝑇→∞

1

𝑇
mes𝑉𝑇 = mes𝒟. (29)

Из оценок (28) и (29) получаем, что при 𝑦𝑘, достаточно большом, и 𝑇 →∞

mes

⎧⎪⎨⎪⎩𝜏
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝜏 ∈ 𝑉𝑇 , ∫︁ ∫︁

|𝛼|⩽𝛾1𝑟

⃒⃒⃒
ln 𝜁𝑄(𝛼+ 𝜎*𝑀 + 𝑖𝜏, 0⃗)− ln 𝜁𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘)(𝛼+ 𝜎*𝑀 + 𝑖𝜏, 0⃗)

⃒⃒⃒2
𝑑𝜎𝑑𝑡 <

1

𝑦
2𝜎*

𝑀+𝜃1
𝑘

⎫⎪⎬⎪⎭>
>

1

2
mes𝒟 · 𝑇.

Применяя теорему Π.8.3 (см. стр. 348 [5]), отсюда получим, что

mes

{︃
𝜏

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜏 ∈ 𝑉𝑇 , max

|𝛼|⩽𝛾1𝑟

⃒⃒⃒
ln 𝜁𝑄(𝛼+ 𝜎*𝑀 + 𝑖𝜏, 0⃗)− ln 𝜁𝑇𝑘(𝑀,𝑦𝑘)(𝛼+ 𝜎*𝑀 + 𝑖𝜏, 0⃗)

⃒⃒⃒2
<

1

𝑦
2𝜎*

𝑀+𝜃1
𝑘

}︃
>

>
1

2
mes𝒟 · 𝑇. (30)

Если теперь взять 𝜀2 < 1
2mes𝒟, то в силу неравенств (21) mes (𝐴𝑇

⋂︀
𝑉𝑇 ) > 0 и для

𝜏 ∈ 𝐴𝑇
⋂︀
𝑉𝑇 из соотношений (23), (25), (30) и (20) следует утверждение теоремы. 2

Доказательство следующей теоремы дословно повторяет доказательство теоремы 2 из мо-
нографии [5] (см. стр. 249–250). Приведём его для полноты изложения.



Теоремы универсальности и антиуниверсальности. . . 133

Теорема 8. (об универсальности дзета-функции моноида натуральных чисел). Пусть
0 < 𝑟 < 𝜎𝑀−𝜃1

4 , 𝑓(𝛼) аналитична при |𝛼| < 𝑟 и непрерывна при |𝛼| ⩽ 𝑟. Если 𝑓(𝛼) ̸= 0 при
|𝛼| < 𝑟, то для произвольного 𝜀 > 0 найдется 𝑇 = 𝑇 (𝜀) такое, что

max
|𝛼|⩽𝑟

|𝑓(𝛼)− 𝜁(𝑀 |𝛼+ 𝜎*𝑀 + 𝑖𝑇 )| < 𝜀.

Доказательство. Пусть 𝜀1 > 0. Пусть 𝛾 > 1 таково, что 𝛾𝑟 < 𝜎𝑀−𝜃1
4 и

max
|𝛼|⩽𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑓(𝛼)− 𝑓

(︂
𝛼

𝛾

)︂⃒⃒⃒⃒
< 𝜀1.

В силу теоремы 7 для заданного 𝜀 ∈ (0, 1) найдётся 𝑇 = 𝑇 (𝜀) такое, что

max
|𝛼|⩽𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑔

(︂
𝛼

𝛾

)︂
− ln 𝜁(𝑀 |𝛼+ 𝜎*𝑀 + 𝑖𝑇 )

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀,

где 𝑓(𝛼) = 𝑒𝑔(𝛼). Тогда

max
|𝛼|⩽𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑓

(︂
𝛼

𝛾

)︂
− 𝜁(𝑀 |𝛼+ 𝜎*𝑀 + 𝑖𝑇 )

⃒⃒⃒⃒
= max

|𝛼|⩽𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑒
𝑔
(︁

𝛼
𝛾

)︁
− 𝜁(𝑀 |𝛼+ 𝜎*𝑀 + 𝑖𝑇 )

⃒⃒⃒⃒
=

= max
|𝛼|⩽𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑒
𝑔
(︁

𝛼
𝛾

)︁ ⃒⃒⃒⃒
·
⃒⃒⃒⃒
𝑒
ln 𝜁(𝑀 |𝛼+𝜎*

𝑀+𝑖𝑇 )−𝑔
(︁

𝛼
𝛾

)︁
− 1

⃒⃒⃒⃒
≪ max

|𝛼|⩽𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑓

(︂
𝛼

𝛾

)︂⃒⃒⃒⃒
· 𝜀.

В силу произвольности 𝜀1 и 𝜀 получаем утверждение теоремы. 2

5. Заключение

Из сравнения доказательства теоремы универсальности С. М. Воронина и теоремы универ-
сальности для дзета-функций моноидов натуральных чисел, представленной в данной работе,
мы видим, что все основные элементы доказательства С. М. Воронина непосредственно пере-
носятся на класс дзета-функций регулярных моноидов Сельберга — Бредихина натуральных
чисел.

Можно высказать предположение, что указанная теорема будет справедлива для широкого
класса рядов Дирихле с эйлеровым произведением, соответствующих регулярным моноидам
Сельберга — Бредихина натуральных чисел.

Авторы выражают свою благодарность профессорам В. И. Иванову и В. Н. Чубарикову
за полезное обсуждение и постоянное внимание к работе.
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