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Аннотация

В гармоническом анализе на прямой со степенным весом сначала появилось унитарное
преобразование Данкля, зависящее от одного параметра 𝑘 ⩾ 0, а затем двупараметриче-
ское (𝑘, 𝑎)-обобщенное преобразование Фурье, частным случаем которого является преоб-
разование Данкля (𝑎 = 2). Наличие параметра 𝑎 > 0 при 𝑎 ̸= 2 приводит к появлению
деформационных свойств, например, для функций из пространства Шварца обобщенное
преобразование Фурье может не быть бесконечно дифференцируемым или быстро убыва-
ющим на бесконечности. В случае последовательности 𝑎 = 2/(2𝑟 + 1), 𝑟 ∈ Z+, деформа-
ционные свойства обобщенного преобразования Фурье весьма слабые и после некоторой
замены переменных они исчезают. Получаемое унитарное преобразование при 𝑟 = 0 дает
обычное преобразование Данкля и обладает многими его свойствами. Оно названо обоб-
щенным преобразованием Данкля. В работе определен оператор сплетения, устанавлива-
ющий связь дифференциально-разностного оператора второго порядка, для которого ядро
обобщенного преобразования Данкля является собственной функцией, с одномерным опе-
ратором Лапласа и позволяющий записать ядро в удобном для его оценок виде. В отличие
от оператора сплетения для преобразования Данкля он имеет ненулевое ядро. В работе
также на основе свойств обобщенного преобразования Данкля устанавливаются свойства
(𝑘, 𝑎)-обобщенного преобразования Фурье при 𝑎 = 2/(2𝑟 + 1).
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Abstract

In harmonic analysis on a line with power weight, the unitary Dunkl transform first appeared.
It depends on only one parameter 𝑘 ⩾ 0. Then the two-parameter (𝑘, 𝑎)-generalized Fourier
transform appeared, a special case of which is the Dunkl transform (𝑎 = 2). The presence
of the parameter 𝑎 > 0 at 𝑎 ̸= 2 leads to the appearance of deformation properties. For
example, for functions in Schwarz space, the generalized Fourier transform may not be infinitely
differentiable or decay rapidly at infinity. In the case of the sequence 𝑎 = 2/(2𝑟 + 1), 𝑟 ∈ Z+,
the deformation properties of the generalized Fourier transform are very weak and after some
change of variables they disappear. The resulting unitary transform for 𝑟 = 0 gives the usual
Dunkl transform and has many of its properties. It is called the generalized Dunkl transform.
We define the intertwining operator that establishes a connection between the second-order
differential-difference operator, for which the kernel of the generalized Dunkl transform is an
eigenfunction, and the one-dimensional Laplace operator and allows us to write the kernel in
a form convenient for its estimates. Unlike the intertwining operator for the Dunkl transform,
it has a nonzero kernel. In the paper, also on the basis of the properties of the generalized
Dunkl transform, the properties of the (𝑘, 𝑎)-generalized Fourier transform for 𝑎 = 2/(2𝑟 + 1)
are established.

Keywords: (𝑘, 𝑎)-generalized Fourier transform, generalized Dunkl transform, generalized
translation operator, convolution, generalized means.
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1. Введение

Пусть 𝒮(R) — пространство Шварца бесконечно дифференцируемых на R и быстро убыва-
ющих на бесконечности функций, 𝐽𝛼(𝑥) — функция Бесселя первого рода порядка 𝛼 ⩾ −1/2,
𝑗𝛼(𝑥) = 2𝛼Γ(𝛼+ 1)𝑥−𝛼𝐽𝛼(𝑥) — нормированная функция Бесселя, Π — множество алгебраиче-

ских многочленов, {𝑃 (𝛼)
𝑛 (𝑡)}∞𝑛=0 — многочлены Гегенбауэра, ортогональные на отрезке [−1, 1]

с весом (1− 𝑡2)𝛼, 𝛼 > −1, и нормированные условием 𝑃
(𝛼)
𝑛 (1) = 1,

(𝛼)0 = 1, (𝛼)𝑛 =
Γ(𝛼+ 𝑛)

Γ(𝛼)
= 𝛼(𝛼+ 1) · · · (𝛼+ 𝑛− 1), 𝑛 ⩾ 1,

2The research was supported by a grant from the Russian Science Foundation (project No. 23-71-30001) at
Lomonosov Moscow State University.
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— символ Похгаммера.
Пусть 𝑟 ∈ Z+, 𝜆 > −1/2, 𝑑𝜈𝜆(𝑥) = 𝑐𝜆|𝑥|2𝜆+1 𝑑𝑥 — нормированная мера на прямой R со

степенным весом, 𝑐−1
𝜆 = 2𝜆+1Γ(𝜆 + 1), 𝑑𝑚𝜆(𝑡) = ̃︀𝑐𝜆(1 − 𝑡2)𝜆−1/2 𝑑𝑡 — вероятностная мера на

отрезке [−1, 1], (̃︀𝑐𝜆)−1 =
√
𝜋Γ(𝜆+ 1/2)/Γ(𝜆+ 1).

В статье [1] начато, а в статье [2] продолжено изучение двупараметрического (𝑟, 𝜆)-обоб-
щенного унитарного преобразования Данкля на прямой

ℱ𝑟,𝜆(𝑓)(𝑥) =

∫︁
R
𝑓(𝑥)𝑒𝑟,𝜆(−𝑥𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑥), (1)

у которого ядро

𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) = 𝑗𝜆(𝑥𝑦) + 𝑖(−1)𝑟 (𝑥𝑦)2𝑟+1

22𝑟+1(𝜆+ 1)2𝑟+1
𝑗𝜆+2𝑟+1(𝑥𝑦) (2)

является целой функцией экспоненциального типа 1 по каждой переменной. Оно имеет инте-
гральное представление (см. [1, 2])

𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) =

∫︁ 1

−1
(1 + 𝑃

𝜆−1/2
2𝑟+1 (𝑡))𝑒𝑖𝑥𝑦𝑡 𝑑𝑚𝜆(𝑡). (3)

Одномерное преобразование Данкля ℱ𝜆(𝑓) получается из (1) при 𝑟 = 0 (см., например, [3]).
В одномерном гармоническом анализе Данкля аналогами первой производной 𝑓 ′(𝑥) и одно-

мерного оператора Лапласа Δ𝑓(𝑥) = 𝑓
′′
(𝑥) являются дифференциально-разностный оператор

первого порядка

𝑇𝜆𝑓(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥) +
(︁
𝜆+

1

2

)︁𝑓(𝑥)− 𝑓(−𝑥)
𝑥

и лапласиан Данкля

Δ𝜆𝑓(𝑥) = 𝑇 2
𝜆𝑓(𝑥) = 𝑓 ′′(𝑥) +

(︀
2𝜆+ 1

)︀𝑓 ′(𝑥)
𝑥
−
(︁
𝜆+

1

2

)︁𝑓(𝑥)− 𝑓(−𝑥)
𝑥2

.

Ядро преобразования Данкля 𝑒𝜆(𝑥𝑦) = 𝑒0,𝜆(𝑥𝑦) является собственной функцией этих опе-
раторов. В статье [4] определен важный оператор гармонического анализа Данкля — оператор
сплетения 𝑉𝜆. В одномерном случае он может быть записан в явном виде

𝑉𝜆𝑓(𝑥) =

∫︁ 1

−1
𝑓(𝑥𝑡)(1 + 𝑡) 𝑑𝑚𝜆(𝑡), 𝑥 ∈ R. (4)

Оператор 𝑉𝜆 положительный, действует в пространстве 𝐶[−𝑅,𝑅], ∀𝑅 > 0 и устанавливает
связь между дифференциально-разностными операторами Данкля и обычными дифференци-
альными операторами

𝑉𝜆𝑓
′(𝑥) = 𝑇𝜆𝑉𝜆𝑓(𝑥), 𝑉𝜆Δ𝑓(𝑥) = Δ𝜆𝑉𝜆𝑓(𝑥), 𝑓

′′ ∈ 𝐶(R).

Он также позволяет записать ядро преобразования Данкля

𝑒𝜆(𝑥𝑦) = 𝑉𝜆
(︀
𝑒𝑖(·)𝑦

)︀
(𝑥), 𝑥, 𝑦 ∈ R.

Ядро 𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) (2) обобщенного преобразования Данкля ℱ𝑟,𝜆 (1) является собственной функ-
цией дифференциально-разностного оператора (см. [1, 2])

Δ𝑟,𝜆𝑓(𝑥) = Δ𝜆𝑓(𝑥)− 2𝑟(𝑟 + 𝜆+ 1)
𝑓(𝑥)− 𝑓(−𝑥)

𝑥2

= 𝑓 ′′(𝑥) +
(︀
2𝜆+ 1

)︀𝑓 ′(𝑥)
𝑥
−
(︁
2𝑟(𝑟 + 𝜆+ 1) + 𝜆+

1

2

)︁𝑓(𝑥)− 𝑓(−𝑥)
𝑥2

.
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Пусть

𝑉𝑟,𝜆𝑓(𝑥) =

∫︁ 1

−1
𝑓(𝑥𝑡)(1 + 𝑃

𝜆−1/2
2𝑟+1 (𝑡)) 𝑑𝑚𝜆(𝑡), 𝑥 ∈ R. (5)

Оператор 𝑉𝑟,𝜆 действует в пространстве 𝐶[−𝑅,𝑅], ∀𝑅 > 0 и согласно (3)

𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) = 𝑉𝑟,𝜆
(︀
𝑒𝑖(·)𝑦

)︀
(𝑥).

Если 𝜆 ⩾ 0, то оператор 𝑉𝑟,𝜆 положительный. Так как 𝑃
𝜆−1/2
1 (𝑡) = 𝑡, то 𝑉0,𝜆 = 𝑉𝜆.

Наша цель — доказать, что 𝑉𝑟,𝜆 является оператором сплетения для обобщенного преоб-
разования Данкля. Справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. Если 𝑟 ∈ N, 𝜆 > −1/2, 𝑓 ′′ ∈ 𝐶(R), то

𝑉𝑟,𝜆Δ𝑓(𝑥) = Δ𝑟,𝜆𝑉𝑟,𝜆𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ R. (6)

Замечание. Оператор сплетения 𝑉𝜆 (4) является изоморфизмом на Π. Оператор спле-
тения 𝑉𝑟,𝜆 (5) при 𝑟 ⩾ 1 имеет ненулевое ядро

Ker𝑉𝑟,𝜆 = {𝑝 ∈ Π: 𝑝(𝑥) =
𝑟−1∑︁
𝑠=0

𝑎𝑠𝑥
2𝑠+1}.

Пусть 𝑎 > 0, 𝑘 ⩾ 0, 2𝑘 + 𝑎 − 1 > 0, 𝜆 = (2𝑘−1)/𝑎, 𝑣𝑘,𝑎(𝑥) = |𝑥|2𝑘+𝑎−2 – степенной вес,
𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑥) = 𝑐𝑘,𝑎𝑣𝑘,𝑎(𝑥)𝑑𝑥 – нормированная мера на прямой, 𝑐

−1
𝑘,𝑎 = 2𝑎𝜆Γ(𝜆+ 1).

В статье [5] определено двупараметрическое (𝑘, 𝑎)-обобщенное унитарное преобразование
Фурье, которое в одномерном случае имеет вид

ℱ𝑘,𝑎(𝑓)(𝑦) =

∫︁
R
𝑓(𝑥)𝑏𝑘,𝑎(𝑥𝑦) 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑥), (7)

где ядро

𝑏𝑘,𝑎(𝑥𝑦) = 𝑗𝜆

(︁2
𝑎
|𝑥𝑦|𝑎/2

)︁
+

Γ(𝜆+ 1)

Γ(𝜆+ 1 + 2/𝑎)

𝑥𝑦

(𝑎𝑖)2/𝑎
𝑗𝜆+ 2

𝑎

(︁2
𝑎
|𝑥𝑦|𝑎/2

)︁
. (8)

Оно является обобщением классического преобразования Фурье на случай степенного веса
на прямой (𝑎 = 2, 𝑘 = 0), а также обобщением преобразования Данкля (𝑎 = 2) (см. [3]). Но
в отличие от преобразований Фурье и Данкля, для которых пространство Шварца является
инвариантным, обобщенное преобразование Фурье при 𝑎 ̸= 2 обладает деформационными
свойствами и пространство Шварца для него не является инвариантным (см. [1]). В частности,
ℱ𝑘,𝑎(𝑓) быстро убывает на бесконечности для любой 𝑓 ∈ 𝒮(R), если только 𝑎 = 2/𝑛, 𝑛 ∈ N.

Понятно, что деформационные свойства во многом связаны с аргументом |𝑥𝑦|𝑎/2 в ядре (2).
Преобразование (1) и ядро (2) получаются из (7) и (8) при 𝑎 = 2/(2𝑟+1), 𝑟 ∈ R, 𝑘 = (𝜆𝑎+1)/2,
𝜆 > −1/2, заменой переменных

(2𝑟 + 1)1/2𝑥
1

2𝑟+1 → 𝑥, (2𝑟 + 1)1/2𝑦
1

2𝑟+1 → 𝑦.

Здесь 𝑥
1

2𝑟+1 — обратная функция для 𝑥2𝑟+1 на R. При этом мера 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑥) перейдет в ме-
ру 𝑑𝜈𝜆(𝑥). Преобразование ℱ𝑟,𝜆 с ядром 𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) становится проще и удобнее для изучения.
Установив его свойства, с помощью обратных замен переменных мы получим аналогичные
свойства для преобразования ℱ𝑘,𝑎. Возможно и обратное. Следуя этой методологии в работе
устанавливаются свойства (𝑘, 𝑎)-обобщенного преобразования Фурье при 𝑎 = 2/(2𝑟+1) на ос-
нове свойств обобщенного преобразования Данкля, полученных в статьях [1, 2]. В дальнейшем
всегда 𝑎 = 2/(2𝑟 + 1), 𝑟 ∈ Z+.
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Пусть 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜇) — лебегово пространство 𝜇-измеримых комплекснозначных
функций с конечной нормой

‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇 =
(︁∫︁

R
|𝑓 |𝑝 𝑑𝜇

)︁1/𝑝
, 1 ⩽ 𝑝 <∞, ‖𝑓‖∞ = vrai sup

R
|𝑓(𝑥)|, 𝑝 =∞,

𝐶𝑏(R) — множество непрерывных ограниченных функций, 𝐶0(R) — множество непрерывных
бесконечно малых на бесконечности функций,

Мы будем писать 𝐴 ≲ 𝐵, если выполнено неравенство 𝐴 ⩽ 𝑐𝐵 с константой 𝑐 > 0, завися-
щей только от несущественных параметров.

В секции 2 доказывается теорема 1. В секции 3 для преобразования ℱ𝑘,𝑎 определяются
операторы обобщенного сдвига и устанавливаются их свойства. В секции 4 для преобразования
ℱ𝑘,𝑎 определяются свертки и обобщенные средние. Для обобщенных средних исследуется 𝐿𝑝-
сходимость и сходимость почти всюду.

2. Доказательство теоремы 1

Равенство (6) достаточно доказать для системы степеней {𝑥𝑛}∞𝑛=0.
Если функция 𝑓(𝑥) — четная, то

Δ𝑟,𝜆𝑓(𝑥) = Δ𝜆𝑓(𝑥), 𝑉𝑟,𝜆𝑓(𝑥) = 𝑉𝜆𝑓(𝑥),

поэтому равенство (6) верно для мономов 𝑥2𝑠. Отметим, что (см. [3, Chap. 16, 16.3(2)])

𝑉𝑟,𝜆𝑥
2𝑠 = 𝑉𝜆𝑥

2𝑠 =
(1/2)𝑠
(𝜆+ 1)𝑠

.

Пусть 𝑛 = 2𝑠+ 1, 𝑠 ∈ Z+. Применяя [6, Гл.16, 16.3(2)], получим

𝑉𝑟,𝜆𝑥
2𝑠+1 = 𝑥2𝑠+1̃︀𝑐𝜆 ∫︁ 1

−1
𝑡2𝑠+1𝑃

𝜆−1/2
2𝑟+1 (𝑡)(1− 𝑡2)𝜆−1/2 𝑑𝑡

= 𝑥2𝑠+1

{︃
0, 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑟 − 1,
(1/2)𝑠+1(𝑠−𝑟+1)𝑟

(𝜆+1)𝑠+𝑟+1
, 𝑠 ⩾ 𝑟.

(9)

Так как Δ𝑥 = 0 и в силу (9) 𝑉𝑟,𝜆𝑥 = 0, то для монома 𝑥 равенство (6) выполнено.
Если 1 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑟 − 1, то согласно (9) 𝑉𝑟,𝜆𝑥2𝑠+1 = 0, 0 ⩽ 𝑠− 1 < 𝑟 − 1, и вновь применяя (9),

получим
𝑉𝑟,𝜆Δ𝑥

2𝑠+1 = 2𝑠(2𝑠+ 1)𝑉𝑟,𝜆𝑥
2(𝑠−1)+1 = 0.

Следовательно, равенство (6) для 𝑥2𝑠+1 при 1 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑟 − 1 выполнено.
Для 𝑠 ⩾ 𝑟

Δ𝑟,𝜆𝑥
2𝑠+1 = [2𝑠(2𝑠+ 1) + (2𝜆+ 1)(2𝑠+ 1)− (4𝑟(𝑟 + 𝜆+ 1) + 2𝜆+ 1)]𝑥2𝑠−1

= 4(𝑠− 𝑟)(𝑠+ 𝑟 + 𝜆+ 1)𝑥2𝑠−1. (10)

Если 𝑠 = 𝑟, то в силу (10) Δ𝑟,𝜆𝑥
2𝑟+1 = 0 и применяя (9), получим

Δ𝑟,𝜆𝑉𝑟,𝜆𝑥
2𝑟+1 =

(1/2)𝑟+1𝑟!

(𝜆+ 1)2𝑟+1
Δ𝑟,𝜆𝑥

2𝑟+1 = 0.

Опять применяя (9), получим

𝑉𝑟,𝜆Δ𝑥
2𝑟+1 = 2𝑟(2𝑟 + 1)𝑉𝑟,𝜆𝑥

2(𝑟−1)+1 = 0.
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Следовательно, равенство (6) для 𝑥2𝑟+1 выполнено.
Если 𝑠 ⩾ 𝑟 + 1, то 𝑠− 1 ⩾ 𝑟 и применяя (9), (10), получим

𝑉𝑟,𝜆Δ𝑥
2𝑠+1 = 2𝑠(2𝑠+ 1)𝑉𝑟,𝜆𝑥

2(𝑠−1)+1

=
2𝑠(2𝑠+ 1)(1/2)𝑠(𝑠− 𝑟)𝑟

(𝜆+ 1)𝑠+𝑟
𝑥2𝑠−1 =

4(1/2)𝑠+1(𝑠− 𝑟)𝑟+1

(𝜆+ 1)𝑠+𝑟
𝑥2𝑠−1.

Аналогично, применяя (9), (10), получим

Δ𝑟,𝜆𝑉𝑟,𝜆𝑥
2𝑠+1 =

(1/2)𝑠+1(𝑠− 𝑟 + 1)𝑟
(𝜆+ 1)𝑠+𝑟+1

𝛿𝑟,𝜆𝑥
2𝑠+1

=
4(1/2)𝑠+1(𝑠− 𝑟 + 1)𝑟(𝑠− 𝑟)(𝑠+ 𝑟 + 𝜆+ 1)

(𝜆+ 1)𝑠+𝑟+1
𝑥2𝑠−1 =

4(1/2)𝑠+1(𝑠− 𝑟)𝑟+1

(𝜆+ 1)𝑠+𝑟
𝑥2𝑠−1.

Равенство (6) для 𝑥2𝑠+1 при 𝑠 ⩾ 𝑟 + 1 также выполнено.
Все случаи разобраны. Теорема 1 доказана.

3. Операторы обобщенного сдвига

Пусть 𝜆 = (2𝑘 − 1)/𝑎 = (2𝑟 + 1)(𝑘 − 1/2) > −1/2. Преобразование ℱ𝑘,𝑎 (7) запишем в виде

ℱ𝑘,𝑎(𝑓)(𝑦) =

∫︁
R
𝑓(𝑥)𝑒𝑘,𝑎(−𝑥𝑦) 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑥),

где ядро

𝑒𝑘,𝑎(𝑥𝑦) = 𝑗𝜆
(︀
(2𝑟 + 1)(𝑥𝑦)

1
2𝑟+1

)︀
+ 𝑖(−1)𝑟 (2𝑟 + 1)2𝑟+1𝑥𝑦

22𝑟+1(𝜆+ 1)2𝑟+1
𝑗𝜆+2𝑟+1

(︀
(2𝑟 + 1)(𝑥𝑦)

1
2𝑟+1

)︀
.

Делая замены

𝑢 = (2𝑟 + 1)1/2𝑥
1

2𝑟+1 , 𝑥 = (2𝑟 + 1)−(𝑟+1/2)𝑢2𝑟+1, 𝑣 = (2𝑟 + 1)1/2𝑦
1

2𝑟+1 ,

𝑦 = (2𝑟 + 1)−(𝑟+1/2)𝑣2𝑟+1, 𝑓(𝑥) = 𝑓((2𝑟 + 1)−(𝑟+1/2)𝑢2𝑟+1) = ℎ(𝑢),
(11)

получим
𝑒𝑘,𝑎(𝑥𝑦) = 𝑒𝑟,𝜆(𝑢𝑣), ℱ𝑘,𝑎(𝑓)(𝑦) = ℱ𝑟,𝜆(ℎ)(𝑣), ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎

= ‖ℎ‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 . (12)

Пусть 𝑤 = (2𝑟 + 1)1/2𝑧
1

2𝑟+1 , 𝑧 = (2𝑟 + 1)−(𝑟+1/2)𝑤2𝑟+1,

𝜏𝑦𝑘,𝑎𝑓(𝑥) =

∫︁ ∞

−∞
𝑒𝑘,𝑎(𝑦𝑧)𝑒𝑘,𝑎(𝑥𝑧)ℱ𝑘,𝑎(𝑓)(𝑧) 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑧), (13)

𝑇 𝑦
𝑘,𝑎𝑓(𝑥) =

∫︁ ∞

−∞
𝑗𝜆
(︀
(2𝑟 + 1)(𝑦𝑧)

1
2𝑟+1

)︀
𝑒𝑘,𝑎(𝑥𝑧)ℱ𝑘,𝑎(𝑓)(𝑧) 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑧), (14)

𝜏𝑣𝑟,𝜆ℎ(𝑢) =

∫︁ ∞

−∞
𝑒𝑟,𝜆(𝑣𝑤)𝑒𝑟,𝜆(𝑢𝑤)ℱ𝑟,𝜆(ℎ)(𝑤) 𝑑𝜈𝜆(𝑤),

𝑇 𝑣
𝑟,𝜆ℎ(𝑢) =

∫︁ ∞

−∞
𝑗𝜆(𝑣𝑤)𝑒𝑟,𝜆(𝑢𝑤)ℱ𝑟,𝜆(ℎ)(𝑤) 𝑑𝜈𝜆(𝑤)

— операторы обобщенного сдвига для преобразований ℱ𝑘,𝑎 и ℱ𝑟,𝜆 соответственно. Согласно
формулам (11), (12)

𝜏𝑦𝑘,𝑎𝑓(𝑥) = 𝜏𝑣𝑟,𝜆ℎ(𝑢), 𝑇 𝑦
𝑘,𝑎𝑓(𝑥) = 𝑇 𝑣

𝑟,𝜆ℎ(𝑢). (15)
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Пусть

𝜆0 = 𝜆− 1/2, 𝐴 = (𝑢2 + 𝑣2 − 2𝑢𝑣𝑡)1/2, 𝐴𝑟 =
(︀
𝑥

2
2𝑟+1 + 𝑦

2
2𝑟+1 − 2(𝑥𝑦)

1
2𝑟+1 𝑡

)︀1/2
. (16)

Для операторов обобщенного сдвига 𝜏𝑣𝑟,𝜆, 𝑇
𝑣
𝑟,𝜆 известны представления (см. [2])

𝜏𝑣𝑟,𝜆ℎ(𝑢) =
1

2

∫︁ 1

−1

{︁
ℎ(𝐴)

(︁
1− 𝑃 (𝜆0)

2𝑟+1(𝑡) + 𝑃
(𝜆0)
2𝑟+1

(︁𝑢− 𝑣𝑡
𝐴

)︁
+ 𝑃

(𝜆0)
2𝑟+1

(︁𝑣 − 𝑢𝑡
𝐴

)︁)︁
+ℎ(−𝐴)

(︁
1− 𝑃 (𝜆0)

2𝑟+1(𝑡)− 𝑃
(𝜆0)
2𝑟+1

(︁𝑢− 𝑣𝑡
𝐴

)︁
− 𝑃 (𝜆0)

2𝑟+1

(︁𝑣 − 𝑢𝑡
𝐴

)︁)︁}︁
𝑑𝑚𝜆(𝑡), (17)

𝑇 𝑣
𝑟,𝜆ℎ(𝑢) =

1

2

∫︁ 1

−1

{︁
ℎ(𝐴)

(︁
1 + 𝑃

(𝜆0)
2𝑟+1

(︁𝑢− 𝑣𝑡
𝐴

)︁)︁
+ ℎ(−𝐴)

(︁
1− 𝑃 (𝜆0

2𝑟+1

(︁𝑢− 𝑣𝑡
𝐴

)︁)︁}︁
𝑑𝑚𝜆(𝑡). (18)

В силу формул (11)
ℎ(𝐴) = 𝑓((2𝑟 + 1)−(𝑟+1/2)𝐴2𝑟+1) = 𝑓(𝐴2𝑟+1

𝑟 ),

поэтому, делая замены (11) в (17), (18) и применяя (15), придем к утверждению.
Теорема 2. Пусть 𝜆0 > 0, 𝐴𝑟 определено в (16). Для операторов обобщенного сдвига 𝜏

𝑦
𝑘,𝑎,

𝑇 𝑦
𝑘,𝑎 справедливы представления

𝜏𝑦𝑘,𝑎𝑓(𝑥) =
1

2

∫︁ 1

−1

{︁
𝑓(𝐴2𝑟+1

𝑟 )
(︁
1− 𝑃 (𝜆0)

2𝑟+1(𝑡) + 𝑃
(𝜆0)
2𝑟+1

(︁𝑥 1
2𝑟+1 − 𝑦

1
2𝑟+1 𝑡

𝐴𝑟

)︁

+𝑃
(𝜆0)
2𝑟+1

(︁𝑦 1
2𝑟+1−𝑥

1
2𝑟+1 𝑡

𝐴𝑟

)︁)︁
+ 𝑓(−𝐴2𝑟+1

𝑟 )
(︁
1− 𝑃 (𝜆0)

2𝑟+1(𝑡)

−𝑃 (𝜆0)
2𝑟+1

(︁𝑥 1
2𝑟+1 − 𝑦

1
2𝑟+1 𝑡

𝐴𝑟

)︁
− 𝑃 (𝜆0)

2𝑟+1

(︁𝑦 1
2𝑟+1 − 𝑥

1
2𝑟+1 𝑡

𝐴𝑟

)︁}︁
𝑑𝑚𝜆(𝑡), (19)

𝑇 𝑦
𝑘,𝑎𝑓(𝑥) =

1

2

∫︁ 1

−1

{︁
𝑓(𝐴2𝑟+1

𝑟 )
(︁
1 + 𝑃

(𝜆0)
2𝑟+1

(︁𝑥 1
2𝑟+1 − 𝑦

1
2𝑟+1 𝑡

𝐴𝑟

)︁)︁
+𝑓(−𝐴2𝑟+1

𝑟 )
(︁
1− 𝑃 (𝜆0

2𝑟+1

(︁𝑥 1
2𝑟+1 − 𝑦

1
2𝑟+1 𝑡

𝐴𝑟

)︁)︁}︁
𝑑𝑚𝜆(𝑡). (20)

Следствие 1. На подпространстве четных функций

𝜏𝑦𝑘,𝑎𝑓(𝑥) =

∫︁ 1

−1
𝑓(𝐴2𝑟+1

𝑟 )(1− 𝑃 (𝜆0)
2𝑟+1(𝑡)) 𝑑𝑚𝜆(𝑡).

Пусть ‖𝑒𝑟,𝜆(𝑢𝑣)‖∞ = ‖𝑒𝑘,𝑎(𝑥𝑦)‖∞ = 𝑀𝑟,𝜆, 𝑑𝑛,𝛼 = max
[−1,1]

|𝑃 (𝛼)
𝑛 (𝑡)|. Справедливы оценки (см.

[1, 2])
𝑀𝑟,𝜆 ⩽ 1 + 𝑑2𝑟,𝜆0 , −1/2 < 𝜆 < 0; 𝑀𝑟,𝜆 = 1, 𝜆 ⩾ 0.

Из формулы (3) для ядра 𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) вытекает оценка

|(𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦))(𝑛)𝑥 | ⩽𝑀𝑟,𝜆|𝑦|𝑛, 𝑦 ∈ R, 𝑛 ∈ Z+.

Пусть

𝑀 𝜏
𝑟,𝜆 =

{︃
1 + 3𝑑2𝑟+1,𝜆0 , −1/2 < 𝜆 < 0,

4, 𝜆 ⩾ 0,
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𝑀𝑇
𝑟,𝜆 =

{︃
1 + 𝑑2𝑟+1,𝜆0 , −1/2 < 𝜆 < 0,

1, 𝜆 ⩾ 0.

Учитывая оценки 𝐿𝑝-норм операторов 𝜏𝑣𝑟,𝜆, 𝑇
𝑣
𝑟,𝜆 (см. [2]), равенства (15), получим утвер-

ждение.
Теорема 3. Для всех 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, 𝑦 ∈ R, линейные операторы (13) и (14) ограничены в

пространствах 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎) и для их норм справедливы оценки

‖𝜏𝑦𝑘,𝑎‖𝑝→𝑝 ⩽𝑀 𝜏
𝑟,𝜆, ‖𝑇 𝑦

𝑘,𝑎‖𝑝→𝑝 ⩽𝑀𝑇
𝑟,𝜆. (21)

На подпространстве четных функций ‖𝜏𝑦𝑘,𝑎‖𝑝→𝑝 ⩽𝑀𝑇
𝑟,𝜆.

Для любой 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎) и любого 𝑥 ∈ R(︁∫︁
R
|𝑇 𝑦

𝑘,𝑎𝑓(𝑥)|
𝑝 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑦)

)︁1/𝑝
⩽
(︀
1 + 𝑑2𝑟+1,𝜆0

)︀⃦⃦
𝑓
⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎

, −1/2 < 𝜆 < 0,

(︁∫︁
R
|𝑇 𝑦

𝑘,𝑎𝑓(𝑥)|
𝑝 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑦)

)︁1/𝑝
⩽
⃦⃦
𝑓
⃦⃦
𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎

, 𝜆 ⩾ 0.

Неравенство (21) для оператора 𝜏𝑦𝑘,𝑎 при 𝜆 ⩾ 0 доказано в статье [7]. Выражение 𝐴𝑟 для
записи оператора 𝜏𝑦𝑘,𝑎 применялось в статьях [8, 9].

Свойства операторов обобщенного сдвига 𝜏𝑦𝑘,𝑎, 𝑇
𝑦
𝑘,𝑎, вытекающие из свойств операторов 𝜏

𝑦
𝑟,𝜆,

𝑇 𝑦
𝑟,𝜆 в статье [2], собраны в следующем предложении.
Предложение 1. Для операторов обобщенного сдвига (13), (14) справедливы следующие

свойства:

1) если 𝜆 ⩾ 0, 𝑓(𝑥) ⩾ 0, то 𝑇 𝑦
𝑘,𝑎𝑓(𝑥) ⩾ 0;

2) 𝜏0𝑘,𝑎𝑓(𝑥) = 𝑇 0
𝑘,𝑎𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥);

3) 𝜏𝑦𝑘,𝑎1 = 𝑇 𝑦
𝑘,𝑎1 = 1;

4) 𝜏𝑦𝑘,𝑎𝑒𝑘,𝑎(𝑥𝑧) = 𝑒𝑘,𝑎(𝑦𝑧)𝑒𝑘,𝑎(𝑥𝑧), 𝑇
𝑦
𝑘,𝑎𝑒𝑘,𝑎(𝑥𝑧) = 𝑗𝜆((2𝑟 + 1)(𝑦𝑧)

1
2𝑟+1 )𝑒𝑘,𝑎(𝑥𝑧);

5) если 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎),то∫︁
R
𝜏𝑦𝑘,𝑎𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑥) =

∫︁
R
𝑓(𝑥)𝜏−𝑦

𝑘,𝑎𝑔(𝑥) 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑥),∫︁
R
𝑇 𝑦
𝑘,𝑎𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑥) =

∫︁
R
𝑓(𝑥)𝑇 𝑦

𝑘,𝑎𝑔(𝑥) 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑥);

6) если𝑓 ∈ 𝐿1(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎),то∫︁
R
𝜏 𝑡𝑘,𝑎𝑓(𝑥)𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑥) =

∫︁
R
𝑓(𝑥)𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑥),∫︁

R
𝑇 𝑡
𝑘,𝑎𝑓(𝑥)𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑥) =

∫︁
R
𝑓(𝑥)𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑥);

7) если 𝛿 > 0, supp 𝑓 ⊂ [−𝛿, 𝛿], |𝑦| ⩽ 𝛿 и 𝛿1 =
(︀
|𝑦|

1
2𝑟+1 + 𝛿

1
2𝑟+1

)︀2𝑟+1
, то

supp 𝜏𝑦𝑘,𝑎𝑓, supp𝑇
𝑦
𝑘,𝑎𝑓 ⊂ [−𝛿1, 𝛿1]; если |𝑦| > 𝛿 и 𝛿2 =

(︀
|𝑦|

1
2𝑟+1 − 𝛿

1
2𝑟+1

)︀2𝑟+1
, то

supp 𝜏𝑦𝑘,𝑎𝑓, supp𝑇
𝑦
𝑘,𝑎𝑓 ⊂ [−𝛿1, −𝛿2] ∪ [𝛿2, 𝛿1].

Пусть

𝒮𝑘,𝑎(R) = {𝑓(𝑥) = 𝐹1(𝑥
1

2𝑟+1 ) + 𝑥𝐹2(𝑥
1

2𝑟+1 ) : 𝐹1, 𝐹2 ∈ 𝒮(R), 𝐹1, 𝐹2 − четные},
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𝒮𝑟,𝜆(R) = {ℎ(𝑢) = 𝐹1(𝑢) + 𝑢2𝑟+1𝐹2(𝑢) : 𝐹1, 𝐹2 ∈ 𝒮(R), 𝐹1, 𝐹2 − четные}.

Известно, что (см. [1, 10])

ℱ𝑟,𝜆(𝒮𝑟,𝜆(R)) = 𝒮𝑟,𝜆(R), ℱ𝑘,𝑎(𝒮𝑘,𝑎(R)) = 𝒮𝑘,𝑎(R). (22)

Так как для 𝑓 ∈ 𝒮𝑘,𝑎(R) и 𝑥 ∈ R произведение

𝑒𝑘,𝑎(𝑥𝑧)𝑓(𝑧)

= (𝑗𝜆((2𝑟 + 1)(𝑥𝑧)
1

2𝑟+1 ) + 𝑐𝑥𝑧𝑗𝜆+2𝑟+1((2𝑟 + 1)(𝑥𝑧)
1

2𝑟+1 ))(𝐹1(𝑧
1

2𝑟+1 ) + 𝑧𝐹2(𝑧
1

2𝑟+1 ))

= {(𝑗𝜆(2𝑟+1)(𝑥𝑧)
1

2𝑟+1 )𝐹1(𝑧
1

2𝑟+1 )+𝑐𝑥(𝑧
1

2𝑟+1 )4𝑟+2𝑗𝜆+2𝑟+1((2𝑟 + 1)(𝑥𝑧)
1

2𝑟+1 ))𝐹2(𝑧
1

2𝑟+1 )}

+𝑧{𝑗𝜆((2𝑟 + 1)(𝑥𝑧)
1

2𝑟+1 )𝐹2(𝑧
1

2𝑟+1 )+𝑐𝑥𝑗𝜆+2𝑟+1((2𝑟 + 1)(𝑥𝑧)
1

2𝑟+1 )𝐹1(𝑧
1

2𝑟+1 )}

принадлежит 𝒮𝑘,𝑎(R) по переменной 𝑧, то в силу (22)

𝜏𝑦𝑘,𝑎𝑓(𝑥) = ℱ𝑘,𝑎(𝑒𝑘,𝑎(𝑥𝑧)ℱ𝑘,𝑎(𝑓)(𝑧))(−𝑦) ∈ 𝒮𝑘,𝑎(R)

по переменной 𝑦. В силу симметрии 𝜏𝑦𝑘,𝑎𝑓(𝑥) по 𝑥 и 𝑦, 𝜏𝑦𝑘,𝑎𝑓(𝑥) ∈ 𝒮𝑘,𝑎(R) по переменной 𝑥.
Аналогично разбираются случаи операторов обобщенного сдвига 𝑇 𝑦

𝑘,𝑎𝑓(𝑥), 𝜏
𝑣
𝑟,𝜆ℎ(𝑢), 𝑇

𝑣
𝑟,𝜆ℎ(𝑢).

Таким образом, справедливо утверждение.
Предложение 2. Если 𝑓 ∈ 𝒮𝑘,𝑎(R), ℎ ∈ 𝒮𝑟,𝜆(R), то по всем переменным

𝜏𝑦𝑘,𝑎𝑓(𝑥) ∈ 𝒮𝑘,𝑎(R), 𝑇 𝑦
𝑘,𝑎𝑓(𝑥) ∈ 𝒮𝑘,𝑎(R), 𝜏𝑣𝑟,𝜆ℎ(𝑢) ∈ 𝒮𝑟,𝜆(R), 𝑇 𝑣

𝑟,𝜆ℎ(𝑢) ∈ 𝒮𝑟,𝜆(R).

4. Свертки и обобщенные средние

Пусть 𝑥 и 𝑢, 𝑦 и 𝑣 связаны соотношениями (11), функции 𝑓(𝑥) и ℎ(𝑢), 𝑔(𝑥) и 𝑙(𝑢) связаны
соотношениями

𝑓(𝑥) = 𝑓((2𝑟 + 1)−(𝑟+1/2)𝑢2𝑟+1) = ℎ(𝑢), 𝑔(𝑥) = 𝑔((2𝑟 + 1)−(𝑟+1/2)𝑢2𝑟+1) = 𝑙(𝑢).

Определим четыре свертки

(𝑓 *𝜏𝑘,𝑎 𝑔)(𝑥) =
∫︁
R
𝑓(𝑦)𝜏−𝑥

𝑘,𝑎 𝑔(𝑦) 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑦), (𝑓 *𝑇𝑘,𝑎
𝑔)(𝑥) =

∫︁
R
𝑇 𝑦
𝑘,𝑎𝑓(𝑥)𝑔(𝑦) 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑦),

(ℎ *𝜏𝑟,𝜆 𝑙)(𝑢) =
∫︁
R
ℎ(𝑣)𝜏−𝑢

𝑟,𝜆 𝑙(𝑣) 𝑑𝜈𝜆(𝑣), (ℎ *𝑇𝑟,𝜆
𝑙)(𝑢) =

∫︁
R
𝑇 𝑣
𝑟,𝜆ℎ(𝑢)𝑙(𝑣) 𝑑𝜈𝜆(𝑣).

Функция 𝑔(𝑦) в свертке, определяемой оператором 𝑇 𝑦
𝑘,𝑎, предполагается четной. Тогда функ-

ция 𝑙(𝑣) также будет четной.
Так как 𝜏−𝑥

𝑘,𝑎 𝑔(𝑦) = 𝜏−𝑢
𝑟,𝜆 𝑙(𝑣), 𝑇

𝑦
𝑘,𝑎𝑓(𝑥) = 𝑇 𝑣

𝑟,𝜆ℎ(𝑢) (15), то

(𝑓 *𝜏𝑘,𝑎 𝑔)(𝑥) = (ℎ *𝜏𝑟,𝜆 𝑙)(𝑢), (𝑓 *𝑇𝑘,𝑎
𝑔)(𝑥) = (ℎ *𝑇𝑟,𝜆

𝑙)(𝑢).

Следовательно, свойства сверток, определяемых с помощью преобразования ℱ𝑟,𝜆, установлен-
ные в статье [2], будут справедливы и для сверток, определяемых с помощью преобразования
ℱ𝑘,𝑎.

Теорема 4. Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 ⩽∞, 1/𝑝+1/𝑞 ⩾ 1 и 1/𝑠 = 1/𝑝+1/𝑞−1. Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎),
𝑔 ∈ 𝐿𝑞(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎), то

‖(𝑓 *𝜏𝑘,𝑎 𝑔)‖𝑠,𝑑𝜇𝑘,𝑎
⩽𝑀 𝜏

𝑟,𝜆‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎
‖𝑔‖𝑞,𝑑𝜇𝑘,𝑎

,
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‖(𝑓 *𝑇𝑘,𝑎
𝑔)‖𝑠,𝑑𝜇𝑘,𝑎

⩽𝑀𝑇
𝑟,𝜆‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎

‖𝑔‖𝑞,𝑑𝜇𝑘,𝑎
.

Пусть
𝒜𝑘,𝑎 = {𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R) : 𝑓, ℱ𝑘,𝑎(𝑓) ∈ 𝐿1(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎)}.

Предложение 3. Если 𝑓 ∈ 𝒜𝑘,𝑎, 𝑔 ∈ 𝐿1(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎) и 𝑔 — четная, то для всех 𝑥, 𝑦 ∈ R,

(𝑓 *𝜏𝑘,𝑎 𝑔)(𝑥) = (𝑓 *𝑇𝑘,𝑎
𝑔)(𝑥) =

∫︁
R
𝜏𝑦𝑘,𝑎𝑓(𝑥)𝑔(𝑦) 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑦),

ℱ𝑘,𝑎(𝑓 *𝜏𝑘,𝑎 𝑔)(𝑦) = ℱ𝑘,𝑎(𝑓 *𝑇𝑘,𝑎
𝑔)(𝑦) = ℱ𝑘,𝑎(𝑓)(𝑦)ℱ𝑘,𝑎(𝑔)(𝑦).

Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎), 1 ⩽ 𝑝 <∞, то (𝑓 *𝜏𝑘,𝑎 𝑔)(𝑥) = (𝑓 *𝑇𝑘,𝑎
𝑔)(𝑥) почти всюду.

Пусть 𝜀 > 0, ̂︀𝜙 = ℱ𝑘,𝑎(𝜙), 𝜙 ∈ 𝒜𝑘,𝑎, 𝜙(0) = 1, ̂︀𝜙𝜀(𝑦) = ℱ𝑘,𝑎(𝜙(𝜀(·)))(𝑦). Тогда

̂︀𝜙𝜀(𝑦) = 𝜀−(2𝑘+𝑎−1) ̂︀𝜙(︀𝜀−1𝑦
)︀
, ̂︀𝜙𝜀 ∈ 𝐿1(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎) ∩ 𝐶0(R),

∫︁
R
̂︀𝜙𝜀(𝑦) 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑦) = 1.

Под 𝐿∞(R) далее будем понимать 𝐶0(R). Для 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎), 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, определим
(𝑘, 𝑎)-обобщенные средние

Φ𝜏
𝜀𝑓(𝑥) = (𝑓 *𝜏𝑘,𝑎 ̂︀𝜙𝜀)(𝑥) =

∫︁
R
𝑓(𝑦)𝜏−𝑥

𝑘,𝑎 ̂︀𝜙𝜀(𝑦) 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑦). (23)

Функция 𝜙 — генератор обобщенных средних (23). Если функция 𝜙(𝑥) — четная, то согласно
теореме 4 почти всюду

Φ𝜏
𝜀𝑓(𝑥)=Φ𝑇

𝜀 𝑓(𝑥)=(𝑓 *𝑇𝑘,𝑎
̂︀𝜙𝜀)(𝑥)=

∫︁
R
𝑇 𝑦
𝑘,𝑎𝑓(𝑥)̂︀𝜙𝜀(𝑦) 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑦).

При рассмотрении средних Φ𝑇
𝜀 𝑓(𝑥) будем всегда предполагать, что генератор четный.

В силу теоремы 4

‖Φ𝜏
𝜀𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎

⩽𝑀 𝜏
𝑟,𝜆‖̂︀𝜙𝜀‖1,𝑑𝜇𝑘,𝑎

‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎
, ‖Φ𝑇

𝜀 𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎
⩽𝑀𝑇

𝑟,𝜆‖̂︀𝜙𝜀‖1,𝑑𝜇𝑘,𝑎
‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎

.

Пусть 𝜓(𝑢) = 𝜙((2𝑟 + 1)−(𝑟+1/2)𝑢2𝑟+1) = 𝜙(𝑥), ̂︀𝜓(𝑣) = ℱ𝑟,𝜆(𝜓)(𝑣), ̂︀𝜓𝜀(𝑣) = ℱ𝑟,𝜆(𝜓(𝜀(·)))(𝑣).
Для четной 𝜙 функция 𝜓 тоже четная. Согласно (11), (12), (15)

̂︀𝜓(𝑣) = ̂︀𝜙(𝑦), 𝜓, ̂︀𝜓 ∈ 𝐿1(R, 𝑑𝜈𝜆), 𝜓(0) = 1, ̂︀𝜓𝜀(𝑣) = 𝜀−2(𝜆+1) ̂︀𝜓(︀𝜀−1𝑣
)︀
,

̂︀𝜓𝜀 ∈ 𝐿1(R, 𝑑𝜈𝜆) ∩ 𝐶0(R),
∫︁
R
̂︀𝜓𝜀(𝑣) 𝑑𝜈𝜆(𝑣) = 1, 𝜏−𝑢

𝑟,𝜆
̂︀𝜓𝜀(𝑣) = 𝜏−𝑥

𝑘,𝑎 ̂︀𝜙𝜀(𝑦).

Если ℎ(𝑢) = 𝜙((2𝑟 + 1)−(𝑟+1/2)𝑢2𝑟+1) = 𝑓(𝑥), то для (𝑟, 𝜆)-обобщенных средних

Ψ𝜏
𝜀ℎ(𝑢) = (𝑓 *𝜏𝑟,𝜆 ̂︀𝜓𝜀)(𝑢) = (𝑓 *𝜏𝑘,𝑎 ̂︀𝜙𝜀)(𝑥) = Φ𝜏

𝜀𝑓(𝑥). (24)

Таким образом, для (𝑘, 𝑎)-обобщенных средних справедливы те же свойства, что и для
(𝑟, 𝜆)-обобщенных средних. Используя результаты статьи [2], получим следующие утвержде-
ния.

Теорема 5. Пусть 𝜙 ∈ 𝒜𝑘,𝑎, 𝜙(0) = 1. Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎) при 1 ⩽ 𝑝 <∞ или 𝑓 ∈ 𝐶0(R)
при 𝑝 =∞, то

lim
𝜀→0
‖𝑓 − Φ𝜏

𝜀𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎
= 0.

Обобщенные средние, для которых выполняется теорема 4 называются регулярными.
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Следствие 2. Если в условиях теоремы 4 функция 𝜙 — четная, то

lim
𝜀→0
‖𝑓 − Φ𝑇

𝜀 𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎
= 0.

При доказательстве теоремы 4 для обобщенного преобразования Данкля в статье [2] ис-
пользовались модули непрерывности

𝜔𝜏 (𝛿, ℎ)𝑝,𝑑𝜈𝜆 = sup
|𝑣|⩽𝛿
‖𝜏𝑣𝑟,𝜆ℎ− ℎ‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 , 𝜔𝑇 (𝛿, ℎ)𝑝,𝑑𝜈𝜆 = sup

|𝑣|⩽𝛿
‖𝑇 𝑣

𝑟,𝜆ℎ− ℎ‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 .

Для деформированного обобщенного преобразования Данкля они будут иметь вид

𝜔𝜏 (𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎
= sup

|𝑦|⩽𝛿
‖𝜏𝑦𝑘,𝑎𝑓 − 𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎

, 𝜔𝑇 (𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎
= sup

|𝑦|⩽𝛿
‖𝑇 𝑦

𝑘,𝑎𝑓 − 𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎
.

Если ℎ и 𝑓 связаны соотношением (11), то между модулями непрерывности имеет место про-
стая связь

𝜔𝜏 (𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎
= 𝜔𝜏 ((2𝑟 + 1)1/2𝛿

1
2𝑟+1 , ℎ)𝑝,𝑑𝜈𝜆 ,

𝜔𝑇 (𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎
= 𝜔𝑇 ((2𝑟 + 1)1/2𝛿

1
2𝑟+1 , ℎ)𝑝,𝑑𝜈𝜆 ,

то есть они стремятся к нулю при 𝛿 → 0 одновременно.
В статье [2] для обобщенного преобразования Данкля исследованы обобщенные средние

Гаусса–Вейерштрасса, Пуассона, Бохнера–Рисса. Все они порождены четными генератора-
ми. Рассмотрим их аналоги для деформированного обобщенного преобразования Данкля или
(𝑘, 𝑎)-обобщенного преобразования Фурье при 𝑎 = 2/(2𝑟 + 1).

Напомним, что 𝜆 = (2𝑘 − 1)/𝑎. Генератором обобщенных средних Гаусса–Вейерштрасса
будет функция 𝜙(𝑥) = 𝑒−𝑥𝑎/𝑎 ∈ 𝒮𝑘,𝑎(R). Известно [5, Theorem 5.1], что

̂︀𝜙 = 𝜙 ∈ 𝒮𝑘,𝑎(R). (25)

Следовательно, обобщенные средние Гаусса–Вейерштрасса регулярные.
Для обобщенных средних Пуассона 𝜙(𝑥) = 𝑒−2|𝑥|𝑎/2/𝑎 ∈ 𝒮𝑘,𝑎(R). Согласно [6, Гл.8, 8.6(4)]

̂︀𝜙(𝑦) = 𝑐𝜆,𝑟
(︀
1 + |𝑦|𝑎

)︀−(𝜆+3/2)
≲ (1 + |𝑦|)−(2𝑘−1+3𝑎/2) и ̂︀𝜙 ∈ 𝐿1(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎). (26)

Обобщенные средние Пуассона также являются регулярными.
Для обобщенных средних Бохнера–Рисса

𝜙(𝑥) =

{︃(︀
1− |𝑥|𝑎

)︀𝛿
, |𝑥| ⩽ 1,

0, |𝑥| ⩾ 1,
̂︀𝜙(𝑦) = 𝑐𝜆,𝑟,𝛿𝑗𝜆+𝛿+1

(︀
2|𝑦|

𝑎
2 /𝑎
)︀
, 𝛿 > 0

(см. [6, Гл.8, 8.5(33)]). Генератор 𝜙 ∈ 𝐿1(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎). Из асимптотики функции Бесселя [11, Гл.7,
7.1]

|̂︀𝜙(𝑦)| ≲ (1 + |𝑦|)−(2𝑘+𝑎−2+𝑎(𝛿−𝜆−1/2)/2) и ̂︀𝜙 ∈ 𝐿1(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎), (27)

если только 𝛿 > 𝛿0 = 𝜆 + 1/2. Число 𝛿0 называют критическим показателем. Если 𝛿 > 𝛿0, то
обобщенные средние Бохнера–Рисса являются регулярными.

Если 𝐿𝑝-сходимость Φ𝜏
𝜀 -средних мы получали на основе известной информации о 𝐿𝑝-

сходимости Ψ𝜏
𝜀 -средних, то при исследовании сходимости почти всюду удобнее вначале рас-

смотреть Φ𝜏
𝜀 -средние и изучить их мажоранту

Φ𝜏𝑓(𝑥) = sup
𝜀>0
|Φ𝜏

𝜀𝑓(𝑥)|.
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Для этого будем использовать функцию распределения

𝑑𝑓,𝜇(𝛼) =

∫︁
{𝑥∈R : |𝑓(𝑥)|>𝛼}

𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑥) (28)

и пространство 𝐿𝑝,∞(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎) измеримых функций, для которых конечна квазинорма

‖𝑓‖𝑝,∞,𝑑𝜇𝑘,𝑎
= sup{𝛼(𝑑𝑓,𝜇(𝛼))

1
𝑝 : 𝛼 > 0} (29)

(см. [12, Sect. 1.4.1]).
Пространство 𝐿𝑝,∞(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎) называют слабым 𝐿𝑝-пространством. Имеет место строгое

вложение 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎) ⊂ 𝐿𝑝,∞(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎) и ‖𝑓‖𝑝,∞,𝑑𝜇𝑘,𝑎
⩽ ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎

.
При исследовании сходимости почти всюду обобщенных средних Φ𝜏

𝜀𝑓(𝑥) будем опираться
на следующее утверждение типа теоремы Банаха–Штейнгауза (см., например, [12, Theorem
2.1.14]).

Предложение 4. Пусть 1 ⩽ 𝑝 <∞, множество 𝐷 ⊂ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎) плотно в 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎).
Если для любой 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎) выполнено неравенство

‖Φ𝜏𝑓‖𝑝,∞,𝑑𝜇𝑘,𝑎
≲ ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎

(30)

и для любой 𝑓 ∈ 𝐷 обобщенные средние Φ𝜏
𝜀𝑓(𝑥) сходятся к 𝑓(𝑥) почти всюду, то они сходятся

к 𝑓(𝑥) почти всюду для любой 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎).
Неравенство (30) называют слабым 𝐿𝑝-неравенством. По теореме 5 в качестве множества

𝐷 можно взять 𝐶0(R). В этом случае будет иметь место даже равномерная сходимость. Для
доказательства неравенства (30) нам понадобится максимальная функция Харди–Литтлвуда.

Пусть 𝜒𝐸(𝑥) — характеристическая функция множества 𝐸 ⊂ R. Для функции 𝑓 ∈
∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎), 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞ и (𝑘, 𝑎)-обобщенного деформированного преобразования Данкля
максимальную функциюℳ𝑘,𝑎𝑓 определим с помощью свертки

ℳ𝑘,𝑎𝑓(𝑥) = sup
𝑠>0

⃒⃒⃒∫︀
R 𝑓(𝑦)𝜏

−𝑥
𝑘,𝑎𝜒[−𝑠,𝑠](𝑦) 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑦)

⃒⃒⃒
∫︀
R 𝜒[−𝑠,𝑠](𝑦)𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑦)

.

Применяя предложение 4 и четность оператора 𝑇 𝑦 по 𝑦, получим

ℳ𝑘,𝑎𝑓(𝑥) = sup
𝑠>0

⃒⃒⃒∫︀
R 𝑇

𝑦
𝑘,𝑎𝑓(𝑥)𝜒[−𝑠,𝑠](𝑦)𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑦)

⃒⃒⃒
∫︀
R 𝜒[−𝑠,𝑠](𝑦)𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑦)

= sup
𝑠>0

⃒⃒⃒∫︀∞
0 𝑇 𝑦

𝑘,𝑎𝑓(𝑥)𝜒[0,𝑠](𝑦)𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑦)
⃒⃒⃒

∫︀∞
0 𝜒[0,𝑠](𝑦)𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑦)

.

Лемма 1. Если 𝜆 ⩾ 0, 𝛾 > 0, четный генератор 𝜙 ∈ 𝒜𝑘,𝑎, 𝜙(0) = 1, справедлива оценка
|̂︀𝜙(𝑦)| ≲ (1 + |𝑦|)−(2𝑘+𝑎−1+𝛾) и 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎), 1 ⩽ 𝑝 <∞, то для почти всех 𝑥 ∈ R

Φ𝜏𝑓(𝑥) ≲ℳ𝑘,𝑎|𝑓 |(𝑥).

Доказательство. Согласно предложениям 1, 3, 𝑇 𝑦
𝑘,𝑎 — положительный оператор и для

почти всех 𝑥, (𝑓 *𝜏 ̂︀𝜙𝜀)(𝑥) = (𝑓 *𝑇 ̂︀𝜙𝜀)(𝑥). Отсюда |𝑇 𝑦
𝑘,𝑎𝑓(𝑥)| ⩽ 𝑇 𝑦

𝑘,𝑎|𝑓 |(𝑥) и

Φ𝜏𝑓(𝑥) = Φ𝑇 𝑓(𝑥) ⩽ sup
𝜀>0

(|𝑓 | *𝑇 |̂︀𝜙𝜀)|(𝑥), ℳ𝑘,𝑎𝑓(𝑥) ⩽ℳ𝑘,𝑎|𝑓 |(𝑥).

Следовательно, мы можем далее считать, что 𝑓(𝑥), ̂︀𝜙(𝑦) ⩾ 0.
Используя разложение

̂︀𝜙𝜀(𝑦) =

∞∑︁
𝑗=−∞

̂︀𝜙𝜀(𝑦)𝜒[𝜀2𝑗 ,𝜀2𝑗+1](𝑦),
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равенство ̂︀𝜙𝜀(𝑦) = 𝜀−(2𝑘+𝑎−1) ̂︀𝜙(𝜀−1𝑦), эквивалентность условия 𝜆 = (2𝑘−1)/𝑎 ⩾ 0 условию
𝑘 ⩾ 1/2, получим∫︁ ∞

0
𝑇 𝑦
𝑘,𝑎𝑓(𝑥)̂︀𝜙𝜀(𝑦) 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑦) =

∞∑︁
𝑗=−∞

∫︁ ∞

0
𝑇 𝑦
𝑘,𝑎𝑓(𝑥)̂︀𝜙𝜀(𝑦)𝜒[𝜀2𝑗 ,𝜀2𝑗+1](𝑦) 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑦)

≲
∞∑︁

𝑗=−∞
(1 + 2𝑗)−𝛾

(︁ 2𝑗

1 + 2𝑗

)︁2𝑘+𝑎−1
∫︀∞
0 𝑇 𝑦

𝑘,𝑎𝑓(𝑥)𝜒[0,𝜀2𝑗+1](𝑦) 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑦)∫︀∞
0 𝜒[0,𝜀2𝑗+1](𝑦) 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑦)

≲
∞∑︁
𝑗=0

(︀
2−𝛾𝑗 + 2−(2𝑘+𝑎−1)𝑗

)︀
ℳ𝑘,𝑎𝑓(𝑥) ≲ℳ𝑘,𝑎𝑓(𝑥).

Предложение 5 доказано.
Для максимальной функции Харди–Литтлвудаℳ𝑘,𝑎𝑓 обобщенного преобразования Фурье

при 𝑎 = 2/(2𝑟+1) справедливо слабое 𝐿1-неравенство и сильное 𝐿𝑝-неравенство при 1 < 𝑝 <∞
[13]. Следовательно, в условиях предложения 5 для мажоранты обобщенных средних Φ𝜏𝑓
справедливо неравенство (30) и мы приходим к утверждению.

Теорема 6. Пусть 𝜆 ⩾ 0, 𝛾 > 0, четный генератор 𝜙 ∈ 𝒜𝑘,𝑎, 𝜙(0) = 1, и
|̂︀𝜙(𝑦)| ≲ (1 + |𝑦|)−(2𝑘+𝑎−1+𝛾). Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎), 1 ⩽ 𝑝 <∞, то почти всюду

lim
𝜀→0

Φ𝜏
𝜀𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥).

Учитывая свойства (25)–(27) обобщенных деформированных преобразований Данкля ге-
нераторов обобщенных средних Гаусса–Вейерштрасса, Пуассона и Бохнера–Рисса при 𝛿 > 𝛿0,
мы получаем их сходимость почти всюду для функций из 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎), 1 ⩽ 𝑝 <∞, если 𝜆 ⩾ 0.

Аналогично функции распределения (28), квазинормы (29), пространства 𝐿𝑝,∞(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎)
мы можем определить функцию распределения 𝑑ℎ,𝜈(𝛼), квазинорму ‖ℎ‖𝑝,∞,𝑑𝜈𝜆 , пространство
𝐿𝑝,∞(R, 𝑑𝜈𝜆). Применяя замены (11), получим

𝑇 𝑦
𝑘,𝑎𝑓(𝑥) = 𝑇 𝑣

𝑟,𝜆𝑓(𝑢), 𝑑𝑓,𝜇(𝛼) = 𝑑ℎ,𝜈(𝛼),

‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎
= ‖ℎ‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 , ‖𝑓‖𝑝,∞,𝑑𝜇𝑘,𝑎

= ‖ℎ‖𝑝,∞,𝑑𝜈𝜆 ,

поэтому

ℳ𝑟,𝜆ℎ(𝑢) = sup
𝑡>0

⃒⃒⃒∫︀
R 𝑇

𝑣
𝑟,𝜆ℎ(𝑢)𝜒[−𝑡,𝑡](𝑦)𝑑𝜈𝜆(𝑣)

⃒⃒⃒
∫︀
R 𝜒[−𝑡,𝑡](𝑣)𝑑𝜈𝜆(𝑣)

=ℳ𝑘,𝑎𝑓(𝑥)

и
‖ℳ𝑟,𝜆ℎ‖1,∞,𝑑𝜈𝜆 ≲ ‖ℎ‖1,𝑑𝜈𝜆 , ‖ℳ𝑟,𝜆ℎ‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 ≲ ‖ℎ‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 , 1 < 𝑝 <∞. (31)

Аналогично лемме 1 для мажоранты Ψ𝜏ℎ(𝑢) = sup𝜀>0 |Ψ𝜏
𝜀ℎ(𝑢)| доказывается утверждение

Лемма 2. Если 𝜆 ⩾ 0, 𝛾 > 0, четный генератор 𝜓 ∈ 𝒜𝑟,𝜆, 𝜓(0) = 1, справедлива оценка

| ̂︀𝜓(𝑣)| ≲ (1 + |𝑣|)−(2𝜆+2+𝛾) и ℎ ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆), 1 ⩽ 𝑝 <∞, то для почти всех 𝑢 ∈ R

Ψ𝜏ℎ(𝑢) ≲ℳ𝑟,𝜆|ℎ|(𝑢).

Применяя для средних Ψ𝜏
𝜀ℎ аналог предложения 4, лемму 2, (31), получим утверждение.

Теорема 7. Пусть 𝜆 ⩾ 0, 𝛾 > 0, четный генератор 𝜓 ∈ 𝒜𝑟,𝜆, 𝜓(0) = 1, и

| ̂︀𝜓(𝑣)| ≲ (1 + |𝑣|)−(2𝜆+2+𝛾). Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆), 1 ⩽ 𝑝 <∞, то почти всюду

lim
𝜀→0

Ψ𝜏
𝜀ℎ(𝑢) = ℎ(𝑢).

Как и в предыдущем случае для обобщенных средних Гаусса–Вейерштрасса, Пуассона,
Бохнера–Рисса (при 𝛿 > 𝛿0) обобщенного преобразования Данкля для функций из простран-
ства 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) имеет место сходимость почти всюду.
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5. Заключение

В работе для обобщенного преобразования Данкля определен оператор сплетения, который
устанавливает связь дифференциально-разностных операторов с обычными производными и
позволяет записать ядро обобщенного преобразования Данкля в виде, удобном для его оценок,
включая оценки производных. По-видимому, этот путь, как и в случае преобразования Данкля
(см. [3, Chap. 2, 2.4]), можно реализовать в многомерном случае. Дополнительные трудности
будут связаны с тем, что ядро оператора сплетения будет ненулевым.
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5. Säıd S., Kobayashi T., Orsted B., 2012, “Laguerre semigroup and Dunkl operators” , Compos.
Math., vol. 148, no. 4, pp. 1265–1336.

6. Bateman H., Erdґelyi A., 1954, “Tables of Integral Transforms, Vol. II” , New York: McGraw
Hill Book Company, 451 p.

7. Boubatra M.A., Negzaoui S., Sifi M., 2022, “A new product formula involving Bessel functions” ,
Integral Transforms Spec. Funct., vol. 33, no. 3, pp. 247–263.

8. Mejjaoli H., 2022, “Deformed Stockwell transform and applications on the reproducing kernel
theory” , Int. J. Reprod. Kernels, vol. 1, no. 1, pp. 1–39.
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