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Аннотация

В статье рассматривается построение обобщённого полиномиального оператора, необ-
ходимого для нахождения приближённого решения уравнений с дробным порядком инте-
грирования. Интегральные уравнения дробного порядка используются в ряде задач, свя-
занных с исследованием процессов, которые ведут себя скачкообразно, например, для за-
дач диффузии, экономических задач, связанных с теорией устойчивого развития и других
подобных задач. В настоящее время возрос интерес к подобным уравнениям, о чем гово-
рят публикации последних лет, в которых исследуются процессы, описываемые с помо-
щью таких уравнений. В связи с этим становится актуальным изучение методов решения
подобных задач. Так как эти уравнения точно не решаются, возникает необходимость в
разработке и применении приближённых методов их решения. В статье получен вид поли-
номиального оператора для некоторых непрерывных на (0, 2𝜋) функций, выраженный че-
рез интерполяционный полином Лагранжа по равноотстающим узлам. Также установлена
связь обобщённого интерполяционного оператора с оператором Фурье, получена величина
близости этих операторов. Для интерполяционного полиномиального оператора найдена
оценка погрешности приближения точного значения по метрике пространства непрерыв-
ных на (0, 2𝜋) функций. Данная работа является продолжением исследований авторов.
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Abstract

The article deals with the construction of a generalized polynomial operator necessary
for finding approximate solutions of equations with fractional order of integration. Integral
equations of fractional order are used in a number of problems related to the study of processes
that behave discontinuously, for example, for diffusion problems, economic problems related to
the theory of sustainable development and other similar problems. At present, interest in such
equations has increased, as evidenced by the publications of recent years in which the processes
described by such equations are investigated. In this connection, it becomes relevant to study
methods for solving such problems. Since these equations cannot be solved exactly, there is a
need to develop and apply approximate methods for their solution. In this article we obtain
a form of polynomial operator for some continuous functions on (0, 2𝜋) expressed through the
Lagrange interpolation polynomial on equally spaced knots. The connection of the generalized
interpolation operator with the Fourier operator is also established, and the closeness value of
these operators is obtained. For the interpolation polynomial operator an estimate of the error
of approximation of the exact value by the metric of the space of (0, 2𝜋) continuous functions
is found. This work is a continuation of the research of the authors.
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1. Введение

В настоящее время возрос интерес к уравнениям с дробно-интегральными операторами, по-
скольку такие уравнения находят своё применение в ряде теоретических и прикладных задач,
связанных с исследованием и построением моделей для задач диффузии, электрохимических
процессов, а также экономических процессов, связанных с теорией устойчивого развития. За-
дачи с операторами дробного интегрирования и дифференцирования как правило, точно не
решаются, поэтому возникает необходимость в разработке, обосновании применения прибли-
жённых методов решения для этих уравнений. Отметим, что существуют научные публика-
ции, отражающие подобные исследования, приведем обзор некоторых работ. Так, в работах
[1] -[3] предложены численные методы для некоторых классов таких уравнений, например,
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авторами [1] разработан комплект Fractional Integration Toolbox (FIT), который эффективно
выполняет дробное численное интегрирование, работа носит прикладной характер, а в рабо-
те [2] были проведены теоретические изучением интегро-дифференциальных уравнений, для
частного случая был построен функционал Ляпунова, дающий качественные свойства реше-
ний. В диссертации Тарасова В.И. [4] предложены модели для интегро-дифференциальных
уравнений дробного порядка, решение которых составляет отдельное исследование, что еще
раз говорит об актуальности исследований, связанных с обоснованием применений и поиском
аппаратов приближения для решения таких уравнений. Нами также проводились исследова-
ния, основанные на известных методологических подходах для решения задач приближения
для уравнений с интегралами дробного порядка, сначала проекционно-сеточными методами
[5], затем по построению квадратурных формул для интегралов [6]–[8]. В работе [9] авторы
для нахождения приближенного решения задачи управления на базе интегральных уравне-
ний дробного порядка сводят задачу дробного оптимального управления в эквивалентную
вариационную задачу, которая может быть сведена к задаче, состоящей из решения систе-
ма алгебраических уравнений с использованием квадратурной формулы Лежандра-Гаусса с
методом Рэлея-Ритца, результаты согласуются с тестовыми примерами других авторов. Тео-
ретическим обоснования существования решения ряда обобщённых задач с использованием
интегралов дробного порядка посвящены следующие работы, например, для приближенно-
го решения задач затухания для семейство специальных функций с заметными свойствами
дробного исчисления в пространствах Соболева авторами [10] получены оптимальные оценки
погрешности полиномиальных приближений Чебышева, как следствие,получены оптимальные
оценки погрешности для спектральных разложений и связанной с ними чебышевской интер-
поляции и квадратуры, измеренных в различных нормах. Авторами [11] получены оценки
дробных интегральных операторов для различных дробных видов интегралов. В работе [12]
теоретически обоснованы решения некоторых обобщённых краевых задач Римана-Лиувиля,
определены существование и единственность их решений. В статьях [13],[14] получены неко-
торые новые обобщённые дробные интегральные неравенства типа средней точки и трапеции
для дважды дифференцируемых выпуклых функций [13], для выпуклых функций в[14]. Изу-
чению некоторых новых неравенств для класса дифференцируемых функций, связанных с
функционалами Чебышева, обобщенного взвешенного дробного интеграла посвящена работа
[15]. Кроме научных работ, носящих прикладной характер, имеются и чисто теоретические ис-
следования, так, в работе [16] авторы установили некоторые обобщенные дробные интеграль-
ные неравенства Райна с использованием выпуклой функции по координатам. Для некоторых
типов интегро-дифференциальных уравнений дробного порядка возможно, в частности, най-
ти интегральное преобразование, облегчающее процесс поиска решения, например, в работе
[17] найдено интегральное преобразование Меллина для оператора интегродифференциро-
вания дробного порядка. Аппроксимационный аппарат, использующий тригонометрические
полиномы, в частности суммы Фурье, также используется в работе [18], применяемый для
диофантовых приближений. Анализируя географию публикаций, видно, что исследования в
этом направлении ведутся в всем мире, и в основном связаны с решениями частных задач,
как прикладных, так и теоретических.

Однако, несмотря на достигнутый успех в этом направлении, остаётся открытым вопрос
теоретического обоснования применения приближённых методов для более общего класса по-
добных задач, в настоящей работе построен интерполяционный оператор для аппроксимации
дробных интегралов, использующихся в математических моделях широкого класса задач.
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2. Основные результаты

Построение обобщённого полиномиального оператора 𝐴𝑛. Обозначим через

𝐻𝑇
𝑛 =

{︃
𝑎0
2

+

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 cos(𝑘𝑡) + 𝑏𝑘 sin(𝑘𝑡)

}︃
=

{︃
𝑛∑︁

𝑘=−𝑛

𝑐𝑘𝑒
𝑖𝑘𝑡

}︃
– множество всех тригонометрических полиномов порядка не выше 𝑛.

Обозначим через 𝐴𝑛 линейный оператор, ставящий в соответствие каждой 𝜙(𝑡) ∈ 𝐶2𝜋

полином 𝑇𝑛(𝑡) ∈ 𝐻𝑇
𝑛 , удовлетворяющим условиям

𝐼𝛼∓(𝑇𝑛)(𝑡𝑘) = 𝐼𝛼∓(𝜙)(𝑡𝑘), 𝑘 = −𝑛, 𝑛, (1)

где за 𝑡𝑘 возьмём равноотстоящие узлы 𝑡𝑘 = 2𝑘𝜋
2𝑛+1 , 𝑘 = −𝑛, 𝑛.

Будем рассматривать класс функций 𝜙(𝑡) ∈ 𝐻𝑇
𝑛 , таких, что свободный член 𝑐0 = 0.

Исследуем 𝐴𝑛, для этого напомним, что 𝐼𝛼∓(𝜙; 𝑡) =
∑︀𝑛

|𝑘|=1
𝑐𝑘𝑒

𝑖𝑘𝑡

(±𝑖𝑘)𝛼 – оператор дробного инте-
грирования Вейля.

Положим 𝐴𝑛(𝜙; 𝑡) = 𝐼𝛼(𝜙; 𝑡) = 𝜙𝑛(𝑡) =
∑︀𝑛

|𝑘|=1 𝑐𝑘(𝜙𝑛)𝑒
𝑖𝑘𝑡, где 𝑐𝑘(𝜙𝑛) – комплексные коэф-

фициенты Фурье 𝜙𝑛(𝑡). Тогда имеем:

𝑛∑︁
|𝑘|=1

𝑐𝑘(𝜙𝑛)𝑒
𝑖𝑘𝑡𝑗

(±𝑖𝑘)𝛼
= 𝐼𝛼𝑛∓(𝜙)(𝑡𝑗), 𝑡𝑗 =

2𝑗𝜋

2𝑛+ 1
, 𝑗 = −𝑛, 𝑛.

Остановимся подробнее для определённости на "левостороннем"дробном интеграле

𝐼𝛼+(𝜙; 𝑡) = 𝐼𝛼(𝜙; 𝑡),

заметим, что Ψ𝛼
− = Ψ𝛼

+.
Справедлива следующая
Теорема 1 Полиномиальный оператор 𝐴𝑛(𝜙; 𝑡) представим в виде

𝐴𝑛(𝜙; 𝑡) =
𝑑𝛼

𝑑𝑡
(𝐿𝑛(𝑧; 𝑡)), (2)

где 𝐿𝑛(𝑧; 𝑡) – интерполяционный полином Лагранжа по узлам 𝑡−𝑛,...,𝑡𝑛 для функции 𝑧(𝑡) =
= 𝐼𝛼(𝜙; 𝑡), 𝜑(𝑡) ∈ 𝐶(0, 2𝜋).

Доказательство. Пусть 𝐴𝑛 представимо в виде (2). Полиномиальный оператор удовле-
творяет условию (1), следовательно,

𝐼𝛼
(︂
𝑑𝛼

𝑑𝑡
[𝐿𝑛(𝐼

𝛼(𝜙; 𝑡))]

)︂
(𝑡𝑘) = 𝐼𝛼(𝜙; 𝑡𝑘), 𝑡𝑘 =

2𝑘𝜋

2𝑛+ 1
, 𝑘 = −𝑛, 𝑛.

Рассмотрим представление 𝐴𝑛(𝜙; 𝑡) : при 𝑐0 = 0 𝑇𝑛(𝜙; 𝑡) =
∑︀𝑛

|𝑘|=1 𝑐𝑘𝑒
𝑖𝑘𝑡, тогда

𝐼𝛼(𝑇𝑛) =

𝑛∑︁
|𝑙|=1

𝑐𝑙𝑒
𝑖𝑙𝑡

(𝑖𝑙)𝛼
.

Видно, что 𝐿𝑛(𝑧; 𝑡) = 𝐿𝑛[𝐼
𝛼
+(𝜙; 𝑡)] = 𝐼𝛼(𝑇𝑛; 𝑡).

Тогда 𝐿𝑛(𝑧; 𝑡) =
∑︀𝑛

|𝑘|=1
𝑐𝑘𝑒

𝑖𝑘𝑡

(𝑖𝑘)𝛼 , по определению
𝑑𝛼𝑥
𝑑𝑡 (𝑡) = 𝐷𝛼(𝑥; 𝑡) =

∑︀𝑛
|𝑘|=1 (𝑖𝑘)

𝛼𝑐𝑘(𝑥)𝑒
𝑖𝑘𝑡.

Следовательно,

𝐷𝛼(𝐿𝑛(𝑧; 𝑡)) =
𝑛∑︁

|𝑘|=1

(𝑖𝑘)𝛼𝑐𝑘𝑒
𝑖𝑘𝑡

(𝑖𝑘)𝛼
= 𝑇𝑛(𝜙; 𝑡).
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Утверждение теоремы полностью доказано.
Найдем вид полиномиального оператора 𝐴𝑛. Положим, что выполняемся

𝑧(𝑡𝑗) = 𝑇𝑛(𝑧; 𝑡𝑗) =
𝑛∑︁

|𝑘|=1

𝑐𝑘(𝜙)𝑒
𝑖𝑘𝑡𝑗

(𝑖𝑘)𝛼
, 𝑗 = −𝑛, 𝑛.

𝑇𝑛(𝑧; 𝑡) – многочлен степени 𝑛.
𝑇𝑛(𝑧; 𝑡) = 𝐿𝑛(𝑧; 𝑡), (3)

где 𝐿𝑛(𝑧; 𝑡) – интерполяционный полином Лагранжа 𝑛–й степени для функций 𝑧(𝑡) по узлам
𝑡𝑗 =

2𝑗𝜋
2𝑛+1 , 𝑗 = −𝑛, 𝑛. При этом 𝑐0 = 0.

Запишем полином Лагранжа в комплексной форме

𝐿𝑛(𝑧; 𝑡) =

𝑛∑︁
𝑘=−𝑛

𝑒𝑖𝑘𝑡
1

2𝑛+ 1

𝑛∑︁
𝑗=−𝑛

𝑧(𝑡𝑗)𝑒
−𝑖𝑘𝑡𝑗 ,

из (3) получим
𝑛∑︁

|𝑘|=1

𝑐𝑘(𝜙)𝑒
𝑖𝑘𝑡

(𝑖𝑘)𝛼
=

𝑛∑︁
𝑘=−𝑛

𝑒𝑖𝑘𝑡
1

2𝑛+ 1

𝑛∑︁
𝑗=−𝑛

𝑧(𝑡𝑗)𝑒
−𝑖𝑘𝑡𝑗 .

Отсюда находим коэффициенты

𝑐𝑘 =
(𝑖𝑘)𝛼

2𝑛+ 1

𝑛∑︁
𝑗=−𝑛

𝑧(𝑡𝑗)𝑒
−𝑖𝑘𝑡𝑗 , 𝑘 = −𝑛, 𝑛.

Подставляя их в искомый полином 𝑇𝑛(𝜙; 𝑡), имеем

𝑇𝑛(𝜙; 𝑡) =

𝑛∑︁
|𝑘|=1

𝑐𝑘𝑒
𝑖𝑘𝑡 =

𝑛∑︁
|𝑘|=1

𝑒𝑖𝑘𝑡
(𝑖𝑘)𝛼

2𝑛+ 1

𝑛∑︁
𝑗=−𝑛

𝑧(𝑡𝑗)𝑒
−𝑖𝑘𝑡𝑗 =

1

2𝑛+ 1

𝑛∑︁
𝑗=−𝑛

𝐼𝛼(𝜙; 𝑡𝑗)

𝑛∑︁
|𝑘|=1

(𝑖𝑘)𝛼𝑒𝑖𝑘(𝑡−𝑡𝑗).

То есть

𝐴𝑛(𝜙; 𝑡) =
1

2𝑛+ 1

𝑛∑︁
𝑗=−𝑛

𝐼𝛼(𝜙; 𝑡𝑗)
𝑛∑︁

|𝑘|=1

(𝑖𝑘)𝛼𝑒𝑖𝑘(𝑡−𝑡𝑗). (4)

Таким образом доказана следующая
Теорема 2 Линейный оператор, ставящий в соответствие каждой функции 𝜙(𝑡) ∈ 𝐶2𝜋

полином 𝑇𝑛(𝑡) ∈ 𝐻𝑇
𝑛 и удовлетворяющий условиям (1), имеет вид

𝐴𝑛(𝜙; 𝑡) =
1

2𝑛+ 1

𝑛∑︁
𝑗=−𝑛

𝐼𝛼(𝜙; 𝑡𝑗)
𝑛∑︁

|𝑘|=1

(𝑖𝑘)𝛼𝑒𝑖𝑘(𝑡−𝑡𝑗).

Если учесть, что в (4) (𝑖𝑘)𝛼 = 𝑘𝛼𝑒𝑖
𝜋
2
𝛼, то полином 𝐴𝑛(𝜙; 𝑡) можно записать в виде

𝐴𝑛(𝜙; 𝑡) =
1

2𝑛+ 1

𝑛∑︁
𝑗=−𝑛

𝐼𝛼(𝜙; 𝑡𝑗)

𝑛∑︁
|𝑘|=1

(𝑘)𝛼𝑒𝑖[𝑘(𝑡−𝑡𝑗)+
𝜋
2
𝛼].

Получим формулу

𝐴𝑛(𝜙; 𝑡) =
𝑛∑︁

|𝑘|=1

(𝑖𝑘)𝛼𝑐
(𝑛)
𝑘 (𝐼𝛼(𝜙; 𝑡)) 𝑒𝑖𝑘𝑡.
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Поскольку 𝐼𝛼(𝜙; 𝑡) = 𝑧(𝑡), то

𝑐𝑚(𝑧) =
𝑐𝑚(𝐷𝛼(𝑧))

(𝑖𝑚)𝛼
=
𝑐𝑚(𝜙)

(𝑖𝑚)𝛼
, 𝑧(𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡) = 0,𝑚 ̸= 0.

𝑐
(𝑛)
𝑘 (𝑧) =

1

2𝑛+ 1

𝑛∑︁
𝑗=−𝑛

𝑒−𝑖𝑘𝑡𝑗

𝑛∑︁
|𝑚|=1

𝑐𝑚(𝑧)𝑒−𝑖𝑚𝑡𝑗 =
∞∑︁

|𝜇|=1

𝑐𝑘+𝜇(2𝑛+1)(𝑧) =
∞∑︁

|𝜇|=1

𝑐𝑘+𝜇(2𝑛+1)(𝜙)

(𝑖[𝑘 + 𝜇(2𝑛+ 1)])𝛼
.

Подставив 𝑐(𝑛)𝑘 (𝑧) в 𝐴𝑛(𝜙; 𝑡), получим

𝐴𝑛(𝜙; 𝑡) =
𝑛∑︁

|𝑘|=1

(𝑖𝑘)𝛼
∞∑︁

|𝜇|=1

𝑐𝑘+𝜇(2𝑛+1)(𝜙)

(𝑖[𝑘 + 𝜇(2𝑛+ 1)])𝛼
𝑒𝑖𝑘𝑡 =

=
𝑛∑︁

|𝑘|=1

𝑒𝑖𝑘𝑡(𝑖𝑘)𝛼
∞∑︁

|𝜇|=1

[︂
𝑘

𝑘 + 𝜇(2𝑛+ 1)

]︂𝛼
𝑐𝑘+𝜇(2𝑛+1)(𝜙). (5)

формулу (4)можно также записать в другом виде, учитывая, что комплексные числа предста-
вимы в тригонометрической форме, 𝑒𝑖𝑘(𝑡−𝑡𝑗) = cos 𝑘(𝑡− 𝑡𝑗) + 𝑖 sin 𝑘(𝑡− 𝑡𝑗), учитывая, что при
𝑘 = 0 (𝑖𝑘)𝛼𝑒𝑖𝑘(𝑡−𝑡𝑗) = 0, последовательно преобразуем:

𝑛∑︁
|𝑘|=1

(𝑖𝑘)𝛼𝑒𝑖𝑘(𝑡−𝑡𝑗) =
𝑛∑︁

|𝑘|=1

(𝑖𝑘)𝛼 [cos 𝑘(𝑡− 𝑡𝑗) + 𝑖 sin 𝑘(𝑡− 𝑡𝑗)] =

=

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑖𝑘)𝛼 [cos 𝑘(𝑡− 𝑡𝑗) + 𝑖 sin 𝑘(𝑡− 𝑡𝑗) + cos (−𝑘)(𝑡− 𝑡𝑗) + 𝑖 sin (−𝑘)(𝑡− 𝑡𝑗)] =

=
𝑛∑︁

𝑘=1

(𝑖𝑘)𝛼2 cos 𝑘(𝑡− 𝑡𝑗).

С учётом этого преобразования имеем другое представление полинома 𝐴𝑛(𝜙; 𝑡) формулы
(4) в виде:

𝐴𝑛(𝜙; 𝑡) =
2

2𝑛+ 1

𝑛∑︁
𝑗=−𝑛

𝐼𝛼(𝜙; 𝑡𝑗)

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑖𝑘)𝛼 cos 𝑘(𝑡− 𝑡𝑗).

Очевидно, что по построению этот полином является интерполяционным полиномом сте-
пени не выше 𝑛.

Далее рассмотрим связь обобщённого интерполяционного оператора 𝐴𝑛 с оператором Фу-
рье 𝑆𝑛.

𝑆𝑛(𝜙; 𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=−𝑛

𝑐𝑘𝑒
𝑖𝑘𝑡 =

1

𝜋

∫︁ 𝜋

0
𝐷𝑛(𝑡− 𝑥)𝜙(𝑥)𝑑𝑥, (6)

где 𝐷𝑛(𝑡) =
sin (2𝑛+1) 𝑡

2

sin 𝑡
2

– ядро Дирихле, 𝑐𝑘 = 1
2𝜋

∫︀ 2𝜋
0 𝜙(𝑥)𝑒−𝑖𝑘𝑡𝑑𝑡.

Справедлива следующая
Теорема 3 Для любой функции 𝜙(𝑡) ∈ 𝐶2𝜋 справедлива формула

𝐴𝑛(𝜙; 𝑡)− 𝑆𝑛(𝜙; 𝑡) =
𝑛∑︁

|𝑘|=1

𝑒𝑖𝑘𝑡
∞∑︁

|𝜇|=1

[︂
𝑘

𝑘 + 𝜇(2𝑛+ 1)

]︂𝛼
𝑐𝑘+𝜇(2𝑛+1)(𝜙), (7)

причём ряд (7) сходится в среднем.
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Доказательство. Для любой функции 𝜙(𝑡) ∈ 𝐶2𝜋, имеющей производную порядка 𝛼,
справедливо

𝑑𝛼

𝑑𝑡
𝑆𝑛(𝜙(𝑥); 𝑡) = 𝑆𝑛

{︂
𝑑𝛼

𝑑𝑥
𝜙(𝑥); 𝑡

}︂
.

𝑆𝑛𝜙−𝐴𝑛𝜙 =
𝑑𝛼

𝑑𝑡
[𝑆𝑛(𝑧0; 𝑡)− 𝐿𝑛(𝑧0; 𝑡)] .

𝜙0(𝑡) = 𝜙(𝑡)− 𝑐0(𝜙),

𝑧0(𝑡) = 𝐼𝛼(𝜙0; 𝑡), 𝜙 ∈ 𝐶2𝜋.

𝑆𝑛(𝑧0; 𝑡)− 𝐿𝑛(𝑧0; 𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=−𝑛

(𝑐𝑘(𝑧0)− 𝑐
(𝑛)
𝑘 (𝑧0))𝑒

𝑖𝑘𝑡.

𝑆𝑛(𝜙0; 𝑡)−𝐴𝑛(𝜙0; 𝑡) =

𝑛∑︁
𝑘=−𝑛

(𝑖𝑘)𝛼(𝑐𝑘(𝑧0)− 𝑐
(𝑛)
𝑘 (𝑧0))𝑒

𝑖𝑘𝑡.

𝜙0(𝑡) =
𝑑𝛼

𝑑𝑡
𝑧0(𝑡).

𝑐𝑘(𝑧0)− 𝑐
(𝑛)
𝑘 (𝑧0) = 𝑐𝑘(𝑧0)−

∞∑︁
𝜇=−∞

𝑐𝑘+𝜇(2𝑛+1)(𝑧0) =

= −
∞∑︁

|𝜇|=1

𝑐𝑘+𝜇(2𝑛+1)(𝑧0) = −
∞∑︁

|𝜇|=1

𝑐𝑘+𝜇(2𝑛+1)(𝜙)

(𝑖[𝑘 + 𝜇(2𝑛+ 1)])𝛼
.

𝐴𝑛(𝜙; 𝑡)− 𝑆𝑛(𝜙; 𝑡) =
𝑛∑︁

|𝑘|=1

(𝑖𝑘)𝛼
∞∑︁

|𝜇|=1

𝑐𝑘+𝜇(2𝑛+1)(𝜙)

(𝑖[𝑘 + 𝜇(2𝑛+ 1)])𝛼
𝑒𝑖𝑘𝑡 =

=

𝑛∑︁
|𝑘|=1

∞∑︁
|𝜇|=1

[︂
𝑘

𝑘 + 𝜇(2𝑛+ 1)

]︂𝛼
𝑒𝑖𝑘𝑡𝑐𝑘+𝜇(2𝑛+1)(𝜙).

Скорость сходимости построенного интерполяционного полинома 𝐴𝑛 устанавливает следу-
ющая

Теорема 4 𝐴𝑛(𝜙; 𝑡)∀𝜙(𝑡) ∈ 𝐶2𝜋,
1
2 < 𝛼 < 1 сходится со скоростью

𝐸𝑇
𝑛 (𝜙)𝑐 ≤ ‖𝜙−𝐴𝑛𝜙‖𝐶 ≤

√︀
1 + 𝜎2𝑛𝐸

𝑇
𝑛 (𝜙)𝑐,

𝜎2𝑛 = max
∞∑︁
𝜇=1

⃒⃒⃒⃒
𝑘

𝑘 + 𝜇(2𝑛+ 1)

⃒⃒⃒⃒2𝛼
.

Доказательство. В силу (5),(7) имеем для ∀𝜙(𝑡) ∈ 𝐶2𝜋

𝜙−𝐴𝑛𝜙 = (𝜙−𝑆𝑛)+ (𝑆𝑛𝜙−𝐴𝑛𝜙) =
∞∑︁

|𝑘|=𝑛+1

𝑐𝑘(𝜙)𝑒
𝑖𝑘𝑡−

𝑛∑︁
|𝑘|=1

∞∑︁
|𝜇|=1

[︂
𝑘

𝑘 + 𝜇(2𝑛+ 1)

]︂𝛼
𝑐𝑘+𝜇(2𝑛+1)(𝜙).

Так как 𝑆𝑛𝜙−𝐴𝑛𝜙 ∈ 𝐻𝑇
𝑛 , 𝜙− 𝑆𝑛𝜙 /∈ 𝐻𝑇

𝑛 , то их скалярное произведение равно нулю:

(𝜙− 𝑆𝑛𝜙, 𝑆𝑛𝜙−𝐴𝑛𝜙) = 0, 𝜙 ∈ 𝐶2𝜋.

Следовательно,

‖𝜙−𝐴𝑛𝜙‖2𝐶 = ‖𝜙− 𝑆𝑛𝜙‖2𝐶 + ‖𝑆𝑛𝜙−𝐴𝑛𝜙‖2𝐶 =
∞∑︁

|𝑘|=𝑛+1

|𝑐𝑘(𝜙)|2+
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+

𝑛∑︁
|𝑘|=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∞∑︁
|𝜇|=1

[︂
𝑘

𝑘 + 𝜇(2𝑛+ 1)

]︂𝛼
𝑐𝑘+𝜇(2𝑛+1)(𝜙)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

≤
∞∑︁

|𝑘|=𝑛+1

|𝑐𝑘(𝜙)|2+

+

𝑛∑︁
|𝑘|=1

⎧⎨⎩
∞∑︁

|𝜇|=1

⃒⃒⃒⃒
𝑘

𝑘 + 𝜇(2𝑛+ 1)

⃒⃒⃒⃒2𝛼 ∞∑︁
|𝜇|=1

⃒⃒
𝑐𝑘+𝜇(2𝑛+1)(𝜙)

⃒⃒2⎫⎬⎭ ≤
∞∑︁

|𝑘|=𝑛+1

|𝑐𝑘(𝜙)|2+

+𝜎2𝑛

𝑛∑︁
|𝑘|=1

∞∑︁
|𝜇|=1

⃒⃒
𝑐𝑘+𝜇(2𝑛+1)(𝜙)

⃒⃒2 ≤
≤ (1 + 𝜎2𝑛)

∞∑︁
|𝑘|=𝑛+1

|𝑐𝑘(𝜙)|2 = (1 + 𝜎2𝑛)
{︀
𝐸𝑇

𝑛 (𝜙)𝐶
}︀2
, 𝜙 ∈ 𝐶2𝜋,

где за 𝜎2𝑛 обозначили следующую сумму:

𝜎2𝑛 = max
∞∑︁
𝜇=1

⃒⃒⃒⃒
𝑘

𝑘 + 𝜇(2𝑛+ 1)

⃒⃒⃒⃒2𝛼
.

3. Заключение

В заключении можно отметить, что актуальность исследований интегральных уравнений
дробных порядков обусловлена их широким применением в технике, экономике и в других
прикладных областях. Несмотря на исследования, проводимые для уравнений с такими опе-
раторами, следует отметить, что исследователи, как правило, решают частные случаи задач с
использованием дробных интегралов и в каждом отдельном случае применяют тот или иной
математический аппарат. Очевидно также, что точно такие задачи не решаются, только лишь
в исключительных частных случаях. Поэтому большое значение имеет построение прибли-
жённых методов для решения дробных интегральных уравнений. В основе приближенного
метода лежит оператор приближения, в виде многочлена, позволяющего приблизить точное
решение. Для обоснования применения приближённого аппарата необходимо определить об-
ласть его применения и определения скорости сходимости приближённого решения к точному
решению. В данной работе приводится вид полиномиального оператора, устанавливается его
связь с оператором Фурье и на базе этой связи его можно использовать для приближённого
решения уравнений, ранее исследуемых авторами, кроме того для полученного полиномиаль-
ного оператора найдена оценка скорости сходимости по норме пространства непрерывных на
(0, 2𝜋) функций.
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