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Аннотация

Решёткой квазипорядков универсальной алгебры 𝐴 называется решётка тех квазипо-
рядков на множестве 𝐴, которые согласуются с операциями алгебры, реншётка топологий
алгебры – это решётка тех топологий, относительно которых операции алгебры непрерыв-
ны. Решётка квазипорядков и решётка топологий алгебры 𝐴, наряду с решёткой подалгебр
и решёткой конгруэнций, являются важными характеристиками этой алгебры. Известно,
что решётка квазипорядков изоморфно вкладывается в решётку, антиизоморфную решёт-
ке топологий, а в случае конечной алгебры это вложение является антиизоморфизмом.
Цепь 𝑋𝑛 из 𝑛 элементов рассматривается как решётка с операциями 𝑥 ∧ 𝑦 = min(𝑥, 𝑦) и
𝑥 ∨ 𝑦 = max(𝑥, 𝑦). В работе доказано, что решётка квазипорядков и решётка топологий
цепи 𝑋𝑛 изоморфны булеану из 22𝑛−2 элементов. Найдено простое соответствие между
квазипорядками цепи 𝑋𝑛 и словами длины 𝑛−1 в 4-буквенном алфавите. Найдены атомы
решётки топологий. Из результатов о квазипорядках выводится известное утверждение о
том, что решётка конгруэнций цепи из 𝑛 элементов является булеаном из 2𝑛−1 элементов.
Результаты перестанут быть верными, если цепь рассматривать лишь относительно одной
и операций ∧,∨.
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Abstract

The lattice of quasi-orders of the universal algebra 𝐴 is the lattice of those quasi-orders on the
set 𝐴 that are compatible with the operations of the algebra, the lattice of the topologies of the
algebra is the lattice of those topologies with respect to which the operations of the algebra are
continuous. The lattice of quasi-orders and the lattice of topologies of the algebra 𝐴, along with
the lattice of subalgebras and the lattice of congruences, are important characteristics of this
algebra. It is known that a lattice of quasi-orders is isomorphically embedded in a lattice that
is anti-isomorphic to a lattice of topologies, and in the case of a finite algebra, this embedding
is an anti-isomorphism. A chain 𝑋𝑛 of 𝑛 elements is considered as a lattice with operations
𝑥 ∧ 𝑦 = min(𝑥, 𝑦) and 𝑥 ∨ 𝑦 = max(𝑥, 𝑦). It is proved that the lattice of quasi-orders and the
lattice of topologies of the chain 𝑋𝑛 are isomorphic to the Boolean lattice of 22𝑛−2 elements. A
simple correspondence is found between the quasi-orders of the chain 𝑋𝑛 and words of length
𝑛 − 1 in a 4-letter alphabet. Atoms of the lattice of topologies are found. We deduce from
the results on quasi-orders a well-known statement that the congruence lattice of an 𝑛-element
chain is Boolean lattioce of 2𝑛−1 elements. The results will no longer be true if the chain is
considered only with respect to one of the operations ∧,∨.
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1. Введение

С математическим объектом (универсальной алгеброй, графом, частично упорядоченным
множеством и т.д.) естественно связываются различные производные структуры – группа ав-
томорфизмов, полугруппа эндоморфизмов, решётка подобъектов. С универсальной алгеброй
можно связать решётки конгруэнций, квазипорядков, топологий. Производные структуры иг-
рают важную роль в теории, неся существенную информацию о свойствах данного объекта.
В частности, теория простых алгебр, т.е. алгебр, имеющих лишь тривиальные конгруэнции, –
это целое направление общей алгебры.

Имеются определённые связи производных структур друг с другом. Так, например,
Ш.Раделецки доказал [2, Proposition 2.2], что ∨-полурешётка подгрупп группы автоморфизмов
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любой унарной алгебры изоморфно вкладывается в ∨-полурешётку конгруэнций. А.К.Стейнер
доказал [1, теорема 2.6], что решётка квазипорядков любого множества изоморфно вклады-
вается в решётку, двойственную решётке топологий, причём это вложение является изомор-
физмом, если множество конечно. А.В.Карташова доказала [3, следствие 1 из теоремы 1] ана-
логичное утверждение для решёток квазипорядков и топологий, согласованных с операциями
этой алгебры. В противоположность этому, В.А.Баранский доказал [4, теорема], что свойства
групп автоморфизмов не зависит от свойств решёток конгруэнций в классе всех полугрупп,
всех полурешёток, от свойств решёток подполугрупп в классе всех полугрупп, элементарных
теорий в классе всех решёток.

Цель данной работы — доказать, что решётка топологий и решётка квазипорядков цепи из
𝑛 элементов являются булеанами из 22𝑛−2 элементов (эти решётки антиизоморфны друг другу
согласно следствию 2 из теоремы 1 работы [3]). При этом цепь рассматривается как алгебра
𝑋 = {1, 2, . . . , 𝑛} с операциями 𝑥 ∧ 𝑦 = min{𝑥, 𝑦} и 𝑥 ∨ 𝑦 = max{𝑥, 𝑦}, т.е. как решётка. Нами
также описаны атомы решётки квазипорядков и решётки топологий конечной цепи. Отметим,
что решётка конгруэнций конечной цепи и, вообще, любой конечной модулярной решётки, а
значит, и конечной цепи, также является булеаном – см. [6, теорема 9 и упражнение 13]. У
цепи из 𝑛 элементов решётка конгруэнций – булеан из 2𝑛−1 элементов.

Необходимые нам сведения из теории полугрупп можно найти в [5], теории решёток – в
[6], теории графов – в [7], по топологии – в [8].

2. Основные понятия

Полурешёткой (верхней, нижней) называется частично упорядоченное множество, в кото-
ром у любых двух элементов есть супремум или инфимум соответственно. Множество, явля-
ющееся относительно одного и того же отношения порядка как верхней, так и нижней полу-
решёткой, называется решёткой. Понятие полурешётки (в старой терминологии: полуструк-
туры) (верхней или нижней) фактически тождественно понятию коммутативной полугруппы
идемпотентов (см. [5, теорема 1.12]). Если любое непустое подмножество (как конечное, так и
бесконечное) имеет супремум и инфимум, то решётка называется полной.

Квазипорядком мы, как обычно, называем рефлексивное и транзитивное бинарное отно-
шение.

Пусть 𝑋 – множество, 𝜎 – бинарное отношение на множестве 𝑋 и

𝑓 : 𝑋 × . . .×𝑋⏟  ⏞  
𝑛

→ 𝑋−

𝑛-арная операция. Будем говорить, что отношение 𝜎 стабильно относительно операции 𝑓
(по-другому: операция 𝑓 сохраняет отношение 𝜎), если для любых 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, 𝑎′1, . . . , 𝑎

′
𝑛 ∈ 𝑋

верна импликация

𝑎1𝜎𝑎
′
1 ∧ . . . ∧ 𝑎𝑛𝜎𝑎′𝑛 → 𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛)𝜎 𝑓(𝑎

′
1, . . . , 𝑎

′
𝑛).

Следующая лемма позволяет упростить проверку того, что 𝜎 стабильно относительно опе-
рации 𝑓 . Доказательство леммы опускаем ввиду его очевидности.

Лемма 1. 𝑛-арная операция 𝑓 на множестве 𝑋 сохраняет отношение 𝜎 в том и
только том случае, если для любого 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛} и для любых элементов 𝑎1, . . . , 𝑎𝑖−1,
𝑎𝑖+1, . . . , 𝑎𝑛, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑋 верна импликация

𝑏 𝜎 𝑐→ 𝑓(𝑎1, . . . , 𝑏, . . . , 𝑎𝑛)𝜎 𝑓(𝑎1, . . . , 𝑐, . . . , 𝑎𝑛).
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Пусть теперь 𝑋 – универсальная алгебра с набором операций (сигнатурой) Ω = {𝑓𝑖|𝑖 ∈ 𝐼}.
Обозначим через Qord𝑋 множество всех квазипорядков на 𝑋, стабильных относительно опе-
раций этой алгебры. Отношение эквивалентности, стабильное относительно всех операций из
сигнатуры, называется конгруэнцией алгебры 𝑋. Обозначим множество всех конгруэнций че-
рез Con𝑋. Пусть 𝜏 – топология на множестве 𝑋. Говорят, что топология 𝜏 согласуется с
операциями, если каждая операция 𝑓 ∈ Ω является непрерывным отображением

𝑓 : 𝑋 × . . .×𝑋⏟  ⏞  
𝑛

→ 𝑋

(здесь 𝑛 – арность операции 𝑓). Обозначим через Top𝑋 множество всех топологий на 𝑋, согла-
сующихся с операциями. Нетрудно проверить, что множества Qord𝑋, Con𝑋 и Top𝑋 являются
полными решётками относительно порядка 𝛼 ⩽ 𝛽 ⇔ 𝛼 ⊆ 𝛽. При этом точной нижней гранью
в каждом из этих множеств является обычное теоретико-множественное пересечение:⋀︁

{𝛼𝑗 |𝑗 ∈ 𝐽} =
⋂︁
{𝛼𝑗 |𝑗 ∈ 𝐽},

а точная верхняя грань такова:⋁︁
{𝛼𝑗 |𝑗 ∈ 𝐽} =

⋂︁
{𝛼|∀𝑗 ∈ 𝐽 𝛼 ⊇ 𝛼𝑗}.

При этом, очевидно, Con𝑋 – полная подрешётка решётки Qord𝑋, а Qord𝑋 – полная подрешёт-
ка решётки Eq𝑋 отношений эквивалентности на множестве 𝑋. Нулевым элементом каждой из
этих решёток является отношение Δ𝑋 = {(𝑥, 𝑥)|𝑥 ∈ 𝑋} (отношение равенства), а единичным
элементом – ∇𝑋 = 𝑋 ×𝑋 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋} (универсальное отношение).

Назовём булеаном решётку, изоморфную решётке подмножеств некоторого множества. На-
помним, что в решётке с нулём атом – это минимальный ненулевой элемент, а в решётке с
единицей коатом – максимальный неединичный элемент. Нам потребуется характеризация
конечных булеанов, сформулированная в следующей лемме. Конечно, данное утверждение
известно специалистам по теории решёток, его доказательство мы приводим для полноты
изложения.

Лемма 2. Пусть 𝐿 – решётка такая, что выполнены условия:
(а) 𝐿 имеет 𝑛 атомов: 𝜎1, . . . , 𝜎𝑛;
(б) каждый ненулевой элемент из 𝐿 единственным образом представим в виде точной

верхней грани атомов: 𝜎 = 𝜎𝑖1 ∨ . . . ∨ 𝜎𝑖𝑘 .
Тогда 𝐿 – булеан из 2𝑛 элементов.

Доказательство. Пусть 𝑋 = {1, 2, . . . , 𝑛}. Для непустого подмножества 𝐴 = {𝑖1, . . . , 𝑖𝑘}
множества 𝑋 положим 𝜎𝐴 = 𝜎𝑖1 ∨ . . . ∨ 𝜎𝑖𝑘 , для пустого 𝜎∅ = Δ𝑋 . Рассмотрим отображение
𝜙 : 2𝑋 → 𝐿, 𝜙(𝐴) = 𝜎𝐴. Ясно, что

𝐴 ⊆ 𝐵 ⇒ 𝜙(𝐴) ⩽ 𝜙(𝐵).

Докажем обратную импликацию. Пусть 𝜎𝐴 ⩽ 𝜎𝐵 и 𝑖 ∈ 𝐴. Имеем: 𝜎𝐵 ⩽ 𝜎𝑖∨𝜎𝐵 ⩽ 𝜎𝐴∨𝜎𝐵 = 𝜎𝐵,
следовательно, 𝜎𝐵∪{𝑖} = 𝜎𝐵. Ввиду условия (ii) 𝐵 ∪ {𝑖} = 𝐵, а значит, 𝑖 ∈ 𝐵. Таким образом,
𝐴 ⊆ 𝐵. Итак, 𝐴 ⊆ 𝐵 ⇔ 𝜙(𝐴) ⩽ 𝜙(𝐵). Следовательно, 𝜙 – изоморфизм. 2

3. Решётка квазипорядков конечной цепи

Всюду в дальнейшем, если не оговорено противное, у нас 𝑋 будет обозначать конечную
цепь 𝑋 = {1, 2, . . . , 𝑛} с операциями 𝑥 ∧ 𝑦 = min{𝑥, 𝑦} и 𝑥 ∨ 𝑦 = max{𝑥, 𝑦}, а ≼ – некоторый
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квазипорядок на 𝑋. Обычные отношения обозначаются ⩽,⩾, < и >. Соотношение 𝑥 ≽ 𝑦 –
то же самое, что 𝑦 ≼ 𝑥. Хорошо известно, что для всякого квазипорядка ≼ отношение ∼,
определённое правилом

𝑥 ∼ 𝑦 ↔ 𝑥 ≼ 𝑦 ∧ 𝑦 ≼ 𝑥,

является отношением эквивалентности, а на фактор-множестве 𝑋/ ∼ квазипорядок ≼ инду-
цирует частичный порядок.

Квазипорядок ≼, как и всякое бинарное отношение, определяет на множестве 𝑋 ориен-
тированный граф, вершинами которого являются элементы множества 𝑋, а рёбрами – пары
(𝑥, 𝑦) такие, что 𝑥 ≼ 𝑦. Компоненты сильной связности этого графа, очевидно, совпадают с
классами отношения ∼. Компоненту сильной связности, содержащую элемент 𝑥 ∈ 𝑋, будем
обозначать 𝑥. Мы пишем 𝑥 ≺ 𝑦, если 𝑥 ≼ 𝑦 и 𝑥 ̸= 𝑦. Для элементов 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 пишем 𝑥 ≺ 𝑦,
если 𝑥 ≺ 𝑦 (т.е. 𝑥 ≼ 𝑦 и 𝑥 ̸∼ 𝑦). Аналогичные соглашения примем для символов ≻ и ≽.

Для 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 полагаем [𝑥, 𝑦] = {𝑡|𝑥 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑦}. Очевидно, [𝑥, 𝑦] = ∅ при 𝑥 > 𝑦. Положим
⟨𝑥, 𝑦⟩ = [𝑥, 𝑦] ∪ [𝑦, 𝑥] для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. Подмножество 𝐴 ⊆ 𝑋 назовём выпуклым, если
⟨𝑥, 𝑦⟩ ⊆ 𝐴 при 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴.

Отметим, что ввиду леммы 1 квазипорядок, стабильный относительно операции ∧, – это в
точности такой, который удовлетворяет условию

∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 𝑥 ≼ 𝑦 → 𝑥 ∧ 𝑧 ≼ 𝑦 ∧ 𝑧,

а стабильность относительно операции ∨ равносильна условию

∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 𝑥 ≼ 𝑦 → 𝑥 ∨ 𝑧 ≼ 𝑦 ∨ 𝑧.

Лемма 3. Пусть 𝑋 – конечная цепь, ≼ – квазипорядок на 𝑋 и пусть элементы 𝑥, 𝑦, 𝑡 ∈ 𝑋
таковы, что 𝑥 < 𝑡 < 𝑦 и 𝑥 ≼ 𝑦. Тогда:

(i) если ≼ стабилен относительно операции ∧, то 𝑥 ≼ 𝑡;
(ii) если ≼ стабилен относительно операции ∨, то 𝑡 ≼ 𝑦.

Доказательство. Пусть ≼ стабилен относительно операции ∧. Тогда из 𝑥 ≼ 𝑦 следует, что
𝑥∧ 𝑡 ≼ 𝑦∧ 𝑡, т.е. 𝑥 ≼ 𝑡. Тем самым доказано (i). Утверждение (ii) доказывается аналогично. 2

Так же, как лемма 3, доказывается следующая лемма.

Лемма 4. Пусть 𝑋 – конечная цепь, элементы 𝑥, 𝑦, 𝑡 ∈ 𝑋 таковы, что 𝑥 < 𝑡 < 𝑦, и
𝑥 ≼ 𝑦 – квазипорядок, стабильный относительно обеих операций ∧ и ∨ на 𝑋. Тогда верны
следующие импликации:

(i) 𝑥 ≼ 𝑦 → 𝑥 ≼ 𝑡 и 𝑡 ≼ 𝑦;
(ii) 𝑦 ≼ 𝑥→ 𝑦 ≼ 𝑡 и 𝑡 ≼ 𝑥.

Из леммы 4 и транзитивности отношения≼ непосредственно получается следующая лемма.

Лемма 5. Пусть квазипорядок ≼ стабилен относительно обеих операций ∧ и ∨ конечной
цепи 𝑋. Тогда при 𝑥 < 𝑡 < 𝑦 верны следующие эквивалентности:

(i) 𝑥 ≼ 𝑦 ↔ 𝑥 ≼ 𝑡 и 𝑡 ≼ 𝑦;
(ii) 𝑦 ≼ 𝑥↔ 𝑦 ≼ 𝑡 и 𝑡 ≼ 𝑥.

Теперь мы готовы доказать важное свойство компонент сильной и слабой связности графа,
соответствующего квазипорядку ≼ на конечной цепи.

Лемма 6. Если квазипорядок ≼ на конечной цепи 𝑋 стабилен относительно какой-
либо из операций ∧,∨, то компоненты сильной связности и компоненты слабой связности
являются выпуклыми множествами.
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Доказательство. Будем считать, что ≼ стабилен относительно операции ∧ (случай, когда
≼ стабилен относительно ∨, разбирается аналогично). Докажем вначале выпуклость сильных
компонент. Пусть 𝑥, 𝑦 в одной компоненте сильной связности и 𝑥 < 𝑡 < 𝑦. Из неравенства
𝑥 ≼ 𝑦 следует, что 𝑥 ∧ 𝑡 ≼ 𝑦 ∧ 𝑡, т.е. 𝑥 ≼ 𝑡. Аналогичным образом, умножив неравенство 𝑦 ≼ 𝑥
на 𝑡, получим 𝑦 ∧ 𝑡 ≼ 𝑥 ∧ 𝑡, т.е. 𝑡 ≼ 𝑥. Таким образом, 𝑡 ∼ 𝑥.

Теперь докажем выпуклость слабых компонент. Пусть 𝐾 – компонента слабой связности.
Если 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾, то существуют элементы 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢2𝑘 ∈ 𝑋 такие, что

𝑥 ≼ 𝑢1 ≽ 𝑢2 ≼ . . . ≽ 𝑢2𝑘 ≼ 𝑦.

Очевидно, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢2𝑘 ∈ 𝐾. Положим 𝑢0 = 𝑥, 𝑢2𝑘+1 = 𝑦. Из леммы 3(i) следует, что
⟨𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1⟩ ⊆ 𝐾 при всех 𝑖. Отсюда получаем, что ⟨𝑥, 𝑦⟩ ⊆

⋃︀2𝑘
𝑖=0⟨𝑢𝑖, 𝑢𝑖+1⟩ ⊆ 𝐾. Это означает

выпуклость множества 𝐾. 2

Доказанные леммы позволяют получить полное представление о строении квазипоряд-
ка, стабильного относительно обеих операций ∧ и ∨ конечной цепи 𝑋 = {1, 2, . . . , 𝑛}. Опи-
шем это строение. Сначала разобьём 𝑋 произвольным образом на выпуклые подмножества
(это будут компоненты слабой связности): 𝑋 = 𝐾1 ∪ 𝐾2 ∪ . . . ∪ 𝐾𝑚, где 𝐾1 = {1, 2, . . . , 𝑖1},
𝐾2 = {𝑖1 + 1, 𝑖1 + 2, . . . , 𝑖2}, ..., 𝐾𝑚 = {𝑖𝑚−1 + 1, 𝑖𝑚−1 + 2, . . . , 𝑛} и предполагается, что
𝑖1 < 𝑖2 < . . . < 𝑖𝑚. Каждую слабую компоненту 𝐾𝑗 разобьём на выпуклые подмножества,
которые потом окажутся сильными компонентами. Элементы цепи 𝑋 будем рассматривать
как точки на числовой прямой. Точку 𝑖 соединяем с точкой 𝑖 + 1 символом ∼, если 𝑖 и 𝑖 + 1
прринадлежат одной сильной компоненте. Далее, между 𝑖 и 𝑖+ 1 пишем →, если 𝑖 ≺ 𝑖+ 1, и
символ←, если 𝑖 ≻ 𝑖+1. Наконец, между 𝑖 и 𝑖+1 пишем ♢, если 𝑖 и 𝑖+1 не лежат в одной слабой
компоненте. Таким образом, квазипорядку, стабильному относительно обеих операций цепи,
соответствует строка длины 𝑛−1, составленная из букв алфавита 𝒜 = {∼,→,←,♢}. Нетрудно
видеть, что верно и обратное: каждое слово длины 𝑛− 1 из букв алфавита 𝒜 определяет ква-
зипорядок, стабильный относительно операций цепи, т.е. соответствие между квазипорядками
и словами взаимно однозначное. Сформулируем этот факт в виде следующего утверждения.

Proposition 1. Пусть 𝑋 = {1, 2, . . . , 𝑛} – конечная цепь. Тогда между квазипорядками
на 𝑋, стабильными относительно операций ∧ и ∨ цепи 𝑋, и словами длины 𝑛−1 в алфавите
𝒜 = {∼,→,←,♢} имеется взаимно однозначное соответствие.

Следствие 1. Если 𝑋 – цепь из 𝑛 элементов, то решётка Qord𝑋 квазипорядков, ста-
бильных относительно операций ∧ и ∨ цепи 𝑋, состоит из 4𝑛−1 элементов.

Приведём пример, иллюстрирующий предложение 1. Пусть 𝑛 = 10. Рассмотрим слово
𝑤 =∼→→∼←→ ♢→←. Ему соответствует квазипорядок, изображённый на рисунке 1.
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Рис. 1: Квазипорядок на конечной цепи

Введём следующие квазипорядки на множестве 𝑋 = {1, 2, . . . , 𝑛}:

𝜅𝑖 = {(𝑖, 𝑖+ 1)} ∪Δ𝑋 , 𝜅
′
𝑖 = {(𝑖+ 1, 𝑖)} ∪Δ𝑋
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для 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛−1. Нетрудно проверить, что 𝜅𝑖, 𝜅′𝑖 – квазипорядки, стабильные относительно
операций ∧ и ∨, т.е. 𝜅𝑖, 𝜅′𝑖 ∈ Qord𝑋. Ясно также, что 𝜅𝑖, 𝜅′𝑖 являются атомами решётки Qord𝑋.
Докажем теперь основной результат этого раздела.

Теорема 1. Пусть 𝑋 = {1, 2, . . . , 𝑛} – цепь, рассматриваемая как решётка с операциями
∧ = min и ∨ = max. Тогда решётка Qord𝑋 всех квазипорядков, стабильных относительно
операций ∧ и ∨, является булеаном из 22𝑛−2 элементов. Атомами этого булеана являются
квазипорядки 𝜅1, . . . , 𝜅𝑛−1, 𝜅

′
1, . . . , 𝜅

′
𝑛−1.

Доказательство. Множество 𝐴 = {𝜅1, . . . , 𝜅𝑛−1, 𝜅
′
1, . . . , 𝜅

′
𝑛−1} содержит ровно 2𝑛 − 2 эле-

мента, поэтому всевозможных супремумов элементов из 𝐴 не более 22𝑛−2 штук (здесь Δ𝑋

рассматривается как супремум пустого множества элементов из 𝐴). А наша решётка Qord𝑋,
как показывает следствие 1, имеет ровно 22𝑛−2 элемента. Следовательно, если мы покажем,
что каждый квазипорядок из Qord𝑋 является супремумом элементов из 𝐴, то будет доказа-
на единственность представления элемента из Qord𝑋 в виде супремума элементов из 𝐴, и,
применив лемму 2, мы получим утверждение нашей теоремы.

Итак, осталось доказать, что супремумы элементов из 𝐴 – это вся решётка Qord𝑋. Возьмём
произвольный элемент 𝜅 из Qord𝑋. Ранее мы квазипорядок обозначали символом ≼, теперь
он обозначен буквой через 𝜅. Так что записи 𝑥𝜅 𝑦, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜅 и 𝑥 ≼ 𝑦 равносильны. Рассмотрим
следующий квазипорядок из Qord𝑋:

𝜅̃ =
⋁︁
{𝜅𝑖|𝑖 ≼ 𝑖+ 1} ∨

⋁︁
{𝜅′𝑗 |𝑗 + 1 ≼ 𝑗}. (1)

Нам достаточно доказать, что 𝜅̃ = 𝜅. Включение 𝜅̃ ⊆ 𝜅 очевидно. Пусть (𝑖, 𝑗) ∈ 𝜅. Разберём
два случая.

1-й случай: 𝑖 ⩽ 𝑗. Тогда по лемме 5(i) (𝑖, 𝑖+ 1), (𝑖+ 1, 𝑖+ 2), . . . , (𝑗 − 1, 𝑗) ∈ 𝜅. Из (1) видно,
что (𝑖, 𝑖+ 1), . . . , (𝑗 − 1, 𝑗) ∈ 𝜅̃. Ввиду транзитивности отношения 𝜅̃ получаем: (𝑖, 𝑗) ∈ 𝜅̃.

2-й случай: 𝑗 ⩽ 𝑖. Этот случай разбирается аналогично, с использованием леммы 5(ii).
Следовательно, 𝜅 ⊆ 𝜅̃. Отсюда получаем требуемое: 𝜅 = 𝜅̃, а значит, 𝜅 – супремум элемен-

тов множества 𝐴. 2

Замечание 1. Если цепь 𝑋 = {1, 2, . . . , 𝑛} рассматривать относительно только одной
из операций ∧, ∨, то решётка квазипорядков, стабильных относительно выбранной опера-
ции, уже не будет булеаном. Она даже не модулярна, как показывает следующий пример
3-элементной цепи. Пусть 𝜌1 = {(1, 2)} ∪ Δ𝑋 , 𝜌2 = {(1, 2), (1, 3)} ∪ Δ𝑋 , 𝜎 = {(2, 3)} ∪ Δ𝑋 ,
𝜏 = {(1, 2), (1, 3), (2, 3)} ∪ Δ𝑋 . Нетрудно видеть, что все эти квазипорядки (они являются
даже порядками) стабильны относительно операции ∧, 𝜌2 не является стабильным отно-
сительно ∨. При этом 𝜌1 ⊂ 𝜌2, 𝜌1 ∧ 𝜎 = 𝜌2 ∧ 𝜎 = Δ𝑋 и 𝜌1 ∨ 𝜎 = 𝜌2 ∨ 𝜎 = 𝜏 .

Теперь скажем несколько слов о решётке конгруэнций. Решёткам конгруэнций различных
алгебраических систем посвящено весьма значительное число работ. Отметим лишь некото-
рые из них. Тождества в решётке конгруэнций изучались в монографии [9], обзорная статья
Г.Митча [10] посвящена конгруэнциям полугрупп, статьи [11], [12] – конгруэнциям полурешё-
ток, глава 3 моногорафии [6] – конгруэнциям решёток. Так как конечная цепь𝑋 = {1, 2, . . . , 𝑛}
является модулярной решёткой (даже дистрибутивной), то тот факт, что Con𝑋 – булеан, сле-
дует из результатов главы 3 в [6]. В нашем случае цепи 𝑋 из 𝑛 элементов в свете леммы 6 и
теоремы 1 строение решётки Con𝑋 довольно ясно: каждая конгруэнция – это разбиение цепи
𝑋 на выпуклые подмножества. Очевидно, таких разбиений ровно 2𝑛−1. Решётка Con𝑋 – это
булеан с атомами 𝜃1, . . . , 𝜃𝑛−1, где 𝜃𝑖 = {(𝑖, 𝑖+ 1), (𝑖+ 1, 𝑖)} ∪Δ𝑋 при 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1.
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4. Решётка топологий конечной цепи

Перейдём теперь к топологиям конечной цепи 𝑋 = {1, 2, . . . , 𝑛}. Цепь 𝑋 мы рассматриваем
как топологическую решётку с операциями ∧ = min и ∨ = max. Однако, связи этих операций
друг с другом нами использоваться не будут, достаточно будет считать 𝑋 топологической
полугруппой относительно каждой из операций ∧, ∨. Одной из этих операций будет недоста-
точно – см. замечание 3 ниже. Во введении уже говорилось, что решётка Qord𝑋 изоморфно
вкладывается в решётку, двойственную решётке Top𝑋, а так как множество 𝑋 конечно и
Qord𝑋 – булеан, то имеет место изоморфизм: Top𝑋 ∼= Qord𝑋 (здесь мы воспользовались тем,
что булеан двойственен самому себе). Очевидно, решётка, двойственная булеану, сама явля-
ется булеаном. Следовательно, на основании вышеизложенного, а также теоремы 1 мы можем
заключить, что решётка Top𝑋 является булеаном из 22𝑛−2 элементов. Дальнейшие наши рас-
суждения направлены на то, чтобы получить более наглядное представление о топологиях
конечной цепи.

Пусть 𝑋 – произвольное множество, необязательно конечное, необязательно упорядочен-
ное. Предположим, что на множестве 𝑋 задана бинарная операция *. Непрерывность этой
операции означает, что для любых 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋, где 𝑥 * 𝑦 = 𝑧, и любой окрестности 𝑈(𝑧) точки
𝑧 существуют окрестности 𝑈1(𝑥) и 𝑈2(𝑦) точек 𝑥 и 𝑦 такие, что

𝑈1(𝑥) * 𝑈2(𝑦) ⊆ 𝑈(𝑧). (2)

Далее, для каждого подмножества 𝐴 ⊆ 𝑋 множество 𝜏𝐴 = {∅, 𝐴,𝑋} является топологией на
𝑋. Будем считать, что 𝐴 ̸= ∅ и 𝐴 ̸= 𝑋. Тогда 𝜏𝐴 – атом решётки топологий (всех топологий, не
только согласующихся с операциями). Понятно, что если на множестве 𝑋 заданы алгебраиче-
ские операции и топология 𝜏𝐴 согласована с этими операциями, то она будет также атомом в
решётке тех топологий, которые согласованы с операциями. Выясним, какие из топологий 𝜏𝐴
согласуются с операцией ∧ на конечной цепи 𝑋 = {1, 2, . . . , 𝑛}. Ответ даст следующая лемма.

Лемма 7. Топология 𝜏𝐴 = {∅, 𝐴,𝑋} где 𝐴 ̸= ∅, 𝑋, согласуется с операцией ∨ на конечной
цепи 𝑋 в том и только в том случае, если 𝐴 выпукло и ровно один из элементов 1, 𝑛
принадлежит 𝐴.

Доказательство. Необходимость. Пусть 𝜏𝐴 согласуется с операцией ∨. Докажем внача-
ле, что 𝐴 выпукло. Предположим, что это не так. Тогда существуют такие 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋, что
𝑥 < 𝑦 < 𝑧 и при этом 𝑥, 𝑧 ∈ 𝐴, 𝑦 ̸∈ 𝐴. Имеем: 𝑦 ∨ 𝑧 = 𝑧. Возьмём в качестве окрестности
𝑈(𝑧) множество 𝐴. Ввиду (2) 𝑈1(𝑦)∨𝑈2(𝑧) ⊆ 𝐴 при некоторых 𝑈1, 𝑈2. Единственное открытое
множество, содержащее 𝑦, – это 𝑋. Поэтому 𝑋 ∨𝑈2(𝑧) ⊆ 𝐴. Но 𝑋 ∨𝐵 = 𝑋 при любом 𝐵 ̸= ∅.
Полученное противоречие показывает, что 𝐴 выпукло.

Ввиду выпуклости 𝐴 и того, что 𝐴 ̸= ∅, элементы 1 и 𝑛 одновременно принадлежать
множеству 𝐴 не могут. Осталось доказать, что {1, 𝑛} ∩ 𝐴 ̸= ∅. Предположим, что это не так.
Тогда 1, 𝑛 /∈ 𝐴. Возьмём любой элемент 𝑎 ∈ 𝐴. Так как 1 ∨ 𝑎 = 𝑎, то ввиду (2) найдутся такие
окрестности 𝑈1(1), 𝑈2(𝑎), что 𝑈1(1) ∨ 𝑈2(𝑎) ⊆ 𝐴. Очевидно, 𝑈1(1) = 𝑋, а 𝑈2(𝑎) = 𝐴 или 𝑋.
Отсюда 𝑋 ∨𝐴 ⊆ 𝐴. Но это невозможно, так как 𝑛 ̸∈ 𝐴.

Достаточность. Пусть 𝐴 выпукло и |{1, 𝑛}∩𝐴| = 1. Докажем, что операция ∨ непрерывна
в топологии 𝜏𝐴 = {∅, 𝐴,𝑋}.

1-й случай: 1 ∈ 𝐴. Тогда 𝑛 /∈ 𝐴. Пусть 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. Без ограничения общности можно считать,
что 𝑥 ≤ 𝑦. Если 𝑦 /∈ 𝐴, то 𝑈(𝑦) = 𝑋, и мы имеем включение 𝑈1(𝑥) ∨ 𝑈2(𝑦) ⊆ 𝑈(𝑦) при любых
𝑈1, 𝑈2. Если 𝑦 ∈ 𝐴, то 𝑈(𝑦) равно 𝐴 или 𝑋. При 𝑈(𝑦) = 𝑋 включение 𝑈1(𝑥) ∨ 𝑈2(𝑦) ⊆ 𝑈(𝑦)
верно при любых 𝑈1, 𝑈2. При 𝑈(𝑦) = 𝐴 можно взять 𝑈1(𝑥) = 𝑈2(𝑦) = 𝐴 (действительно, из
выпуклости множества 𝐴 ввиду того, что 1 ∈ 𝐴 и 𝑥 ⩽ 𝑦, следует, что 𝑥 ∈ 𝐴). Тогда получим
𝐴 ∨𝐴 ⊆ 𝐴, что является верным соотношением.
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2-й случай: 𝑛 ∈ 𝐴. Тогда 1 /∈ 𝐴. Возьмём любые 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. Можно считать, что 𝑥 ≤ 𝑦. При
𝑦 /∈ 𝐴 мы имеем 𝑈(𝑦) = 𝑋, и включение 𝑈1(𝑥) ∨𝑈2(𝑦) ⊆ 𝑈(𝑦) выполняется при любых 𝑈1, 𝑈2.
При 𝑦 ∈ 𝐴 возьмём 𝑈2(𝑦) = 𝐴. Тогда получим: 𝑈1(𝑥) ∨ 𝑈2(𝑦) ⊆ 𝑋 ∨𝐴 = 𝐴 ⊆ 𝑈(𝑦). 2

Замечание 2. Утверждение леммы не изменится, если вместо непрерывности опера-
ции ∨ потребовать непрерывность операции ∧ или непрерывность обеих операций.

Теперь докажем теорему, дающую полное описание решётки топологий конечной цепи.

Теорема 2. Пусть 𝑋 = {1, 2, . . . , 𝑛} – цепь, рассматриваемая как решётка с операциями
∧ = min и ∨ = max. Тогда решётка Top𝑋 всех топологий, относительно которых операции
∧ = min и ∨ = max непрерывны, является булеаном из 22𝑛−2 элементов, атомами которого
являются топологии, определённые по формулам (3).

Доказательство. Как было показано в начале этого раздела, решётка Top𝑋 является бу-
леаном из 22𝑛−2 элементов. Докажем, что топологии, получающиеся по формулам (4), – это
вся решётка Top𝑋 (при этом мы считаем, конечно, что нулевой элемент Δ𝑋 решётки Top𝑋
получается по формулам (4) при 𝑘 = 𝑙 = 0). Далее, топологии 𝜏1, . . . , 𝜏 ′𝑛 из формулы (3) яв-
ляются атомами решётки Top𝑋, их ровно 2𝑛 − 2 штук. Очевидно, в каждом булеане, даже
бесконечном, любой элемент представим единственным образом в виде супремума атомов.
Следовательно, формулы (4) нам дают всю решётку Top𝑋. 2

Замечание 3. Теорема неверна для решётки топологий цепи 𝑋, в которых непрерывна
лишь одна из операций ∧,∨ (см. замечание 1). Можно указать топологию на 3-элементном
множестве, в которой операция ∧ непрерывна, а операция ∨ нет: это 𝜏 = {∅, {3}, {1, 3}, 𝑋}.
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