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Введение

Настоящая статья посвящена распределению остатков при разложении действительного
числа по обратным числам Фибоначчи. Интерес к равномерному распределению этой после-
довательности остатков связан с приложениями (см., например, [15]).

Для полноты изложения приведем схему вывода разложения натурального и действитель-
ного числа в позиционной системе счисления.

Пусть 𝑞 ≥ 2 — натуральное число. Тогда, как известно, следствием алгоритма Евклида
является следующее утверждение: любое натуральное число 𝑛 единственным образом может

быть представлено в виде

𝑛 = 𝑎ℎ𝑞
ℎ + 𝑎ℎ−1𝑞

ℎ−1 + · · · + 𝑎1𝑞 + 𝑎0,
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где 𝑞ℎ ≤ 𝑛 < 𝑞ℎ+1 и при 0 ≤ 𝑠 ≤ ℎ имеем, что 𝑎𝑠 — натуральные числа, 0 ≤ 𝑎𝑠 ≤ 𝑞, 𝑎ℎ ≥ 1;
причем алгоритм Евклида записывается цепочкой формул:

𝑛 = 𝑛ℎ𝑞 + 𝑎0, 0 ≤ 𝑎0 < 𝑞,

𝑛ℎ = 𝑛ℎ−1𝑞 + 𝑎1, 0 ≤ 𝑎1 < 𝑞,

𝑛ℎ−1 = 𝑛ℎ−2𝑞 + 𝑎2, 0 ≤ 𝑎2 < 𝑞,

. . . . . . . . .

𝑛3 = 𝑛2𝑞 + 𝑎ℎ−2, 0 ≤ 𝑎ℎ−2 < 𝑞,

𝑛2 = 𝑛1𝑞 + 𝑎ℎ−1, 0 ≤ 𝑎ℎ−1 < 𝑞,

𝑛1 = 𝑎ℎ, 1 ≤ 𝑎ℎ < 𝑞.

Отсюда находим

𝑎𝑠 =

[︂
𝑛

𝑞𝑠

]︂
−
[︂
𝑛

𝑞𝑠+1

]︂
𝑞, 0 ≤ 𝑠 ≤ ℎ

В самом деле, из первого уравнения при 𝑠 = 0 получим 𝑛ℎ = [𝑛/𝑞] и

𝑎0 =

[︂
𝑛

𝑞0

]︂
−
[︂
𝑛

𝑞

]︂
𝑞.

Далее по индукции имеем

𝑎𝑠 = 𝑛ℎ−𝑠+1 −
[︂
𝑛ℎ−𝑠+1

𝑞

]︂
𝑞 =

[︂
𝑛

𝑞𝑠

]︂
−
[︂
𝑛

𝑞𝑠+1

]︂
𝑞.

Тем самым формула для нахождения цифр 𝑎𝑠, 0 ≤ 𝑠 ≤ ℎ, доказана.
Выведем теперь формулу для представления числа 𝑛 в 𝑞-ой системе счисления. Из послед-

него уравнения имеем 𝑛1 = 𝑎ℎ. Подставляя это в предыдущее уравнение, получим

𝑛2 = 𝑎ℎ𝑞 + 𝑎ℎ−1.

Продолжая эту процедуру с предыдущим уравнением, находим

𝑛3 = 𝑎ℎ𝑞
2 + 𝑎ℎ−1𝑞 + 𝑎ℎ−2.

Так действуем до первого уравнения, что приводит окончательно к равенству

𝑛 = 𝑎ℎ𝑞
ℎ + 𝑎ℎ−1𝑞

ℎ−1 + · · · + 𝑎1𝑞 + 𝑎0.

Следовательно, после стандартных действий с алгоритмом Евклида приходим к искомому
представлению числа 𝑛.

Известно, что действительное число 𝛼, 0 < 𝛼 ≤ 1, однозначным образом представляется в
виде

𝛼 =
∞∑︁
𝑘=1

𝑎̄𝑘
𝑞𝑘

=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎̄𝑘
𝑞𝑘

+
𝑥𝑛
𝑞𝑛
,

где
𝑥𝑘 = {𝑞𝑘𝑥𝑘−1}, 𝑥0 = 𝛼, 𝑎̄𝑘 = [𝑞𝑘𝑥𝑘], 𝑘 ∈ N,

и

0 ≤ 𝛼−
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎̄𝑘
𝑞𝑘

< 𝑞−𝑛.
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Как показали Харди и Литтлвуд [1], последовательность остатков 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛(𝛼) будет равномер-
но распределена по модулю единица для почти всех 𝛼 в смысле меры Лебега. Это означает,
что для почти всех 𝛼 согласно критерию Г.Вейля при любом фиксированном целом ℎ ̸= 0
справедливо предельное соотношение

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑒2𝜋𝑖ℎ𝑥𝑛 = 0.

Подобным образом сначала найдем разложение натурального числа по последовательности
Фибоначчи.

Пусть задана последовательность чисел Фибоначчи

𝐹0 = 𝐹1 = 1, 𝐹𝑘+1 = 𝐹𝑘 + 𝐹𝑘−1(𝑘 ≥ 1).

Возьмем любое натуральное число 𝑛 ≥ 1. Тогда найдется натуральное число ℎ ≥ 1 такое, что
𝐹ℎ ≤ 𝑛 < 𝐹ℎ+1, и набор {𝑎1, . . . , 𝑎ℎ}, состоящий из чисел 0 и 1, причем 𝑎ℎ = 1, 𝑎𝑠 ·𝑎𝑠+1 = 0 для
всех 𝑠 = 1, . . . , 𝑛− 1, такой, что имеет место единственное разложение вида

𝑛 = 𝑎1𝐹1 + 𝑎2𝐹2 + · · · + 𝑎ℎ𝐹ℎ.

§1. Представление действительного числа в виде бесконечного ряда по обрат-
ным числам Фибоначчи

Будем говорить, что число 𝑎 ≥ 0 представимо в виде ряда

𝑎 = 𝑎0 +

∞∑︁
𝑘=1

𝛼̄𝑘
𝐹𝑘
, (1)

где 𝑎0 = [𝑎] — целая часть числа 𝑎, целые числа 𝛼̄𝑘, 𝑘 ≥ 1, могут принимать всего два значения
0 и 1, и, кроме того, для любого натурального 𝑛 выполняется неравенство

0 ≤ 𝑎− 𝑎0 −
𝑛∑︁
𝑘=1

𝛼̄𝑘
𝐹𝑘

< 𝐹−1
𝑛 . (2)

Теорема 1. Любое действительное число единственным образом представимо в виде (1)

и (2).

Вывод этой теоремы содержится в нашей работе [19].
Определим “цифры” 𝜆̄𝑘, 𝑘 ≥ 1.
Положим 𝑎0 = [𝑎]

𝑎 = 𝑎0 +

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜆̄𝑘
𝐹𝑘

+
𝑥𝑛
𝐹𝑛
, 0 ≤ 𝑥𝑛 < 1, 𝑥0 = {𝑎}. (6)

Отсюда находим 𝑥𝑛 + 𝜆̄𝑛 = 𝐹𝑛
𝐹𝑛−1

𝑥𝑛−1, что дает возможность определить величины

𝜆̄𝑛 =

[︂
𝐹𝑛
𝐹𝑛−1

𝑥𝑛−1

]︂
, 𝑥𝑛 =

{︂
𝐹𝑛
𝐹𝑛−1

𝑥𝑛−1

}︂
.

Таким образом, 𝜆̄𝑛, 𝑛 ≥ 1 — целые, причем они могут принимать только два значения: 0 и 1.
§2. Остатки в разложении действительных чисел. Определим для любого действи-

тельного числа 𝑎 при 𝑛 ≥ 1 последовательность остатков {𝑥𝑛}. Положим

𝑎 =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎̄𝑘
𝐹

+
𝑥𝑛
𝐹𝑛
, 0 ≤ 𝑥𝑛 < 1.
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Для любого 𝑛 ≥ 1 находим

𝑎̄𝑛
𝐹𝑛

+
𝑥𝑛
𝐹𝑛

=
𝑥𝑛−1

𝐹𝑛−1
, 𝑎̄𝑛 + 𝑥𝑛 =

𝐹𝑛
𝐹𝑛−1

𝑥𝑛−1.

Следовательно,

𝑎̄𝑛 =

[︂
𝐹𝑛
𝐹𝑛−1

𝑥𝑛−1

]︂
, 𝑥𝑛 =

{︂
𝐹𝑛
𝐹𝑛−1

𝑥𝑛−1

}︂
.

Отсюда получим

𝑥𝑛 =

{︂
𝐹𝑛
𝐹𝑛−1

{︂
𝐹𝑛−1

𝐹𝑛−2
. . .

{︂
𝐹2

𝐹1
𝑎

}︂
. . .

}︂}︂
.

§3. Законы распределения остатков в разложении действительных чисел.
Сначала дадим некоторые общие соображения метрического характера о распределении

значений бесконечной последовательности.
Многие утверждения метрической теории чисел в основе их вывода полагаются на сле-

дующую лемму Бореля – Кантелли, относящуюся к событиям, которые случаются “почти
наверное”.

Лемма 3.1. Пусть 𝐴1, 𝐴2, . . . — последовательность событий на вероятностном простран-

стве (Ω,ℬ, 𝑃 ), и пусть

𝐵 = lim
𝑛→∞

𝐴𝑛 =
∞
∩
𝑘=1

∞
∪
𝑛=1

𝐴𝑛.

Тогда, если

1) ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑃 (𝐴𝑛) сходится, то 𝑃 (𝐵) = 0;

2) события 𝐴𝑛 независимы и ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑃 (𝐴𝑛) расходится, то

𝑃 (𝐵) = 1.
Перейдем к рассмотрению действительных чисел. Пусть число 𝑎, 0 ≤ 𝑎 < 1, представимо

в виде (2) и (3), и пусть при 0 ≤ 𝑡 < 1 определена периодическая функция 𝜒𝑡(𝑥 + 1) = 𝜒𝑡(𝑥)
вида

𝜒𝑡(𝑥) =

{︃
1, если 0 < x < t,

0, если t < x < 1.

Тогда число 𝑃 (𝑁 ; 𝑡) членов последовательности 𝑥𝑛 = 𝑥𝑛(𝑎), 𝑛 ≤ 𝑁, лежащих в полуинтервале
[0, 𝑡) равно

𝑃 (𝑁 ; 𝑡) =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝜒𝑡(𝑥𝑛).

Если же существует предел

lim
𝑁→∞

𝑃 (𝑁 ; 𝑡)

𝑁
= 𝜎(𝑡),

то функция 𝜎(𝑡) называется законом распределения последовательности {𝑥𝑛}. Тогда для лю-
бого действительного числа 𝑡 справедливы соотношения

lim
𝑛→∞

1∫︁
0

𝑃𝑛(𝛼) 𝑑𝛼 =

1∫︁
0

𝑑𝜎(𝛼),

lim
𝑛→∞

1∫︁
0

(𝑃𝑛(𝛼) − 𝜎(𝑡))2 𝑑𝛼 = lim
𝑛→∞

1∫︁
0

𝑃 2
𝑛(𝛼) 𝑑𝛼− 𝜎2(𝑡).
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По лемме Бореля–Кантелли последних двух соотношений обычно достаточно для установле-
ния закона распределения последовательности {𝑥𝑛}.

В частности, для равномерного распределения последовательности {𝑥𝑛} на отрезке [0, 1]
имеем 𝜎(𝑡) = 𝑡 и

lim
𝑛→∞

1∫︁
0

𝑃𝑛(𝛼; 𝑓) 𝑑𝛼 =

1∫︁
0

𝑓(𝛼) 𝑑𝜎(𝛼),

где

𝑃𝑛(𝑡; 𝑓) =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓(𝜒𝑡(𝑥𝑘)).

§4. Равномерное распределение остатков в разложении действительных чисел
по последовательности Фибоначчи.

Лемма 4.1. Пусть 𝐹𝑛 — последовательность Фибоначчи, 𝐹0 = 𝐹1 = 1, 𝐹𝑛+1 = 𝐹𝑛 + 𝐹𝑛−1

при 𝑛 ≥ 1, и пусть 𝑥𝑛 =
{︁

𝐹𝑛
𝐹𝑛−1

𝑥𝑛−1

}︁
, 𝑛 ≥ 1. Тогда при 𝑛 ≥ 1 имеем

𝑥𝑛 ≡ 𝐹𝑛𝑥1 (mod 1).

Доказательство. Находим цепочку соотношений

𝑥𝑛 ≡ 𝐹𝑛
𝐹𝑛−1

𝑥𝑛−1 (mod 1), 𝐹𝑛−1𝑥𝑛 ≡ 𝐹𝑛

{︂
𝐹𝑛−1

𝐹𝑛−2
𝑥𝑛−2

}︂
(mod 1),

𝐹𝑛−1𝑥𝑛 ≡ 𝐹𝑛𝐹𝑛−1

𝐹𝑛−2
𝑥𝑛−2 (mod 𝐹𝑛−1), . . . ,

𝐹𝑛−1 . . . 𝐹2𝑥𝑛 ≡ 𝐹𝑛𝐹𝑛−1 . . . 𝐹1𝑥1 (mod 𝐹𝑛−1 . . . 𝐹2),

𝑥𝑛 − 𝐹𝑛𝑥1 ≡ 0 (mod 1),

что и требовалось доказать.
Основная теорема. Для почти всех действительных чисел 𝑎 из полуинтервала [0, 1) (в

смысле меры Лебега) последовательность остатков

𝑥𝑛 = 𝑥𝑛(𝑎) =

{︂
𝐹𝑛
𝐹𝑛−1

𝑥𝑛−1

}︂
=

{︂
𝐹𝑛
𝐹𝑛−1

{︂
𝐹𝑛−1

𝐹𝑛−2
. . .

{︂
𝐹2

𝐹1
𝑎

}︂
. . .

}︂}︂
.

равномерно распределена по модулю единица, где 𝐹𝑘 — последовательность чисел Фибоначчи:

𝐹0 = 𝐹1 = 1, 𝐹𝑘+1 = 𝐹𝑘 + 𝐹𝑘−1, 𝑘 ≥ 1.
Доказательство. Воспользуемся критерием Г.Вейля равномерного распределения по-

следовательности по модулю 1. Положим

𝑆𝑛(𝑎) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑒2𝜋𝑖ℎ𝑥𝑘(𝑎),

где ℎ ̸= 0 — любое фиксированное целое число.
Тогда условие равномерной распределенности последовательности 𝑥𝑛 по модулю 1 эквива-

лентно тому, что
lim
𝑛→∞

𝑆𝑛(𝑎) = 0.

Далее, используя лемму, имеем

1∫︁
0

|𝑆𝑛(𝑎)|2 𝑑𝑎 =
1

𝑛2

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑛∑︁
𝑙=1

1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖ℎ(𝑥𝑘(𝑎)−𝑥𝑙(𝑎))𝑑𝑎 =
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=
1

𝑛2

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑛∑︁
𝑙=1

1∫︁
0

𝑒2𝜋𝑖ℎ𝑎(𝐹𝑘−𝐹𝑙)𝑑𝑎 =
1

𝑛
,

поскольку
1∫︁

0

𝑒2𝜋𝑖𝑚𝛼𝑑𝛼 =

{︃
1, если 𝑚 = 0,

0, если 𝑚 ̸= 0,𝑚 ∈ Z.

Отсюда при 𝑛 = 𝑞4 находим, что неравенство |𝑆𝑞4 | > 𝑞−1/2 справедливо на множестве 𝐸𝑞, мера
𝜇 = 𝜇(𝐸𝑞) которого не превосходит 𝑞−3. Действительно,

1

𝑞4
=

1∫︁
0

|𝑆𝑞2(𝑎)|2 𝑑𝑎 ≥ 𝑞−1𝜇𝐸𝑞, 𝜇𝐸𝑞 ≤ 𝑞−3.

Следовательно, для любого натурального 𝑝 мера 𝜇(𝐸′
𝑝) множества 𝐸

′
𝑝 = ∪

𝑞≥𝑝
𝐸𝑞 не превосходит

𝜇(𝐸′
𝑝) ≤

∞∑︁
𝑞=𝑝

𝜇(𝐸𝑞) ≤
∞∑︁
𝑞=𝑝

𝑞−3 ≤ 𝑝−3 +

∞∫︁
𝑝

𝑑𝑡

𝑡3
= 𝑝−3 + 2𝑝−2 ≤ 3𝑝−2.

Стало быть, множество 𝐸′ =
∞
∩
𝑝=1

𝐸′
𝑝 имеет меру нуль. Это и доказывает теорему 2.

Заключение

Закон равномерного распределения последовательности остатков в разложения действи-
тельных чисел по последовательности Фибоначчи представляют интерес при изучении свойств
арифметических функций и в приложениях в анализе Фурье и в криптографии.

В основе наших исследований лежат работы [1]–[19].
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4. Zeckendorf E, 1972, “Reprśentation des nombres naturels par une somme de nombres de
Fibonacci ou de nombres de Lucas” // Bull. Soc. R. Sci. Liège (in French). 41, pp. 179–182.
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