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Аннотация

Пусть 𝑎1, . . . , 𝑎𝑑 – натуральные числа, удовлетворяющие условию 𝑎1 ≥ 𝑎2 ≥ . . . ≥
≥ 𝑎𝑑−1 ≥ 𝑎𝑑 = 1. Определим последовательность {𝑇𝑛} при помощи линейного рекуррент-
ного соотношения 𝑇𝑛 = 𝑎1𝑇𝑛−1 + 𝑎2𝑇𝑛−2 + . . . + 𝑎𝑑𝑇𝑛−𝑑 и начальных условий 𝑇0 = 1,
𝑇𝑛 = 1 + 𝑎1𝑇𝑛−1 + 𝑎2𝑇𝑛−2 + . . . + 𝑎𝑛𝑇0 для 𝑛 < 𝑑. Пусть N(𝑤) – множество натуральных
чисел, для которых жадное разложение по линейной рекуррентной последовательности
{𝑇𝑛} заканчивается на некоторое слово 𝑤. При этом 𝑤 выбирается так, чтобы множество
N(𝑤) было непустым. Рассматривается задача о числе 𝑟𝑘(𝑁) представлений натурального
числа 𝑁 в виде суммы 𝑘 слагаемых из N(𝑤).

С использованием полученного ранее описания множеств N(𝑤) в терминах сдвигов то-
ров размерности 𝑑−1 получена асимтотическая формула для числа представлений 𝑟𝑘(𝑁),
а также найдены верхние оценки для числа представлений.

Найдены условия на 𝑘, при выполнении которых искомое представление существует
для всех достаточно больших натуральных 𝑁 . В частности, такое представление суще-

ствует, если 𝑘 ≥ 1 + (𝑎1 + 1)𝑚−𝑑+1 (𝑎1+1)𝑑−1
𝑎1

, где 𝑚 – длина фиксированного окончания 𝑤
жадного разложения. Кроме того, получена асимтотическая формула для среднего числа
представлений.

В заключении сформулировано несколько нерешенных задач.

Ключевые слова: линейные рекуррентные последовательности, жадные разложения,
фиксированные последние цифры, линейная аддитивная задача.
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Abstract

Let 𝑎1, . . . , 𝑎𝑑 be natural numbers satisfying condition 𝑎1 ≥ 𝑎2 ≥ . . . ≥ 𝑎𝑑−1 ≥ 𝑎𝑑 = 1.
Define sequence {𝑇𝑛} using the linear recurrent relation 𝑇𝑛 = 𝑎1𝑇𝑛−1 + 𝑎2𝑇𝑛−2 + . . .+ 𝑎𝑑𝑇𝑛−𝑑

and initial conditions 𝑇0 = 1, 𝑇𝑛 = 1 + 𝑎1𝑇𝑛−1 + 𝑎2𝑇𝑛−2 + . . . + 𝑎𝑛𝑇0 for 𝑛 < 𝑑. Let N(𝑤) be
a set of natural numbers for which the greedy expansion on the linear recurrent sequence {𝑇𝑛}
ends with some word 𝑤. Here 𝑤 is chosen in such a way that so that the set N(𝑤) is non-empty.
We study the problem about the number 𝑟𝑘(𝑁) of representations of a natural number 𝑁 in as
the sum of 𝑘 terms from N(𝑤).

Using the previously obtained description of the sets N(𝑤) in terms of shifts of tori of
dimension 𝑑 − 1, an asymptotic formula for the number of representations 𝑟𝑘(𝑁) is obtained,
and also found upper bounds for the number of representations.

Conditions on 𝑘 that ensure the existence of considered representations for all sufficiently
large natural numbers 𝑁 are found. In particular, such representations exist if 𝑘 ≥ 1 +

+ (𝑎1 + 1)𝑚−𝑑+1 (𝑎1+1)𝑑−1
𝑎1

, where 𝑚 is the length of the fixed end 𝑤 of the greedy expansion.
In addition, an asymptotic formula is obtained for the average number of representations.

In conclusion, several unsolved problems are formulated.

Keywords: linear recurrent sequences, greedy expansions, fixed last digits, linear additive
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1. Введение

Пусть 𝑎1, . . . , 𝑎𝑑 – натуральные числа, удовлетворяющие условию

𝑎1 ≥ 𝑎2 ≥ . . . ≥ 𝑎𝑑−1 ≥ 𝑎𝑑 = 1.

Определим последовательность {𝑇𝑛} при помощи линейного рекуррентного соотношения

𝑇𝑛 = 𝑎1𝑇𝑛−1 + 𝑎2𝑇𝑛−2 + . . .+ 𝑎𝑑𝑇𝑛−𝑑

и начальных условий
𝑇0 = 1,
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и

𝑇𝑛 = 1 + 𝑎1𝑇𝑛−1 + 𝑎2𝑇𝑛−2 + . . .+ 𝑎𝑛𝑇0

для 𝑛 < 𝑑. В этом случае любое натуральное число 𝑁 допускает однозначное жадное разло-
жение по последовательности {𝑇𝑛}:

𝑁 =

𝑚(𝑁)∑︁
𝑘=0

𝜀𝑘(𝑁)𝑇𝑘. (1)

Жадность разложения (1) означает, что что для любого𝑚1 < 𝑚(𝑁) выполняются неравенства

0 ≤ 𝑁 −
∑︀𝑚(𝑁)

𝑘=𝑚1
𝜀𝑘(𝑁)𝑇𝑘 < 𝑇𝑚1 .

Можно выделить два класса задач, связанных с разложениями вида (1):
1) задачи, связанные с изучением сумм цифр подобных разложений [1]–[6];
2) задачи, связанные с числами, имеющими заданное окончание разложения [7]–[10].
Мы рассмотрим задачу второго типа.
Для каждого натурального 𝑁 разложение (1) порождает конечное слово 𝑤(𝑁) =

= 𝜀𝑚(𝑁)(𝑁) . . . 𝜀0(𝑁) над алфавитом {0, 1, . . . , 𝑎1}. Очевидно, что не все конечные слова над
данным алфавитом порождаются разложениями натуральных чисел. Слова, порождаемые
такими разложениями, будем называть допустимыми. Известно [11], что слвоо является до-
пустимым тогда и только тогда, когда каждое его подслово лексикографически меньше слова
𝑎1 . . . 𝑎𝑑.

Пусть 𝑤 – допустимое слово. Обозначим через N(𝑤) множество натуральных чисел, для
которых 𝑤(𝑁) заканчивается на слово 𝑤.

Пусть 𝑟𝑘(𝑁) – число решений линейного диофантова уравения

𝑛1 + . . .+ 𝑛𝑘 = 𝑁

с дополнительными условиями

𝑛𝑗 ∈ N(𝑤).

Наша цель будет состоять в нахождении условий, при котоорых данная аддитивная задача
разрешима при всех достаточно больших 𝑁 , а также в получении асимптотической формулы
для 𝑟𝑘(𝑁).

В работе [12] был доказан следующий результат о множествах N(𝑤).

Теорема 1. Существует иррациональный сдвиг 𝑆 𝑑− 1-мерного тора T𝑑−1 (зависящий
от выбора линейной рекуррентной последовательности) такой, что для любого допустимого
слова 𝑤 существует линейно связное множество T(𝑤) ⊂ T𝑑−1 такое, что 𝑛 ∈ N(𝑤) тогда и
только тогда, когда 𝑆𝑛(0) ∈ T(𝑤).

В случае 𝑑 = 2 аналогичные результаты были получены ранее в [8] и [9]. В [10] имеется
обобщение на другой класс систем счисления.

Теорема 1 позволяет нам переопределить 𝑟𝑘(𝑁) как число решений линейного диофантова
уравнения

𝑛1 + . . .+ 𝑛𝑘 = 𝑁

с дополнительными условиями 𝑆𝑛𝑗 (0) ∈ T(𝑤). Именно это определение мы будем использовать
в дальнейшем.

В случае 𝑑 = 2 асимптотика для числа решений переформулированной задачи была впер-
вые получена в [13]. Более общий результат доказан в [14].
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2. Основной результат

Определим преобразование 𝑡𝑦(𝑥) : T𝑑−1 → T𝑑−1 формулой 𝑡𝑦(𝑥) = −𝑥+ 𝑦 mod Z𝑑−1. Опре-
делим также на торе T𝑑−1 функции 𝑐𝑘(𝑥) при помощи рекуррентного соотношения

𝑐𝑘(𝑥) =
1

𝑘 − 1

∫︁
𝑡𝑥(T(𝑤))

𝑐𝑘−1(𝑡)𝑑𝑡 (2)

с начальным условием
𝑐1(𝑥) = 𝜒𝑤(𝑥)

– характеристическая функция множества T(𝑤).

Замечание 9. В часности, при 𝑘 = 2 данное определение дает

𝑐𝑘(𝑥) = 𝑚𝑒𝑠(T(𝑤) ∩ 𝑡𝑥(T(𝑤)).

Отметим, что функция 𝑐1(𝑥) – кусочно постоянна, а функции 𝑐𝑘(𝑥) с 𝑘 ≥ 2 – непрерывны.

Теорема 2. Справедлива асимптотическая формула

𝑟𝑘(𝑁) ∼ 𝑐𝑘(𝑆
𝑁 (0))𝑁𝑘−1. (3)

Доказательство будем проводить индукцией по 𝑘. При 𝑘 = 1 в силу теоремы 1 имеем

𝑟1(𝑁) =

{︂
1, 𝑆𝑁 (0) ∈ T(𝑤)
0, 𝑆𝑁 (0) ̸∈ T(𝑤)

,

то есть 𝑟1(𝑁) = 𝜒𝑤(𝑆𝑁 (0)), что согласуется с (3).
Рассмотрим переход 𝑘 → 𝑘 + 1.
Заметим, что

𝑟𝑘+1(𝑁) =
∑︁

𝑛1 + 𝑛′2 = 𝑁

𝑆𝑛
′
2(0) ∈ T(𝑤)

𝑟𝑘(𝑛1).

Используя предположение индукции, получаем,

𝑟𝑘+1(𝑁) ∼
𝑛∑︁

𝑛1=1

𝑐𝑘(𝑆
𝑛1(0))𝑛𝑘−1

1 𝜒𝑤(𝑆𝑁−𝑛1(0)).

Воспользовавшись формулой суммирования по частям, находим

𝑟𝑘+1(𝑁) ∼ 𝑁𝑘−1𝐵𝑁 −
𝑁−1∑︁
𝑛1=1

𝐵𝑛1((𝑛1 + 1)𝑘−1 − 𝑛𝑘−1
1 ), (4)

где

𝐵𝑛1 =

𝑛1∑︁
𝑗=1

𝑐𝑘(𝑆
𝑗(0))𝜒𝑤(𝑆𝑁−𝑗(0)).

Далее, легко видеть, что 𝑆𝑁−𝑗(𝑥) ∈ T(𝑤) тогда и только тогда, когда 𝑆𝑗(0) ∈ 𝑡𝑆𝑁 (0)(T(𝑤)).
Поэтому

𝐵𝑛1 =

𝑛1∑︁
𝑗=1,𝑆𝑗(0)∈𝑡

𝑆𝑁 (0)
(T(𝑤))

𝑐𝑘(𝑆
𝑗(0)). (5)
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Мы хотим заменить сумму в (5) интегралом и оценить погрешность этой замены.
Докажем, что

|𝐵𝑛1 − 𝑛1𝑘𝑐𝑘+1(𝑆
𝑁 (0))| ≤ Δ(𝑛1), (6)

для некоторой функции Δ(𝑛), не зависящей от 𝑁 и такой, что lim
𝑛→∞

Δ(𝑛)
𝑛 = 0.

Пусть 𝑘 = 1. Тогда,

𝐵1 = ♯{𝑗 : 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛1 : 𝑆𝑗(0) ∈ 𝑡𝑆𝑁 (0)(T(𝑤)) ∩ T(𝑤)}.

Обозначим
𝑋𝑁 = 𝑡𝑆𝑁 (0)(T(𝑤)) ∩ T(𝑤).

Мы хотим доказать, что

|♯{𝑗 : 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛1 : 𝑆𝑗(0) ∈ 𝑋𝑁} − 𝑛1𝑚𝑒𝑠𝑋𝑁 | ≤ Δ(𝑛1).

Для любого измеримого по Жордану множества 𝑋 ∈ T𝑑−1 и любого 𝜀 > 0 определим
множества

𝑋𝜀 = {𝑥 ∈ T𝑑−1 : 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝜀 для некотого 𝑦 ∈ 𝑋},

𝑋−𝜀 = {𝑥 ∈ T𝑑−1 : 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 𝜀 для всех 𝑦 ∈ T𝑑−1 ∖𝑋}.

Пусть 𝑏(𝜀) – неубывающая функция, определенная для любого 𝜀 > 0 и такая, что 𝑏(𝜀) > 0 для
всех 𝜀 и lim

𝜀→0+
𝑏(𝜀) = 0. Будем говорить, что множество 𝑋 принадлежит классу ℳ𝑏 если для

любого 𝜀 > 0 выполняются неравенства

𝑚𝑒𝑠(𝑋𝜀 ∖𝑋) ≤ 𝑏(𝜀),

𝑚𝑒𝑠(𝑋 ∖𝑋−𝜀) ≤ 𝑏(𝜀).

Отметим, что каждое измеримое по Жордану множество 𝑋 принадлежит классу ℳ𝑏 для
некоторой функции 𝑏.

В работе [15] доказано, что для любого класса множеств ℳ𝑏 и для любой поcледователь-
ности 𝑥1, . . . , 𝑥𝑁 , . . . равномерно распределенной на торе T𝑑−1 существует функция Δ𝑏(𝑁) (за-
висящая от 𝑏(𝜀) и от последовательности), удовлетворяющая условию lim

𝑁→∞
Δ𝑏(𝑁)
𝑁 = 0 такая,

что для любого множества 𝑋 ∈ ℳ𝑏 выполняется неравенство

|♯{𝑗 : 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 : 𝑥𝑗 ∈ 𝑋} − 𝑛𝑚𝑒𝑠𝑋| ≤ Δ𝑏(𝑛). (7)

Заметим, что в формуле (5) множество 𝒯 (𝑤) и все множества 𝑡𝑆𝑁 (0)(T(𝑤)) получаются друг
из друга сдвигом тора и поэтому принадлежат одному и тому же классу ℳ𝑏𝑤 для некоторой
функции 𝑏𝑤(𝜀), зависящей только от выбора допустимого слова 𝑤.

Покажем, что, если 𝑌1 ∈ ℳ𝑏1 и 𝑌1 ∈ ℳ𝑏2 , то 𝑌1 ∩ 𝑌2 ∈ ℳ𝑏1+𝑏2 . Во-первых, (𝑌1 ∩ 𝑌2)𝜀 ⊆
⊆ (𝑌1)𝜀 ∩ (𝑌2)𝜀. Следовательно,

(𝑌1 ∩ 𝑌2)𝜀 ∖ (𝑌1 ∩ 𝑌2) ⊆ [(𝑌1)𝜀 ∩ (𝑌2)𝜀] ∖ (𝑌1 ∩ 𝑌2) ⊆
⊆ ([(𝑌1)𝜀 ∩ (𝑌2)𝜀] ∖ 𝑌1) ∪ ([(𝑌1)𝜀 ∩ (𝑌2)𝜀] ∖ 𝑌2) ⊆ [(𝑌1)𝜀 ∖ 𝑌1] ∪ [(𝑌2)𝜀 ∖ 𝑌1]

и
𝑚𝑒𝑠((𝑌1 ∩ 𝑌2)𝜀 ∖ (𝑌1 ∩ 𝑌2)) ≤ 𝑚𝑒𝑠([(𝑌1)𝜀 ∖ 𝑌1] ∪ [(𝑌2)𝜀 ∖ 𝑌1]) ≤

≤ 𝑚𝑒𝑠((𝑌1)𝜀 ∖ 𝑌1) +𝑚𝑒𝑠((𝑌2)𝜀 ∖ 𝑌2) ≤ 𝑏1(𝜀) + 𝑏2(𝜀)
.

Во-вторых, (𝑌1)−𝜀 ∩ (𝑌2)−𝜀 ⊆ (𝑌1 ∩ 𝑌2)−𝜀. Следовательно,

(𝑌1 ∩ 𝑌2) ∖ (𝑌1 ∩ 𝑌2)−𝜀 ⊆ (𝑌1 ∩ 𝑌2) ∖ [(𝑌1)−𝜀 ∩ (𝑌2)−𝜀] ⊆
⊆ [(𝑌1 ∩ 𝑌2) ∖ (𝑌1)−𝜀] ∪ [(𝑌1 ∩ 𝑌2) ∖ (𝑌2)−𝜀] ⊆ [𝑌1 ∖ (𝑌1)−𝜀] ∪ [𝑌2 ∖ (𝑌2)−𝜀]
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и
𝑚𝑒𝑠((𝑌1 ∩ 𝑌2) ∖ (𝑌1 ∩ 𝑌2)−𝜀) ≤ 𝑚𝑒𝑠([𝑌1 ∖ (𝑌1)−𝜀] ∩ [𝑌2 ∖ (𝑌2)−𝜀]) ≤

≤ 𝑚𝑒𝑠(𝑌1 ∖ (𝑌1)−𝜀) +𝑚𝑒𝑠(𝑌2 ∖ (𝑌2)−𝜀) ≤ 𝑏1(𝜀) + 𝑏2(𝜀)
,

то есть действительно 𝑌1 ∩ 𝑌2 ∈ ℳ𝑏1+𝑏2 .
Поэтому 𝑋𝑁 ∈ ℳ2𝑏𝑤(𝜀). Кроме того, в силу иррациональности сдвига 𝑆, последователь-

ность {𝑆𝑁 (0)} равномерно распредлена на торе T𝑑−1. Поэтому (6) в случае 𝑘 = 1 следует из
(7).

Пусть 𝑘 > 1. В этом случае (с учетом (2)) нам достаточно доказать оценку⃒⃒⃒⃒
⃒𝐵𝑛1 − 𝑛1

∫︁
𝑡
𝑆𝑁 (0)

(T(𝑤))
𝑐𝑘(𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ Δ(𝑛1).

В [16] доказано, что для любой непрерывной функции 𝑓 , любого класса ℳ𝑏 и для лю-
бой поcледовательности 𝑥1, . . . , 𝑥𝑁 , . . . равномерно распределенной на торе T𝑑−1 существует
функция Δ(𝑛) (зависязая от 𝑓 , 𝑏(𝜀) и от последовательности), удовлетворяющая условию
lim
𝑛→∞

Δ(𝑛)
𝑛 = 0 такая, что для любого 𝑋 ∈𝑀𝑏 справедлива оценка⃒⃒⃒⃒

⃒⃒ 𝑛∑︁
𝑗=1,𝑥𝑗∈𝑋

𝑓(𝑥𝑛) − 𝑛

∫︁
𝑋
𝑓(𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ Δ(𝑛). (8)

В качестве Δ(𝑛) можно взять

Δ(𝑛) = 4𝑛𝜔𝑓

(︃
𝑑−1

√︂
Δ𝑏(𝑛)

𝑛

)︃
,

где Δ𝑏(𝑛) было определено выше и 𝜔𝑓 (𝛿) = sup{|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦) : 𝑥, 𝑦 ∈ T𝑑−1, ||𝑥 − 𝑦||𝐿∞ < 𝛿} –
многомерный аналог модуля непрерывности.

Оценка (6) следует из (8) с учетом того, что 𝑐𝑘(𝑥) непрерывна при 𝑘 > 1 и все множества
𝑡𝑆𝑁 (0)(T(𝑤)) ∈ ℳ𝑏𝑤(𝜀).

Подставляя (6) в (4) и учитывая, что

𝑁−1∑︁
𝑛1=1

𝑛1((𝑛1 + 1)𝑘−1 − 𝑛𝑘−1
1 ) =

𝑁−1∑︁
𝑛1=1

𝑛1((𝑘 − 1)𝑛𝑘−2
1 +𝑂(𝑛𝑘−3

1 )) =

= (𝑘 − 1)
𝑁−1∑︁
𝑛1=1

(𝑛𝑘−1
1 +𝑂(𝑛𝑘−2

1 )) =
𝑘 − 1

𝑘
𝑁𝑘 +𝑂(𝑁𝑘−1)

после простых вычислений получаем требуемый результат.
Отметим, что формулу (2) для функции 𝑐𝑘(𝑥) можно также переписать в виде

𝑐𝑘(𝑥) =
1

(𝑘 − 1)!

∫︁
T𝑑−1

. . .

∫︁
T𝑑−1

𝜒𝑤(𝑥1)𝜒𝑤(𝑥2 − 𝑥1) . . . 𝜒𝑤(𝑥𝑘−1 − 𝑥𝑘−2)𝜒𝑤(𝑥− 𝑥𝑘−1)𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑘−1.

Доказательство получается при помощи многократного применения формулы (2).
Функция 𝑐𝑘(𝑥), возникающая в главном члене асимптотической формулы (3), имеет доста-

точно сложный вид. Поэтому возникает отдельная задача о нахождении эффективных оценок
для этой функции.
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Предложение 1. Справедливо неравенство

|𝑐𝑘(𝑥)| ≤ (𝑚𝑒𝑠T(𝑤))𝑘−1

(𝑘 − 1)!
. (9)

Доказательство проводится индукцией по 𝑘. При 𝑘 = 1 оценка (9) немедленно следует из
определения функции 𝑐1(𝑥). Переход 𝑘 → 𝑘 + 1 следует из неравенств

|𝑐𝑘+1(𝑥)| =
1

𝑘
|
∫︁
𝑡𝑥(T(𝑤))

𝑐𝑘(𝑥)𝑑𝑥| ≤ 1

𝑘

∫︁
𝑡𝑥(T(𝑤))

|𝑐𝑘(𝑥)|𝑑𝑥 ≤

≤ 1

𝑘

(𝑚𝑒𝑠T(𝑤))𝑘−1

(𝑘 − 1)!

∫︁
𝑡𝑥(T(𝑤))

1𝑑𝑥 ≤ (𝑚𝑒𝑠T(𝑤))𝑘

𝑘!
.

3. Условия разрешимости

Цель данного параграфа – найти оценку для 𝑘, при которой неравенство 𝑟𝑘(𝑁) > 0 будет
выполняться для всех достаточно больших 𝑁 .

Предложение 2. Пусть

𝜌𝑘 = lim
𝑁→∞

♯{𝑛 ≤ 𝑁 : 𝑟𝑘(𝑁) > 0}
𝑁

– плотность множества натуральных чисел, для которых рассматриваемая нами аддитив-
ная задача имеет решение. Тогда

𝜌𝑘 = min{1; 𝑘𝑚𝑒𝑠T(𝑤)}. (10)

Более того, существует постоянная ̃︀𝑐(𝑤) такая, что при 𝑘 ≥ [ 1
𝑚𝑒𝑠T(𝑤) ] + 1 выполняется

неравенство

|𝑐𝑘(𝑥)| ≥ ̃︀𝑐(𝑤)
(𝑚𝑒𝑠T(𝑤))𝑘−1

(𝑘 − 1)!
. (11)

Вначале заметим, что в соответствии с теоремой 2 и равномерной распределенностью точек
𝑆𝑁 (0) на торе T𝑑−1,

𝜌𝑘 = 𝑚𝑒𝑠{𝑥 ∈ T𝑑−1 : 𝑐𝑘(𝑥) ̸= 0}.

Из определения (2) функции 𝑐𝑘(𝑥) вытекает, что

supp 𝑐1(𝑥) = T(𝑤) (12)

и
supp 𝑐𝑘+1(𝑥) = {𝑥 : 𝑡𝑥(T(𝑤)) ∩ supp 𝑐𝑘(𝑥) ̸= ∅}. (13)

Здесь
supp 𝑐𝑘(𝑥) = {𝑥 : 𝑐𝑘(𝑥) ̸= 0}

– носитель функции 𝑐𝑘(𝑥). C учетом определения 𝑡𝑥, перепишем (13) в виде

supp 𝑐𝑘+1(𝑥) = {𝑥 : 𝑥+ T(𝑤) ∩ supp 𝑐𝑘(𝑥) ̸= ∅}.

Пусть теперь 𝑥 ∈ T(𝑤), 𝑦𝑘 ∈ supp 𝑐𝑘(𝑥). Тогда

𝑦𝑘 − 𝑥 ∈ supp 𝑐𝑘+1(𝑥). (14)
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Для двух множеств 𝑋,𝑌 ⊆ T𝑑−1, определим их сумму по Минковскому при помощи равенства

𝑋 + 𝑌 = {𝑥+ 𝑦 : 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 }.

Тогда из (13) имеем
T(𝑤) + (−supp 𝑐𝑘(𝑥)) ⊆ supp 𝑐𝑘+1(𝑥). (15)

В работе [17] была доказана оценка

𝑚𝑒𝑠(𝑋 + 𝑌 ) ≥ min{1;𝑚𝑒𝑠𝑋 +𝑚𝑒𝑠𝑌 }. (16)

Объединяя (15) и (16), получаем

𝜌𝑘+1 ≥ min{1;𝑚𝑒𝑠T(𝑤) + 𝜌𝑘}.

Поскольку из (12) вытекает, что
𝜌1 = 𝑚𝑒𝑠T(𝑤),

справедливость (10) далее легко устанавливается индукцией по 𝑘.
Перейдем к доказательству (11). Вновь воспользуемся индукцией по 𝑘. При 𝑘 = [ 1

𝑚𝑒𝑠T(𝑤) ]+1

требуемое неравенство следует из (10) и компактности тора (любая функция не обращающаяся
в нуль на некотором компактном множестве ограничена снизу на этом множестве некоторой
положительной константой). Переход 𝑘 → 𝑘 + 1 следует из неравенств

|𝑐𝑘+1(𝑥)| =
1

𝑘
|
∫︁
𝑡𝑥(T(𝑤))

𝑐𝑘(𝑥)𝑑𝑥| ≥ 1

𝑘

∫︁
𝑡𝑥(T(𝑤))

|𝑐𝑘(𝑥)|𝑑𝑥 ≥

≥ ̃︀𝑐(𝑤)
1

𝑘

(𝑚𝑒𝑠T(𝑤))𝑘−1

(𝑘 − 1)!

∫︁
𝑡𝑥(𝒯 (𝑤))

1𝑑𝑥 ≥ ̃︀𝑐(𝑤)
(𝑚𝑒𝑠T(𝑤))𝑘

𝑘!
.

Следствие 1. При условии 𝑘 ≥ 𝑘(𝑤) = [ 1
𝑚𝑒𝑠T(𝑤) ] + 1 𝑟𝑘(𝑁) > 0 для всех достаточно

больших 𝑁 . При 𝑘 < 𝑘(𝑤) 𝑟𝑘(𝑁) = 0 для бесконечно многих 𝑁 .

Для доказательства достаточно заметить, что в соотвествии с теоремой 2 𝑟𝑘(𝑁) > 0 для
всех достаточно больших 𝑁 тогда и только тогда, когда 𝑐𝑘(𝑥) > 0 для всех 𝑥, то есть тогда и
только тогда, когда 𝜌𝑘 = 1. Далее остается воспользоваться предложением 2.

Для эффективного использования предложений 1, 2 и следствия 1 необходимо уметь нахо-
дить меру множества T(𝑤). Описание данных множеств, полученное в [12] (см. также теорему
1) дает следующий способ вычисления 𝑚𝑒𝑠T(𝑤).

Рассмотрим граф, содержащий 𝑑 вершин, помеченных числами 0, 1, . . . , 𝑑−1. Ребра графа
имеют следующий вид:

1) 𝑎1 ориентированных петель в вершине 0, помеченных числами от 0 до 𝑎1 − 1;
2) ориентированные ребра из вершины 𝑖 в вершину 𝑖+ 1, помеченные числами 𝑎𝑖;
3) 𝑎𝑖+1 ориентированных ребер из вершины 𝑖 в вершину 0, помеченные числами от 0 до

𝑎𝑖+1 − 1.
Обозначим данный граф через 𝐺𝑟. Он имеет следующий вид.

00,...,𝑎1−1
''

𝑎1

��
1

𝑎2

��

0,...,𝑎2−1

[[ 2

0,...,𝑎3−1

YY
. . .

𝑎𝑑−1

��
𝑑− 1

0,...,𝑎𝑑−1

[[
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Каждому конечному пути 𝑣0
𝑐0−→ 𝑣1

𝑐1−→ . . .
𝑐𝑚−1−→ 𝑣𝑚 в графе 𝐺(𝛽) можно сопоставить слово

𝑐0𝑐1 . . . 𝑐𝑚−1, составленное из меток ребер пути. Пусть 𝐽(𝑤) – множество вершин графа 𝐺(𝛽)
для которых существует путь в 𝐺𝑟, начинающийся в вершине 𝑗, которому сопоставлено слово
𝑤.

Рассмотрим уравнение

𝑥𝑑 − 𝑎1𝑥
𝑑−1 − 𝑎2𝑥

𝑑−2 − . . .− 𝑎𝑑𝑥𝑑 = 0.

Из условия на коэффициенты

𝑎1 ≥ 𝑎2 ≥ . . . ≥ 𝑎𝑑−1 ≥ 𝑎𝑑 = 1

вытекает [18], что наибольший по модулю корень 𝛽 уравнения действительный, причем 𝛽 > 1.
Все остальные корни данноо уравнения по модулю меньше 1. Другими словами, 𝛽 является
числом Пизо.

Предложение 3. Справедливо равенство

𝑚𝑒𝑠T(𝑤) =

∑︀
𝑗∈𝐽(𝑤) 𝛽

𝑑−1−𝑗−|𝑤|∑︀𝑑−1
𝑙=0 𝛽

𝑙
.

Следствие 2. Пусть длина допустимого слова 𝑤 равна 𝑚. Тогда при условии

𝑘 ≥ [𝛽|𝑤|−𝑑+1 𝛽𝑑−1
𝛽−1 ] + 1 𝑟𝑘(𝑁) > 0 для всех достаточно больших 𝑁 .

Достаточно доказать, что

𝑘(𝑤) =

[︂
1

𝑚𝑒𝑠T(𝑤)

]︂
+ 1 ≤

[︂
𝛽𝑑+𝑚 − 𝛽𝑚

𝛽𝑑 − 𝛽𝑑−1

]︂
+ 1.

В силу предложения 3 имеем

𝑘(𝑤) = 1 +

[︃ ∑︀𝑑−1
𝑙=0 𝛽

𝑙∑︀
𝑗∈𝐽(𝑤) 𝛽

𝑑−1−𝑗−𝑚

]︃
.

Проверяя, что 0 ∈ 𝐽(𝑤) для всех допустимых слов 𝑤 находим

𝑘(𝑤) ≤ 1 +
𝑑−1∑︁
𝑙=0

𝛽𝑚+𝑙−𝑑+1. (17)

Просуммировав полученную геометрическую прогрессию, после простых преобразований по-
лучаем требуемый результат.

Следствие 3. Пусть 𝑤 – допустимое слово длины 𝑚 ≥ 𝑑 − 1. Тогда при условии

𝑘 ≥ 1 + (𝑎1 + 1)𝑚−𝑑+1 (𝑎1+1)𝑑−1
𝑎1

имеем 𝑟𝑘(𝑁) > 0 для всех достаточно больших 𝑁 .

Пусть 𝑃 (𝑥) = 𝑥𝑑 − 𝑎1𝑥
𝑑−1 − 𝑎2𝑥

𝑑−2 − . . .− 𝑎𝑑𝑥𝑑. Так как коэффициенты многочлена 𝑃 (𝑥)
не возрастают и 𝑎𝑑 = 1 при 𝑡 > 0 имеем

𝑃 (𝑥) ≥ 𝑥𝑑 − 𝑎1(𝑥
𝑑+1 + . . .+ 1) = 𝑥𝑑 − 𝑎1

𝑥𝑑 − 1

𝑥− 1
=
𝑥𝑑(𝑥− 𝑎1 − 1) + 𝑎1

𝑥− 1
.

Так как 𝑎1 > 1, отсюда получаем, что 𝑃 (𝑥) > 0 при 𝑥 > 𝑎1 + 1 и, следовательно,

𝛽 < 𝑎1 + 1.
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Так как 𝑚 ≥ 𝑑− 1, при 𝑙 ≥ 0 имеем 𝑚+ 𝑙 − 𝑑+ 1 ≥ 0 и

𝛽𝑚+𝑙−𝑑+1 < (𝑎+ 1)𝑚+𝑙−𝑑+1.

Подcnавляя данную оценку в (17) и суммируя геометрическую прогрессию, получаем, что

𝑘(𝑤) ≤ 1 + (𝑎1 + 1)𝑚−𝑑+1 (𝑎1 + 1)𝑑 − 1

𝑎1
,

что и требовалось.

4. Асимптотика для среднего числа решений

Рассмотрим также среднее число решений

𝑠𝑟𝑘(𝑁) =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑛=1

𝑟𝑘(𝑁).

Теорема 3. Для любого допустимого слова 𝑤 справедлива асимптотическая формула

𝑠𝑟𝑘(𝑁) ∼ (𝑚𝑒𝑠T(𝑤))𝑘−1

𝑘!
𝑁𝑘−1.

C учетом теоремы 2, имеем

𝑠𝑟𝑘(𝑁) ∼ 1

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘(𝑆
𝑛(0))𝑛𝑘−1.

Используя формулу суммирования по частям, получаем

𝑠𝑟𝑘(𝑁) =
1

𝑁

(︃
𝐵𝑁𝑁

𝑘−1 −
𝑁−1∑︁
𝑛=1

((𝑛+ 1)𝑘−1 − 𝑛𝑘−1)

)︃
,

где

𝐵𝑛 =
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑘(𝑆
𝑗(0)).

Рассуждая аналогично доказательству теоремы 2, находим, что

𝐵𝑛 ∼ 𝐶𝑘𝑛

и

𝑠𝑟𝑘(𝑁) ∼ 𝐶𝑘
𝑘
𝑁𝑘−1.

Здесь

𝐶𝑘 =

∫︁
T𝑑−1

𝑐𝑘(𝑥)𝑑𝑥.

Для завершения доказательства теоремы 3 остается доказать, что

𝐶𝑘 =
(𝑚𝑒𝑠T(𝑤))𝑘

(𝑘 − 1)!
.
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Доказательство будем проводить индукцией по 𝑘. При 𝑘 = 1 имеем

𝐶1 =

∫︁
T𝑑−1

𝜒𝑤(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑚𝑒𝑠T(𝑤),

что и требуется.
Рассмотрим переход 𝑘 → 𝑘 + 1. Нам достаточно показать, что

𝐶𝑘+1 =
𝑚𝑒𝑠T(𝑤)

𝑘
𝐶𝑘.

Согласно определению,

𝐶𝑘+1 =

∫︁
T𝑑−1

𝑐𝑘+1(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
T𝑑−1

1

𝑘

∫︁
𝑡𝑥(T(𝑤))

𝑐𝑘−1(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥.

Сделаем замену 𝑡→ 𝑡− 𝑥 во внутреннем интеграле. Тогда

𝐶𝑘+1 =
1

𝑘

∫︁
T𝑑−1

∫︁
−T(𝑤)

𝑐𝑘−1(𝑡− 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥.

Меняя интегралы местами и замечая, что интеграл от функции по всему тору инвариантен
относительно сдвига аргумента, получаем

𝐶𝑘+1 =
1

𝑘

∫︁
−T(𝑤)

∫︁
T𝑑−1

𝑐𝑘−1(𝑡− 𝑥)𝑑𝑡𝑑𝑥 =
1

𝑘

∫︁
−T(𝑤)

∫︁
T𝑑−1

𝑐𝑘−1(𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥 =

=
1

𝑘

∫︁
−T(𝑤)

𝐶𝑘𝑑𝑥 =
𝑚𝑒𝑠T(𝑤)

𝑘
𝐶𝑘,

что и требовалось.

5. Заключение

В работе получена асимптотическая формула для числа представлений натуральных чи-
сел в виде суммы заданного числа слагаемых с фиксированным окончанием разложения по
линейной рекуррентной последовательности порядка 𝑑. В основе доказательства лежит полу-
ченное ранее описание данных чисел в терминах орбит некоторого сдвига 𝑆 тора размерности
𝑑− 1, а также полученная в настоящей работе асимптотическая формула для числа решений
уравнения 𝑛1 + . . . + 𝑛𝑘 = 𝑁 с условиями на слагаемые вида 𝑆𝑛𝑗 (0) ∈ 𝑋, где 𝑋 – некоторая
область на торе. Ранее аналогичные результаты были известны только в случае 𝑑 = 2.

Поскольку главный член асимптотики для числа решений содержит некоторую очень
сложно устроенную функцию, поучена также простая верхняя оценка на число решений.
Кроме того, найдены нижние оценки на 𝑘, гарантирующие, что любое достаточно большое
натуральное число будет представимо в виде суммы 𝑘 слагаемых с фиксированным окончани-
ем разложения по линейной рекуррентной последовательности. Также получена асимптотика
для среднего числа решений, имеющая принципиально более простой вид.

В случае 𝑑 = 2 в серии работ Гриценко и Мотькиной [19]–[22] были получены более силь-
ные результаты, касающиеся решения ряда классических проблем теории чисел в числах, удо-
вретворяющих условиям вида {𝑛𝛼} ∈ 𝐼 (с алгебраическим 𝛼). Было бы интересно получить
аналог этих результатов для произвольного 𝑑.

Также было бы интересно заменить условия вида 𝑆𝑛𝑗 (0) ∈ 𝑋 на более общие условия
𝑆
𝑛𝑗

𝑗 (0) ∈ 𝑋𝑗 , где 𝑆1, . . . , 𝑆𝑘 – различные сдвиги торов (возможно различной размерности).
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