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Аннотация

Обнаружение достаточного количества тензорных инвариантов (и не только первых
интегралов), как известно [13, 14, 45], позволяет проинтегрировать систему дифференци-
альных уравнений. Например, наличие инвариантной дифференциальной формы фазово-
го объема позволяет уменьшить количество требуемых первых интегралов. Как известно,
для консервативных систем этот факт естественен. Для систем же, обладающих притя-
гивающими или отталкивающими предельными множествами, не только некоторые пер-
вые интегралы, но и коэффициенты имеющихся инвариантных дифференциальных форм
должны, вообще говоря, включать трансцендентные (т.е. имеющие существенно особые
точки, в смысле комплексного анализа) функции (см. также [1, 23, 24]).

Кратко приведем примеры часто встречающихся тензорных инвариантов. Скалярные
инварианты — это первые интегралы рассматриваемой системы. Инвариантные вектор-
ные поля — поля симметрий для данной системы (они коммутируют с векторным полем
рассматриваемой системы). Фазовые потоки систем дифференциальных уравнений, по-
рождаемых этими полями, переводят решения рассматриваемой системы в решения той
же системы. Инвариантные внешние дифференциальные формы (что, в основном, и про-
ведено в данной работе) порождают интегральные инварианты рассматриваемой системы.
При этом само векторное поле рассматриваемой системы является одним из инвариан-
тов (тривиальный инвариант). Знание тензорных инвариантов рассматриваемой системы
дифференциальных уравнений облегчает и ее интегрирование, и качественное исследо-
вание. Наш подход состоит в том, что для точного интегрирования автономной системы
из 𝑛 дифференциальных уравнений, помимо упомянутого тривиального инварианта, надо
знать еще 𝑛− 1 независимых тензорных инвариантов.

В работе предъявлены тензорные инварианты (дифференциальные формы) для од-
нородных динамических систем на касательных расслоениях к гладким четырехмерным
многообразиям. Показана связь наличия данных инвариантов и полным набором первых
интегралов, необходимых для интегрирования геодезических, потенциальных и диссипа-
тивных систем. При этом вводимые силовые поля делают рассматриваемые системы дис-
сипативными с диссипацией разного знака и обобщают ранее рассмотренные.

Ключевые слова: динамическая система, интегрируемость, диссипация, трансцендент-
ный первый интеграл, инвариантная дифференциальная форма.

Библиография: 47 названий.

Для цитирования:
М. В. Шамолин. Некоторые тензорные инварианты геодезических, потенциальных и дисси-
пативных систем с четырьмя степенями свободы // Чебышевcкий сборник, 2023, т. 24, вып. 3,
с. 190–211.



Некоторые тензорные инварианты. . . 191

CHEBYSHEVSKII SBORNIK

Vol. 24. No. 3.

UDC 517.9+531.01 DOI 10.22405/2226-8383-2023-24-3-190-211

Some tensor invariants of geodesic, potential, and dissipative
systems with four degrees of freedom

M. V. Shamolin

Shamolin Maxim Vladivirovich — doctor of physical and mathematical sciences, professor,
Lomonosov Moscow State University (Moscow).
e-mail: shamolin@rambler.ru, shamolin@imec.msu.ru

Abstract

The detection of a sufficient number of tensor invariants (and not only the first integrals),
as [13, 14, 45] is known, allows integrating a system of differential equations. For example, the
presence of an invariant differential form of the phase volume makes it possible to reduce the
number of required first integrals. As you know, this fact is natural for conservative systems.
For systems with attracting or repelling limit sets, not only some first integrals, but also
the coefficients of the available invariant differential forms should, generally speaking, include
transcendental (i.e. having essentially singular points, in the sense of complex analysis) functions
(see also [1, 23, 24]).

We briefly give examples of frequently occurring tensor invariants. Scalar invariants are the
first integrals of the system under consideration. Invariant vector fields are symmetry fields for
a given system (they commute with the vector field of the system under consideration). The
phase flows of systems of differential equations generated by these fields translate the solutions
of the system in question into solutions of the same system. Invariant external differential forms
(which is mainly carried out in this paper) generate integral invariants of the system under
consideration. At the same time, the vector field of the system under consideration itself is one
of the invariants (a trivial invariant). Knowledge of tensor invariants of the system of differential
equations under consideration facilitates both its integration and qualitative research. Our
approach consists in the fact that in order to accurately integrate an autonomous system of
𝑛 differential equations, in addition to the mentioned trivial invariant, it is necessary to know
𝑛− 1 independent tensor invariants.

In this paper, we present tensor invariants (differential forms) for homogeneous dynamical
systems on the tangent bundles of smooth four-dimensional manifolds and demonstrate the
connection between the availability of these invariants and the existence of a complete set of
first integrals, which is necessary for integrating of geodesic, potential, and dissipative systems.

Keywords: dynamical system, integrability, dissipation, transcendental first integral, invari-
ant differential form.
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Введение

Как показано ранее, задача о движении пятимерного маятника на обобщенном сфери-
ческом шарнире в неконсервативном поле сил, который можно образно описать, как “поток
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набегающей среды, заполняющей объемлющее пятимерное пространство”, приводит к дина-
мической системе на касательном расслоении к четырехмерной сфере, при этом метрика спе-
циального вида на ней индуцирована дополнительными группами симметрий [7, 16, 22, 29].
Динамические системы, описывающие движение такого маятника, обладают знакопеременной
диссипацией, полный список первых интегралов состоит из трансцендентных (т.е. имеющих
существенно особые точки) функций, выражающихся через конечную комбинацию элементар-
ных функций.

Такое же фазовое пространство естественно возникает в задаче о движении точки по четы-
рехмерной сфере с индуцированной метрикой объемлющего пятимерного пространства. Отме-
тим также задачи о движении точки по более общим четырехмерным поверхностям вращения,
в пространстве Лобачевского (например, в модели Клейна) и т.д. Полученные результаты осо-
бенно важны в смысле присутствия в системе именно неконсервативного поля сил [18, 26, 32].

Важные частные случаи систем с четырьмя степенями свободы с неконсервативным полем
сил рассматривались в работах автора [33, 34, 36]. Настоящее исследование распространяет
результаты этих работ на более широкий класс динамических систем.

В данной работе для рассматриваемого класса динамических систем предъявлены полные
наборы инвариантных дифференциальных форм фазового объема для однородных систем
на касательных расслоениях к гладким четырехмерным многообразиям (об аналогичных ис-
следованиях для систем меньшей размерности см. [43, 44]). Показана связь наличия данных
инвариантов с полным набором первых интегралов, необходимых для интегрирования геоде-
зических, потенциальных и диссипативных систем. При этом вводимые силовые поля вносят
в рассматриваемые системы диссипацию разного знака и обобщают ранее рассмотренные (см.
также [40, 41, 42]).

Сначала изучается задача геодезических, включающая, в частности, геодезические на сфе-
ре и других поверхностях вращения, четырехмерного пространства Лобачевского. Указыва-
ются достаточные условия интегрируемости уравнений геодезических. Затем в системы добав-
ляется потенциальное поле сил специального вида, также указываются достаточные условия
интегрируемости рассматриваемых уравнений, на классах задач, аналогичных рассмотрен-
ным ранее. И в заключение рассматривается усложнение задачи, возникающее в результате
добавления неконсервативного поля сил со знакопеременной диссипацией. Указываются до-
статочные условия интегрируемости.

1. Инварианты систем геодезических на касательном расслоении
к четырехмерному многообразию

Рассмотрим гладкое четырехмерное риманово многообразие 𝑀4{𝛼, 𝛽} с координатами
(𝛼, 𝛽), 𝛽 = (𝛽1, 𝛽2, 𝛽3), римановой метрикой 𝑔𝑖𝑗(𝛼, 𝛽), порождающей аффинную связность
Γ𝑖𝑗𝑘(𝛼, 𝛽), и изучим структуру уравнений геодезических линий на касательном расслоении

𝑇𝑀4{�̇�, �̇�1, �̇�2, �̇�3;𝛼, 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3} (ср. с [2, 3, 8]) при изменении координат на нем. Для этого
рассмотрим далее достаточно общий случай задания новых кинематических соотношений в
следующем виде:

�̇� = 𝑧4𝑓4(𝛼),

�̇�1 = 𝑧3𝑓1(𝛼),

�̇�2 = 𝑧2𝑓2(𝛼)𝑔1(𝛽1),

�̇�3 = 𝑧1𝑓3(𝛼)𝑔2(𝛽1)ℎ(𝛽2),

(1)

где 𝑓1(𝛼), . . ., 𝑓4(𝛼), 𝑔1(𝛽1), 𝑔2(𝛽1), ℎ(𝛽2) — достаточно гладкие функции, не равные тожде-
ственно нулю. Такие координаты 𝑧1, . . ., 𝑧4, в касательном пространстве вводятся тогда, когда
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рассматриваются уравнения геодезических [17, 19, 35], например, с 13 ненулевыми коэффи-
циентами связности (в частности, на четырехмерных поверхностях вращения, в пространстве
Лобачевского и т.д.):⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

�̈�+ Γ𝛼𝛼𝛼(𝛼, 𝛽)�̇�2 + Γ𝛼11(𝛼, 𝛽)�̇�21 + Γ𝛼22(𝛼, 𝛽)�̇�22 + Γ𝛼33(𝛼, 𝛽)�̇�23 = 0,

𝛽1 + 2Γ1
𝛼1(𝛼, 𝛽)�̇��̇�1 + Γ1

22(𝛼, 𝛽)�̇�22 + Γ1
33(𝛼, 𝛽)�̇�23 = 0,

𝛽2 + 2Γ2
𝛼2(𝛼, 𝛽)�̇��̇�2 + 2Γ2

12(𝛼, 𝛽)�̇�1�̇�2 + Γ2
33(𝛼, 𝛽)�̇�23 = 0,

𝛽3 + 2Γ3
𝛼3(𝛼, 𝛽)�̇��̇�3 + 2Γ3

13(𝛼, 𝛽)�̇�1�̇�3 + 2Γ3
23(𝛼, 𝛽)�̇�2�̇�3 = 0,

(2)

т.е. остальные коэффициенты связности равны нулю.
В случае (1) необходимые соотношения, их дополняющие на касательном расслоении

𝑇𝑀4{𝑧4, . . . , 𝑧1;𝛼, 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3} примут вид

�̇�1 = −𝑓4(𝛼)

[︂
2Γ3

𝛼3(𝛼, 𝛽) +
𝑑 ln |𝑓3(𝛼)|

𝑑𝛼

]︂
𝑧1𝑧4 − 𝑓1(𝛼)

[︂
2Γ3

13(𝛼, 𝛽) +
𝑑 ln |𝑔2(𝛽1)|

𝑑𝛽1

]︂
𝑧1𝑧3−

− 𝑓2(𝛼)𝑔1(𝛼)

[︂
2Γ3

23(𝛼, 𝛽) +
𝑑 ln |ℎ(𝛽2)|

𝑑𝛽2

]︂
𝑧1𝑧2,

�̇�2 = −𝑓4(𝛼)

[︂
2Γ2

𝛼2(𝛼, 𝛽) +
𝑑 ln |𝑓2(𝛼)|

𝑑𝛼

]︂
𝑧2𝑧4 − 𝑓1(𝛼)

[︂
2Γ2

12(𝛼, 𝛽) +
𝑑 ln |𝑔1(𝛽1)|

𝑑𝛽1

]︂
𝑧2𝑧3−

− 𝑓23 (𝛼)

𝑓2(𝛼)

𝑔22(𝛽1)

𝑔1(𝛽1)
ℎ2(𝛽2)Γ

2
33(𝛼, 𝛽)𝑧21 ,

�̇�3 = −𝑓4(𝛼)

[︂
2Γ1

𝛼1(𝛼, 𝛽) +
𝑑 ln |𝑓1(𝛼)|

𝑑𝛼

]︂
𝑧3𝑧4 −

𝑓22 (𝛼)

𝑓1(𝛼)
𝑔21(𝛽1)Γ

1
22(𝛼, 𝛽)𝑧22−

− 𝑓23 (𝛼)

𝑓1(𝛼)
𝑔22(𝛽1)ℎ

2(𝛽2)Γ
1
33(𝛼, 𝛽)𝑧21 ,

�̇�4 = −𝑓4(𝛼)

[︂
Γ𝛼𝛼𝛼(𝛼, 𝛽) +

𝑑 ln |𝑓4(𝛼)|
𝑑𝛼

]︂
𝑧24 −

𝑓21 (𝛼)

𝑓4(𝛼)
Γ𝛼11(𝛼, 𝛽)𝑧23 −

𝑓22 (𝛼)

𝑓4(𝛼)
𝑔21(𝛽1)Γ

𝛼
22(𝛼, 𝛽)𝑧22−

− 𝑓23 (𝛼)

𝑓4(𝛼)
𝑔22(𝛽1)ℎ

2(𝛽2)Γ
𝛼
33(𝛼, 𝛽)𝑧21 ,

(3)

и уравнения (2) геодезических почти всюду эквивалентны составной системе (1), (3) на мно-
гообразии 𝑇𝑀4{𝑧4, . . . , 𝑧1;𝛼, 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3} с новыми координатами 𝑧1, . . . , 𝑧4 на касательном про-
странстве.

Отметим ряд задач, приводящих к уравнениям (2) (к системе (1), (3)).
(𝑎) Системы на касательном расслоении к четырехмерной сфере. Здесь необходимо вы-

делить два случая метрик на сфере. Один случай — метрика, индуцированная евклидовой
метрикой объемлющего пятимерного пространства. Такая метрика естественна для изучения
задачи о движении точки по такой сфере. Второй случай — приведенная метрика, индуциро-
ванная группами симметрий, характерных для движения динамически симметричного пяти-
мерного твердого тела (см. также [40, 42]).

(𝑏) Системы на касательных расслоениях более общих четырехмерных поверхностях вра-
щения.

(𝑐) Системы на касательном расслоении четырехмерного пространства Лобачевского в мо-
дели Клейна.

Как будет показано, для полного интегрирования системы (1), (3) достаточно знать пять
независимых тензорных инвариантов: или пять первых интегралов, или пять независимых
дифференциальных форм, или какую-то комбинацию из интегралов и форм общим коли-
чеством пять. При этом, конечно, инварианты (в частности, для уравнений геодезических)
можно искать и в более общем виде, чем рассмотрено далее (ср. с [6, 11, 12]).
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И то, что полный набор состоит из пяти, а не из семи, тензорных инвариантов (помимо
упомянутого тривиального), будет показано ниже.

Как известно, первым интегралом уравнений геодезических (2), переписанных в виде

�̈�𝑖 +
4∑︁

𝑗,𝑘=1

Γ𝑖𝑗𝑘(𝑥)�̇�𝑗 �̇�𝑘 = 0, 𝑖 = 1, . . . , 4, (4)

является гладкая функция

Φ(�̇�;𝑥) =

4∑︁
𝑗,𝑘=1

𝑔𝑗𝑘(𝑥)�̇�𝑗 �̇�𝑘, (5)

но мы представим его в более простой форме.
Кроме того, в следующей теореме 1 (которая справедлива и при более общих условиях)

накладываются 16 алгебраических и дифференциальных соотношений на 20 функций: на 7
функций 𝑓1(𝛼), . . ., 𝑓4(𝛼), 𝑔1(𝛽1), 𝑔2(𝛽1), ℎ(𝛽2) из (1) и на 13, вообще говоря, ненулевых коэф-
фициентов связности Γ𝑖𝑗𝑘(𝛼, 𝛽).

Отметим также, что в [10, 15, 41] рассмотрены примеры систем геодезических на четырех-
мерной сфере с различными метриками, а в [7] — примеры систем геодезических на четырех-
мерных поверхностях вращения и в пространстве Лобачевского.

Теорема 1. Если выполнены условия

𝑓1(𝛼) ≡ 𝑓2(𝛼) ≡ 𝑓3(𝛼) =: 𝑓(𝛼), 𝑔1(𝛽1) ≡ 𝑔2(𝛽1) =: 𝑔(𝛽1), (6)

Γ1
𝛼1(𝛼, 𝛽) ≡ Γ2

𝛼2(𝛼, 𝛽) ≡ Γ3
𝛼3(𝛼, 𝛽) = Γ1(𝛼),

Γ2
12(𝛼, 𝛽) ≡ Γ3

13(𝛼, 𝛽) = Γ2(𝛽1), Γ3
23(𝛼, 𝛽) = Γ3(𝛽2),

(7)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Γ𝛼11(𝛼, 𝛽) ≡ Γ𝛼22(𝛼, 𝛽)𝑔2(𝛽1) ≡ Γ𝛼33(𝛼, 𝛽)𝑔2(𝛽1)ℎ
2(𝛽2) =: Γ4(𝛼),

Γ1
22(𝛽1) ≡ ℎ2(𝛽2)Γ

1
33(𝛽1, 𝛽2), Γ𝛼𝛼𝛼(𝛼, 𝛽) +

𝑑 ln |𝑓4(𝛼)|
𝑑𝛼

≡ 0,

𝑓24 (𝛼)

[︂
2Γ1(𝛼) +

𝑑 ln |𝑓(𝛼)|
𝑑𝛼

]︂
+ 𝑓2(𝛼)Γ4(𝛼) ≡ 0,

2Γ2(𝛽1) +
𝑑 ln |𝑔(𝛽1)|

𝑑𝛽1
+ 𝑔2(𝛽1)Γ

1
22(𝛽1) ≡ 0,

2Γ3(𝛽2) +
𝑑 ln |ℎ(𝛽2)|

𝑑𝛽2
+ ℎ2(𝛽2)Γ

2
33(𝛽2) ≡ 0,

(8)

то система (1), (3) обладает полным набором, состоящим из пяти первых интегралов вида

Φ1(𝑧4, . . . , 𝑧1) = 𝑧21 + . . .+ 𝑧24 = 𝐶2
1 = const; (9)

Φ2(𝑧3, 𝑧2, 𝑧1;𝛼) =
√︁
𝑧21 + 𝑧22 + 𝑧23 Φ0(𝛼) = 𝐶2 = const,

Φ0(𝛼) = 𝑓(𝛼) exp

⎧⎨⎩2

𝛼∫︁
𝛼0

Γ1(𝑏)𝑑𝑏

⎫⎬⎭ ;
(10)

Φ3(𝑧2, 𝑧1;𝛼, 𝛽1) =
√︁
𝑧21 + 𝑧22 Φ0(𝛼)Ψ1(𝛽1) = 𝐶3 = const,

Ψ1(𝛽1) = 𝑔(𝛽1) exp

⎧⎪⎨⎪⎩2

𝛽1∫︁
𝛽1,0

Γ2(𝑏)𝑑𝑏

⎫⎪⎬⎪⎭ ;
(11)
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Φ4(𝑧1;𝛼, 𝛽1, 𝛽2) = 𝑧1Φ0(𝛼)Ψ1(𝛽1)Ψ2(𝛽2) = 𝐶3 = const,

Ψ2(𝛽2) = ℎ(𝛽2) exp

⎧⎪⎨⎪⎩2

𝛽2∫︁
𝛽2,0

Γ3(𝑏)𝑑𝑏

⎫⎪⎬⎪⎭ ;
(12)

Φ5(𝛽2, 𝛽3) = 𝛽3 ±
𝛽2∫︁

𝛽2,0

𝐶4ℎ(𝑏)√︀
𝐶2
3Ψ2

2(𝑏) − 𝐶2
4

𝑑𝑏 = 𝐶5 = const. (13)

Более того, после некоторого ее приведения — замен независимой переменной

𝑑

𝑑𝑡
= 𝑓4(𝛼)

𝑑

𝑑𝜏
(14)

и фазовых

𝑤4 = 𝑧4, 𝑤
*
3 = ln |𝑤3|, 𝑤3 =

√︁
𝑧21 + 𝑧22 + 𝑧23 ,

𝑤*
𝑠 = ln

⃒⃒⃒
𝑤𝑠 +

√︀
1 + 𝑤2

𝑠

⃒⃒⃒
, 𝑠 = 1, 2, 𝑤2 =

𝑧2
𝑧1
, 𝑤1 =

𝑧3√︀
𝑧21 + 𝑧22

(15)

— фазовый поток системы (1), (3) сохраняет фазовый объем с постоянной плотностью на
касательном расслоении 𝑇𝑀4{𝑤4, 𝑤

*
3, 𝑤

*
2, 𝑤

*
1;𝛼, 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3}, т.е. сохраняется соответствую-

щая дифференциальная форма

𝑑𝑤4 ∧ 𝑑𝑤*
3 ∧ 𝑑𝑤*

2 ∧ 𝑑𝑤*
1 ∧ 𝑑𝛼 ∧ 𝑑𝛽1 ∧ 𝑑𝛽2 ∧ 𝑑𝛽3. (16)

Видно, что условий (6)–(8) заведомо меньше (их 16), чем количество “произвольных” функ-
ций 𝑓1(𝛼), . . ., 𝑓4(𝛼), 𝑔1(𝛽1), 𝑔2(𝛽1), ℎ(𝛽2) из (1) (их 7) и 13, вообще говоря, ненулевых коэф-
фициентов связности Γ𝑖𝑗𝑘(𝛼, 𝛽) (т.е. всего их 20).

Заметим также, что система равенств (8) может трактоваться как возможность преобра-
зования квадратичной формы метрики многообразия к каноническому виду с законом сохра-
нения энергии (9) (или см. ниже (24)) в зависимости от рассматриваемой задачи. История и
текущее состояние рассмотрения данной более общей проблемы достаточно обширны (отме-
тим лишь работы [4, 10, 20, 21, 27]). Ну а поиск как интеграла (9), так и (10)–(13) опирается
на наличие в системе дополнительных групп симметрий [28, 30, 31].

Пример 5. В случае обобщенных сферических координат (𝛼, 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3), когда метрика на
четырехмерной сфере S4 индуцирована евклидовой метрикой объемлющего пятимерного про-
странства (задача класса (𝑎)), однопараметрическая система, эквивалентная почти всюду
уравнениям геодезических⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̈�−
[︁
�̇�21 + �̇�22 sin2 𝛽1 + �̇�23 sin2 𝛽1 sin2 𝛽2

]︁
sin𝛼 cos𝛼 = 0,

𝛽1 + 2�̇��̇�1
cos𝛼

sin𝛼
− (�̇�22 + �̇�23 sin2 𝛽2) sin𝛽1 cos𝛽1 = 0,

𝛽2 + 2�̇��̇�2
cos𝛼

sin𝛼
+ 2�̇�1�̇�2

cos𝛽1
sin𝛽1

− �̇�23 sin𝛽2 cos𝛽2 = 0,

𝛽3 + 2�̇��̇�3
cos𝛼

sin𝛼
+ 2�̇�1�̇�3

cos𝛽1
sin𝛽1

+ 2�̇�2�̇�3
cos𝛽2
sin𝛽2

= 0,

(17)
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и имеющая первые интегралы (9)–(13), примет следующий вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇� = −𝑧4,

�̇�4 = −(𝑧21 + 𝑧22 + 𝑧23)
cos𝛼

sin𝛼

1

1 + 𝜈1 sin2 𝛼
,

�̇�3 = 𝑧3𝑧4
cos𝛼

sin𝛼

1

1 + 𝜈1 sin2 𝛼
+ (𝑧21 + 𝑧22)

1

sin𝛼

cos𝛽1
sin𝛽1

1√︀
1 + 𝜈1 sin2 𝛼

,

�̇�2 = 𝑧2𝑧4
cos𝛼

sin𝛼

1

1 + 𝜈1 sin2 𝛼
− 𝑧2𝑧3

1

sin𝛼

cos𝛽1
sin𝛽1

1√︀
1 + 𝜈1 sin2 𝛼

−

− 𝑧21
1

sin𝛼

1

sin𝛽1

cos𝛽2
sin𝛽2

1√︀
1 + 𝜈1 sin2 𝛼

,

�̇�1 = 𝑧1𝑧4
cos𝛼

sin𝛼

1

1 + 𝜈1 sin2 𝛼
− 𝑧1𝑧3

1

sin𝛼

cos𝛽1
sin𝛽1

1√︀
1 + 𝜈1 sin2 𝛼

+

+ 𝑧1𝑧2
1

sin𝛼

1

sin𝛽1

cos𝛽2
sin𝛽2

1√︀
1 + 𝜈1 sin2 𝛼

,

�̇�1 = 𝑧3
1

sin𝛼
√︀

1 + 𝜈1 sin2 𝛼
,

�̇�2 = −𝑧2
1

sin𝛼 sin𝛽1
√︀

1 + 𝜈1 sin2 𝛼
,

�̇�3 = 𝑧1
1

sin𝛼 sin𝛽1 sin𝛽2
√︀

1 + 𝜈1 sin2 𝛼
, 𝜈1 ∈ R,

(18)

если первое, шестое, седьмое и восьмое уравнения системы (18) рассматривать как новые
кинематические соотношения.

Пример 6. В случае обобщенных сферических координат (𝛼, 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3), но когда метрика
на четырехмерной сфере S4 индуцирована метрикой специального силового поля при нали-
чии некоторой группы симметрий (см. также [31], задача класса (𝑎)), однопараметрическая
система, эквивалентная почти всюду уравнениям геодезических⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̈�−
[︁
�̇�21 + �̇�22 sin2 𝛽1 + �̇�23 sin2 𝛽1 sin2 𝛽2

]︁ sin𝛼

cos𝛼
= 0,

𝛽1 + �̇��̇�1
1 + cos2 𝛼

sin𝛼 cos𝛼
− (�̇�22 + �̇�23 sin2 𝛽2) sin𝛽1 cos𝛽1 = 0,

𝛽2 + �̇��̇�2
1 + cos2 𝛼

sin𝛼 cos𝛼
+ 2�̇�1�̇�2

cos𝛽1
sin𝛽1

− �̇�23 sin𝛽2 cos𝛽2 = 0,

𝛽3 + �̇��̇�3
1 + cos2 𝛼

sin𝛼 cos𝛼
+ 2�̇�1�̇�3

cos𝛽1
sin𝛽1

+ 2�̇�2�̇�3
cos𝛽2
sin𝛽2

= 0,

(19)

и имеющая первые интегралы (9)–(13), примет следующий вид:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇� = −𝑧4,

�̇�4 = −(𝑧21 + 𝑧22 + 𝑧23)
cos𝛼

sin𝛼

1

1 + 𝜈1 sin2 𝛼
,

�̇�3 = 𝑧3𝑧4
cos𝛼

sin𝛼

1

1 + 𝜈1 sin2 𝛼
+ (𝑧21 + 𝑧22)

cos𝛼

sin𝛼

cos𝛽1
sin𝛽1

1√︀
1 + 𝜈1 sin2 𝛼

,

�̇�2 = 𝑧2𝑧4
cos𝛼

sin𝛼

1

1 + 𝜈1 sin2 𝛼
− 𝑧2𝑧3

cos𝛼

sin𝛼

cos𝛽1
sin𝛽1

1√︀
1 + 𝜈1 sin2 𝛼

−

− 𝑧21
cos𝛼

sin𝛼

1

sin𝛽1

cos𝛽2
sin𝛽2

1√︀
1 + 𝜈1 sin2 𝛼

,

�̇�1 = 𝑧1𝑧4
cos𝛼

sin𝛼

1

1 + 𝜈1 sin2 𝛼
− 𝑧1𝑧3

cos𝛼

sin𝛼

cos𝛽1
sin𝛽1

1√︀
1 + 𝜈1 sin2 𝛼

+

+ 𝑧1𝑧2
cos𝛼

sin𝛼

1

sin𝛽1

cos𝛽2
sin𝛽2

1√︀
1 + 𝜈1 sin2 𝛼

,

�̇�1 = 𝑧3
cos𝛼

sin𝛼
√︀

1 + 𝜈1 sin2 𝛼
,

�̇�2 = −𝑧2
cos𝛼

sin𝛼 sin𝛽1
√︀

1 + 𝜈1 sin2 𝛼
,

�̇�3 = 𝑧1
cos𝛼

sin𝛼 sin𝛽1 sin𝛽2
√︀

1 + 𝜈1 sin2 𝛼
, 𝜈1 ∈ R,

(20)

если первое, шестое, седьмое и восьмое уравнения системы (20) рассматривать как новые
кинематические соотношения.

Пример 7. В случае геодезических в четырехмерном пространстве Лобачевского (с коор-
динатами 𝑥 = 𝛽1, 𝑦 = 𝛽2, 𝑧 = 𝛽3, 𝑤 = 𝛼, задача класса (𝑐)) четырехпараметрическая система,
эквивалентная почти всюду уравнениям геодезических⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̈�− 1

𝛼
(�̇�2 − �̇�21 − �̇�22 − �̇�23) = 0,

𝛽1 −
2

𝛼
�̇��̇�1 = 0,

𝛽2 −
2

𝛼
�̇��̇�2 = 0,

𝛽3 −
2

𝛼
�̇��̇�3 = 0,

(21)

и имеющая первые интегралы (9)–(13), примет следующий вид:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇� = 𝑧4𝜈1𝛼,

�̇�4 = −𝑧23
𝜈1𝛼

2

𝛼2 + 𝜈2
− 𝑧22

𝜈1𝛼
2

𝛼2 + 𝜈3
− 𝑧21

𝜈1𝛼
2

𝛼2 + 𝜈4
,

�̇�3 = 𝑧3𝑧4
𝜈1𝛼

2

𝛼2 + 𝜈2
,

�̇�2 = 𝑧2𝑧4
𝜈1𝛼

2

𝛼2 + 𝜈3
,

�̇�1 = 𝑧1𝑧4
𝜈1𝛼

2

𝛼2 + 𝜈4
,

�̇�1 = 𝑧3
𝜈1𝛼

2

√
𝛼2 + 𝜈2

,

�̇�2 = 𝑧2
𝜈1𝛼

2

√
𝛼2 + 𝜈3

,

�̇�3 = 𝑧1
𝜈1𝛼

2

√
𝛼2 + 𝜈4

, 𝜈1, 𝜈2, 𝜈3, 𝜈4 ∈ R,

(22)

если первое, шестое, седьмое и восьмое уравнения системы (22) рассматривать как новые
кинематические соотношения.

2. Инварианты систем на касательном расслоении к четырехмер-
ному многообразию в потенциальном силовом поле

Теперь несколько модифицируем составную динамическую систему (1), (3) и получим си-
стему консервативную. А именно, внесем с систему гладкое (внешнее) консервативное силовое
поле в проекциях на оси �̇�1, . . ., �̇�4 соответственно:

𝐹 (𝑧4, 𝑧3, 𝑧2, 𝑧1;𝛼, 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3) =

⎛⎜⎜⎝
𝐹1(𝛽3)𝑓3(𝛼)𝑔2(𝛽1)ℎ(𝛽2)
𝐹2(𝛽2)𝑓2(𝛼)𝑔1(𝛽1)

𝐹3(𝛽1)𝑓1(𝛼)
𝐹4(𝛼)𝑓4(𝛼)

⎞⎟⎟⎠ .

Рассматриваемая система на касательном расслоении 𝑇𝑀4{𝑧4, 𝑧3, 𝑧2, 𝑧1;𝛼, 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3} при-
мет вид
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇� = 𝑧4𝑓4(𝛼),

�̇�4 = 𝐹4(𝛼)𝑓4(𝛼) − 𝑓4(𝛼)

[︂
Γ𝛼𝛼𝛼(𝛼, 𝛽) +

𝑑 ln |𝑓4(𝛼)|
𝑑𝛼

]︂
𝑧24 −

𝑓21 (𝛼)

𝑓4(𝛼)
Γ𝛼11(𝛼, 𝛽)𝑧23−

− 𝑓22 (𝛼)

𝑓4(𝛼)
𝑔21(𝛽1)Γ

𝛼
22(𝛼, 𝛽)𝑧22 −

𝑓23 (𝛼)

𝑓4(𝛼)
𝑔22(𝛽1)ℎ

2(𝛽2)Γ
𝛼
33(𝛼, 𝛽)𝑧21 ,

�̇�3 = 𝐹3(𝛽1)𝑓1(𝛼) − 𝑓4(𝛼)

[︂
2Γ1

𝛼1(𝛼, 𝛽) +
𝑑 ln |𝑓1(𝛼)|

𝑑𝛼

]︂
𝑧3𝑧4 −

𝑓22 (𝛼)

𝑓1(𝛼)
𝑔21(𝛽1)Γ

1
22(𝛼, 𝛽)𝑧22−

− 𝑓23 (𝛼)

𝑓1(𝛼)
𝑔22(𝛽1)ℎ

2(𝛽2)Γ
1
33(𝛼, 𝛽)𝑧21 ,

�̇�2 = 𝐹2(𝛽2)𝑓2(𝛼)𝑔1(𝛽1) − 𝑓4(𝛼)

[︂
2Γ2

𝛼2(𝛼, 𝛽) +
𝑑 ln |𝑓2(𝛼)|

𝑑𝛼

]︂
𝑧2𝑧4−

− 𝑓1(𝛼)

[︂
2Γ2

12(𝛼, 𝛽) +
𝑑 ln |𝑔1(𝛽1)|

𝑑𝛽1

]︂
𝑧2𝑧3 −

𝑓23 (𝛼)

𝑓2(𝛼)

𝑔22(𝛽1)

𝑔1(𝛽1)
ℎ2(𝛽2)Γ

2
33(𝛼, 𝛽)𝑧21 ,

�̇�1 = 𝐹1(𝛽3)𝑓3(𝛼)𝑔2(𝛽1)ℎ(𝛽2) − 𝑓4(𝛼)

[︂
2Γ3

𝛼3(𝛼, 𝛽) +
𝑑 ln |𝑓3(𝛼)|

𝑑𝛼

]︂
𝑧1𝑧4−

− 𝑓1(𝛼)

[︂
2Γ3

13(𝛼, 𝛽) +
𝑑 ln |𝑔2(𝛽1)|

𝑑𝛽1

]︂
𝑧1𝑧3 − 𝑓2(𝛼)𝑔1(𝛼)

[︂
2Γ3

23(𝛼, 𝛽) +
𝑑 ln |ℎ(𝛽2)|

𝑑𝛽2

]︂
𝑧1𝑧2,

�̇�1 = 𝑧3𝑓1(𝛼),

�̇�2 = 𝑧2𝑓2(𝛼)𝑔1(𝛽1),

�̇�3 = 𝑧1𝑓3(𝛼)𝑔2(𝛽1)ℎ(𝛽2),

(23)

и она почти всюду эквивалентна следующей системе:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
�̈�− 𝐹4(𝛼)𝑓24 (𝛼) + Γ𝛼𝛼𝛼(𝛼, 𝛽)�̇�2 + Γ𝛼11(𝛼, 𝛽)�̇�21 + Γ𝛼22(𝛼, 𝛽)�̇�22 + Γ𝛼33(𝛼, 𝛽)�̇�23 = 0,

𝛽1 − 𝐹3(𝛽1)𝑓
2
1 (𝛼) + 2Γ1

𝛼1(𝛼, 𝛽)�̇��̇�1 + Γ1
22(𝛼, 𝛽)�̇�22 + Γ1

33(𝛼, 𝛽)�̇�23 = 0,

𝛽2 − 𝐹2(𝛽2)𝑓
2
2 (𝛼)𝑔21(𝛽1) + 2Γ2

𝛼2(𝛼, 𝛽)�̇��̇�2 + 2Γ2
12(𝛼, 𝛽)�̇�1�̇�2 + Γ2

33(𝛼, 𝛽)�̇�23 = 0,

𝛽3 − 𝐹1(𝛽3)𝑓
2
3 (𝛼)𝑔22(𝛽1)ℎ

2(𝛽2) + 2Γ3
𝛼3(𝛼, 𝛽)�̇��̇�3 + 2Γ3

13(𝛼, 𝛽)�̇�1�̇�3 + 2Γ3
23(𝛼, 𝛽)�̇�2�̇�3 = 0

на касательном расслоении 𝑇𝑀4{�̇�, �̇�1, �̇�2, �̇�3;𝛼, 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3}.

Теорема 2. Если выполнены условия (6)–(8), то система (23) обладает полным набором,
состоящим из пяти первых интегралов вида

Φ1(𝑧4, . . . , 𝑧1;𝛼, 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3) = 𝑧21 + . . .+ 𝑧24 + 𝑉 (𝛼, 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3) = 𝐶1 = const,

𝑉 (𝛼, 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3) = 𝑉4(𝛼) +

3∑︁
𝑘=1

𝑉4−𝑘(𝛽𝑘) = −2

𝛼∫︁
𝛼0

𝐹4(𝑎)𝑑𝑎− 2

3∑︁
𝑘=1

𝛽𝑘∫︁
𝛽𝑘,0

𝐹4−𝑘(𝑏)𝑑𝑏,
(24)

а также при 𝐹4−𝑘(𝛽𝑘) ≡ 0, 𝑘 = 1, 2, 3 — первых интегралов (10)–(13).

Более того, после некоторого ее приведения — замен независимой переменной (14) и фазо-
вых (15) — фазовый поток системы (23) сохраняет фазовый объем с постоянной плотностью
на касательном расслоении 𝑇𝑀4{𝑤4, 𝑤

*
3, 𝑤

*
2, 𝑤

*
1;𝛼, 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3}, т.е. сохраняется соответству-

ющая дифференциальная форма (16).
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3. Инварианты систем на касательном расслоении к четырехмер-
ному многообразию в силовом поле с переменной диссипацией

Теперь несколько модифицируем систему (23). При этом получим систему с диссипацией.
А именно, наличие диссипации (вообще говоря, знакопеременной) характеризует не только
коэффициент 𝑏𝛿(𝛼), 𝑏 > 0, в первом уравнении системы (25) (в отличие от системы (23)), но и
следующая линейная зависимость гладкого (внешнего) силового поля от 𝑧1, . . ., 𝑧4 в проекциях
на оси �̇�1, . . ., �̇�4 соответственно:

𝐹 (𝑧4, . . . , 𝑧1;𝛼, 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3) =

⎛⎜⎜⎝
𝐹1(𝛽3)𝑓3(𝛼)𝑔2(𝛽1)ℎ(𝛽2)
𝐹2(𝛽2)𝑓2(𝛼)𝑔1(𝛽1)

𝐹3(𝛽1)𝑓1(𝛼)
𝐹4(𝛼)𝑓4(𝛼)

⎞⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎝
𝑧1𝐹

1
1 (𝛼)

𝑧2𝐹
1
2 (𝛼)

𝑧3𝐹
1
3 (𝛼)

𝑧4𝐹
1
4 (𝛼)

⎞⎟⎟⎠ .

Рассматриваемая система на касательном расслоении 𝑇𝑀4{𝑧4, . . . , 𝑧1;𝛼, 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3} примет
вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇� = 𝑧4𝑓4(𝛼) + 𝑏𝛿(𝛼),

�̇�4 = 𝐹4(𝛼)𝑓4(𝛼) − 𝑓4(𝛼)

[︂
Γ𝛼𝛼𝛼(𝛼, 𝛽) +

𝑑 ln |𝑓4(𝛼)|
𝑑𝛼

]︂
𝑧24 −

𝑓21 (𝛼)

𝑓4(𝛼)
Γ𝛼11(𝛼, 𝛽)𝑧23−

− 𝑓22 (𝛼)

𝑓4(𝛼)
𝑔21(𝛽1)Γ

𝛼
22(𝛼, 𝛽)𝑧22 −

𝑓23 (𝛼)

𝑓4(𝛼)
𝑔22(𝛽1)ℎ

2(𝛽2)Γ
𝛼
33(𝛼, 𝛽)𝑧21 + 𝑧4𝐹

1
4 (𝛼),

�̇�3 = 𝐹3(𝛽1)𝑓1(𝛼) − 𝑓4(𝛼)

[︂
2Γ1

𝛼1(𝛼, 𝛽) +
𝑑 ln |𝑓1(𝛼)|

𝑑𝛼

]︂
𝑧3𝑧4 −

𝑓22 (𝛼)

𝑓1(𝛼)
𝑔21(𝛽1)Γ

1
22(𝛼, 𝛽)𝑧22−

− 𝑓23 (𝛼)

𝑓1(𝛼)
𝑔22(𝛽1)ℎ

2(𝛽2)Γ
1
33(𝛼, 𝛽)𝑧21 + 𝑧3𝐹

1
3 (𝛼),

�̇�2 = 𝐹2(𝛽2)𝑓2(𝛼)𝑔1(𝛽1) − 𝑓4(𝛼)

[︂
2Γ2

𝛼2(𝛼, 𝛽) +
𝑑 ln |𝑓2(𝛼)|

𝑑𝛼

]︂
𝑧2𝑧4−

− 𝑓1(𝛼)

[︂
2Γ2

12(𝛼, 𝛽) +
𝑑 ln |𝑔1(𝛽1)|

𝑑𝛽1

]︂
𝑧2𝑧3 −

𝑓23 (𝛼)

𝑓2(𝛼)

𝑔22(𝛽1)

𝑔1(𝛽1)
ℎ2(𝛽2)Γ

2
33(𝛼, 𝛽)𝑧21 + 𝑧2𝐹

1
2 (𝛼),

�̇�1 = 𝐹1(𝛽3)𝑓3(𝛼)𝑔2(𝛽1)ℎ(𝛽2) − 𝑓4(𝛼)

[︂
2Γ3

𝛼3(𝛼, 𝛽) +
𝑑 ln |𝑓3(𝛼)|

𝑑𝛼

]︂
𝑧1𝑧4−

− 𝑓1(𝛼)

[︂
2Γ3

13(𝛼, 𝛽) +
𝑑 ln |𝑔2(𝛽1)|

𝑑𝛽1

]︂
𝑧1𝑧3 − 𝑓2(𝛼)𝑔1(𝛼)

[︂
2Γ3

23(𝛼, 𝛽) +
𝑑 ln |ℎ(𝛽2)|

𝑑𝛽2

]︂
𝑧1𝑧2+

+ 𝑧1𝐹
1
1 (𝛼),

�̇�1 = 𝑧3𝑓1(𝛼),

�̇�2 = 𝑧2𝑓2(𝛼)𝑔1(𝛽1),

�̇�3 = 𝑧1𝑓3(𝛼)𝑔2(𝛽1)ℎ(𝛽2),

(25)

и она почти всюду эквивалентна следующей системе:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̈�−
{︂
𝑏𝛿(𝛼) + 𝐹 1

4 (𝛼) + 𝑏𝛿(𝛼)

[︂
2Γ𝛼𝛼𝛼(𝛼, 𝛽) +

𝑑 ln |𝑓4(𝛼)|
𝑑𝛼

]︂}︂
�̇�−

− 𝐹4(𝛽1)𝑓
2
4 (𝛼) + 𝑏𝛿(𝛼)𝐹 1

4 (𝛼) + 𝑏2𝛿2(𝛼)

[︂
Γ𝛼𝛼𝛼(𝛼, 𝛽) +

𝑑 ln |𝑓4(𝛼)|
𝑑𝛼

]︂
+

+ Γ𝛼𝛼𝛼(𝛼, 𝛽)�̇�2 + Γ𝛼11(𝛼, 𝛽)�̇�21 + Γ𝛼22(𝛼, 𝛽)�̇�22 + Γ𝛼33(𝛼, 𝛽)�̇�23 = 0,

𝛽1 −
{︂
𝐹 1
3 (𝛼) + 𝑏𝛿(𝛼)

[︂
2Γ1

𝛼1(𝛼, 𝛽) +
𝑑 ln |𝑓1(𝛼)|

𝑑𝛼

]︂}︂
�̇�1−

− 𝐹3(𝛽1)𝑓
2
1 (𝛼) + 2Γ1

𝛼1(𝛼, 𝛽)�̇��̇�1 + Γ1
22(𝛼, 𝛽)�̇�22 + Γ1

33(𝛼, 𝛽)�̇�23 = 0,

𝛽2 −
{︂
𝐹 1
2 (𝛼) + 𝑏𝛿(𝛼)

[︂
2Γ2

𝛼2(𝛼, 𝛽) +
𝑑 ln |𝑓2(𝛼)|

𝑑𝛼

]︂}︂
�̇�2−

− 𝐹2(𝛽2)𝑓
2
2 (𝛼)𝑔21(𝛽1) + 2Γ2

𝛼2(𝛼, 𝛽)�̇��̇�2 + 2Γ2
12(𝛼, 𝛽)�̇�1�̇�2 + Γ2

33(𝛼, 𝛽)�̇�23 = 0,

𝛽3 −
{︂
𝐹 1
1 (𝛼) + 𝑏𝛿(𝛼)

[︂
2Γ3

𝛼3(𝛼, 𝛽) +
𝑑 ln |𝑓3(𝛼)|

𝑑𝛼

]︂}︂
�̇�3−

− 𝐹1(𝛽3)𝑓
2
3 (𝛼)𝑔22(𝛽1)ℎ

2(𝛽2) + 2Γ3
𝛼3(𝛼, 𝛽)�̇��̇�3 + 2Γ3

13(𝛼, 𝛽)�̇�1�̇�3+

+ 2Γ3
23(𝛼, 𝛽)�̇�2�̇�3 = 0

на касательном расслоении 𝑇𝑀4{�̇�, �̇�1, �̇�2, �̇�3;𝛼, 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3}. Здесь, как и выше,

𝛿(𝛼) =
𝑑𝛿(𝛼)

𝑑𝛼
.

Перейдем теперь к интегрированию искомой системы восьмого порядка (25) при выполне-
нии свойств (6)–(8), а также при отсутствии проектирования внешней силы на оси �̇�1, �̇�2 и �̇�3
(т.е. присутствует проекция внешней силы лишь на ось �̇�4):

𝐹1(𝛽3) ≡ 𝐹2(𝛽2) ≡ 𝐹3(𝛽1) ≡ 0.

Тогда система (25) допускает отделение независимой подсистемы седьмого порядка:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇� = 𝑧4𝑓4(𝛼) + 𝑏𝛿(𝛼),

�̇�4 = 𝐹4(𝛼)𝑓4(𝛼) − 𝑓2(𝛼)

𝑓4(𝛼)
Γ𝛼11(𝛼)𝑧23−

− 𝑓2(𝛼)

𝑓4(𝛼)
𝑔2(𝛽1)Γ

𝛼
22(𝛼, 𝛽1)𝑧

2
2 −

𝑓2(𝛼)

𝑓4(𝛼)
𝑔2(𝛽1)ℎ

2(𝛽2)Γ
𝛼
33(𝛼, 𝛽1, 𝛽2)𝑧

2
1 + 𝑧4𝐹

1
4 (𝛼),

�̇�3 = −𝑓4(𝛼)

[︂
2Γ1(𝛼) +

𝑑 ln |𝑓(𝛼)|
𝑑𝛼

]︂
𝑧3𝑧4 − 𝑓(𝛼)𝑔2(𝛽1)Γ

1
22(𝛽1)𝑧

2
2−

− 𝑓(𝛼)𝑔2(𝛽1)ℎ
2(𝛽2)Γ

1
33(𝛽1, 𝛽2)𝑧

2
1 + 𝑧3𝐹

1
3 (𝛼),

�̇�2 = −𝑓4(𝛼)

[︂
2Γ1(𝛼) +

𝑑 ln |𝑓(𝛼)|
𝑑𝛼

]︂
𝑧2𝑧4 − 𝑓(𝛼)

[︂
2Γ2(𝛽1) +

𝑑 ln |𝑔(𝛽1)|
𝑑𝛽1

]︂
𝑧2𝑧3−

− 𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1)ℎ
2(𝛽2)Γ

2
33(𝛽2)𝑧

2
1 + 𝑧2𝐹

1
2 (𝛼),

�̇�1 = −𝑓4(𝛼)

[︂
2Γ1(𝛼) +

𝑑 ln |𝑓(𝛼)|
𝑑𝛼

]︂
𝑧1𝑧4 − 𝑓(𝛼)

[︂
2Γ2(𝛽1) +

𝑑 ln |𝑔(𝛽1)|
𝑑𝛽1

]︂
𝑧1𝑧3−

− 𝑓(𝛼)𝑔(𝛼)

[︂
2Γ3(𝛽2) +

𝑑 ln |ℎ(𝛽2)|
𝑑𝛽2

]︂
𝑧1𝑧2 + 𝑧1𝐹

1
1 (𝛼),

�̇�1 = 𝑧3𝑓1(𝛼),

�̇�2 = 𝑧2𝑓2(𝛼)𝑔1(𝛽1),

(26)



202 М. В. Шамолин

при наличии также восьмого уравнения

�̇�3 = 𝑧1𝑓3(𝛼)𝑔2(𝛽1)ℎ(𝛽2). (27)

Наложим определенные ограничения на силовое поле, которое, как отмечалось, в явном
виде вводит в систему диссипацию разного знака. Поэтому предположим, что выполнены (в
некотором смысле, технические) равенства:

𝐹 1
1 (𝛼) ≡ 𝐹 1

2 (𝛼) ≡ 𝐹 1
3 (𝛼) = 𝐹 1(𝛼). (28)

Для полного интегрирования (по Якоби [1, 2, 5]) рассматриваемой системы (26), (27) при
условии (28) необходимо знать, вообще говоря, семь независимых первых интегралов. Однако
после замены переменных

𝑤4 = 𝑧4, 𝑤3 =
√︁
𝑧21 + 𝑧22 + 𝑧23 , 𝑤2 =

𝑧2
𝑧1
, 𝑤1 =

𝑧3√︀
𝑧21 + 𝑧22

, (29)

система (26), (27) распадается следующим образом:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

�̇� = 𝑤4𝑓4(𝛼) + 𝑏𝛿(𝛼),

�̇�4 = 𝐹4(𝛼)𝑓4(𝛼) − 𝑓2(𝛼)

𝑓4(𝛼)
Γ4(𝛼)𝑤2

3 + 𝑤4𝐹
1
4 (𝛼),

�̇�3 =
𝑓2(𝛼)

𝑓4(𝛼)
Γ4(𝛼)𝑤3𝑤4 + 𝑤3𝐹

1(𝛼),

(30)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
�̇�2 = ±𝑤3

√︃
1 + 𝑤2

2

1 + 𝑤2
1

𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1)

[︂
2Γ3(𝛽2) +

𝑑 ln |ℎ(𝛽2)|
𝑑𝛽2

]︂
,

�̇�2 = ± 𝑤2𝑤3√︀
(1 + 𝑤2

1)(1 + 𝑤2
2)
𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1),

(31)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
�̇�1 = ±𝑤3

√︁
1 + 𝑤2

1𝑓(𝛼)

[︂
2Γ2(𝛽1) +

𝑑 ln |𝑔(𝛽1)|
𝑑𝛽1

]︂
,

�̇�1 = ± 𝑤1𝑤3√︀
1 + 𝑤2

1

𝑓(𝛼),
(32)

�̇�3 = ± 𝑤3√︀
(1 + 𝑤2

1)(1 + 𝑤2
2)
𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1)ℎ(𝛽2). (33)

Видно, что для полной интегрируемости системы (30)–(33) достаточно указать два неза-
висимых тензорных инварианта системы (30), по одному — для систем (31) и (32) (после
соответствующих замен независимого переменного в них) и дополнительный тензорный инва-
риант, “привязывающий” уравнение (33) (т.е. всего пять).

Продолжим определенные ограничения на силовое поле. Будем также предполагать, что
для некоторого 𝜅 ∈ R выполнено равенство

𝑓2(𝛼)

𝑓24 (𝛼)
Γ4(𝛼) = 𝜅

𝑑

𝑑𝛼
ln |Δ(𝛼)| = 𝜅

Δ̃(𝛼)

Δ(𝛼)
, (34)

Δ̃(𝛼) =
𝑑Δ(𝛼)

𝑑𝛼
, Δ(𝛼) =

𝛿(𝛼)

𝑓4(𝛼)
,

а для некоторых 𝜆04, 𝜆
1
𝑘 ∈ R, 𝑘 = 1, . . . , 4, должны выполняться равенства

𝐹4(𝛼) = 𝜆04
𝑑

𝑑𝛼

Δ2(𝛼)

2
= 𝜆04Δ̃(𝛼)Δ(𝛼);

𝐹 1
𝑘 (𝛼) = 𝜆1𝑘𝑓4(𝛼)

𝑑

𝑑𝛼
Δ(𝛼) = 𝜆1𝑘Δ̃(𝛼)𝑓4(𝛼), 𝑘 = 1, . . . , 4.

(35)
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Условие (34) назовем “геометрическим”, а условия из группы (35) — “энергетическими”.
При этом 𝜆11 = 𝜆12 = 𝜆13 = 𝜆1, в силу (28).

Условие (34) названо геометрическим в том числе потому, что накладывает условие на
ключевой коэффициент связности Γ4(𝛼), приводя соответствующие коэффициенты системы
к однородному виду относительно функции Δ(𝛼) при участии функции 𝑓(𝛼), входящей в
кинематические соотношения.

Условия группы (35) названы энергетическими в том числе потому, что (внешние) си-
лы становятся, в некотором смысле, “потенциальными” по отношению к “силовой” функции
Δ2(𝛼)/2 (или Δ(𝛼)), приводя соответствующие коэффициенты системы к однородному ви-
ду (опять же относительно функции Δ(𝛼)). При этом функция Δ(𝛼) и вносит в систему
диссипацию разных знаков или так называемую (знако)переменную диссипацию (см. также
[22, 25, 37]).

Теорема 3. Пусть выполняются условия (34) и (35). Тогда система (30)–(33) обладает
четырьмя независимыми, вообще говоря, трансцендентными [9, 23, 24] (т.е. имеющими
существенно особые точки) первыми интегралами.

В общем случае первые интегралы выписываются громоздко (поскольку приходится ин-
тегрировать уравнение Абеля [9]). В частности, если 𝜅 = −1, 𝜆1 = 𝜆14, явный вид ключевого
первого интеграла таков:

Θ1(𝑤4, 𝑤3;𝛼) = 𝐺1

(︂
𝑤4

Δ(𝛼)
,
𝑤3

Δ(𝛼)

)︂
=

=
𝑓24 (𝛼)(𝑤2

4 + 𝑤2
3) + (𝑏− 𝜆1)𝑤4𝛿(𝛼)𝑓4(𝛼) − 𝜆04𝛿

2(𝛼)

𝑤3𝛿(𝛼)𝑓4(𝛼)
= 𝐶1 = const.

(36)

При этом дополнительный первый интеграл для системы (30) имеет следующий структур-
ный вид:

Θ2(𝑤4, 𝑤3;𝛼) = 𝐺2

(︂
Δ(𝛼),

𝑤4

Δ(𝛼)
,
𝑤3

Δ(𝛼)

)︂
= 𝐶2 = const. (37)

Первые интегралы для систем (31) и (32) будут иметь вид

Θ𝑠+2(𝑤𝑠;𝛽𝑠) =

√︀
1 + 𝑤2

𝑠

Ψ𝑠(𝛽𝑠)
= 𝐶𝑠+2 = const, 𝑠 = 1, 2, (38)

о функциях Ψ𝑠(𝛽𝑠), 𝑠 = 1, 2, см. (11), (12).
А дополнительный первый интеграл, “привязывающий” уравнение (33), находится по ана-

логии с (13):

Θ5(𝛽2, 𝛽3) = 𝛽3 ±
𝛽2∫︁

𝛽2,0

𝐶4ℎ(𝑏)√︀
𝐶2
3Ψ2

2(𝑏) − 𝐶2
4

𝑑𝑏 = 𝐶5 = const, (39)

где, после взятия интеграла (39), вместо постоянных 𝐶3, 𝐶4 можно подставить левые части
первых интегралов (11), (12), соответственно.

Выражение функций (36), (37) через конечную комбинацию элементарных функций зави-
сит и от явного вида функции Δ(𝛼). Так, например, при 𝜅 = −1, 𝜆1 = 𝜆14 дополнительный
первый интеграл системы (30) найдется из дифференциального соотношения

𝑑 ln |Δ(𝛼)| =
(𝑏+ 𝑢4)𝑑𝑢4
𝑈2(𝐶1, 𝑢4)

, 𝑢4 =
𝑤4

Δ(𝛼)
, 𝑢3 =

𝑤3

Δ(𝛼)
,

𝑈1(𝑢4) = 𝑢24 + (𝑏− 𝜆1)𝑢4 − 𝜆04, 𝑈2(𝐶1, 𝑢4) = 2𝑈1(𝑢4) −
𝐶1

2

{︂
𝐶1 ±

√︁
𝐶2
1 − 4𝑈1(𝑢4)

}︂
, 𝐶1 ̸= 0.
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Правая часть данного соотношения выражается через конечную комбинацию элементарных
функций, а левая — в зависимости от функции Δ(𝛼).

Теорема 4. Если для систем вида (30)–(33) выполняются геометрическое и энергетиче-
ские свойства (34), (35), то у нее также существуют функционально независимые между
собой следующие пять инвариантных дифференциальных форм с трансцендентными (т.е.
имеющими существенно особые точки), вообще говоря, коэффициентами (ср. с [43, 44]):

𝜌1(𝑤4, 𝑤3;𝛼)𝑑𝑤4 ∧ 𝑑𝑤3 ∧ 𝑑𝛼,

𝜌1(𝑤4, 𝑤3;𝛼) = exp

{︂
(𝑏+ 𝜆1)

∫︁
𝑑𝑢4

𝑈2(𝐶1, 𝑢4)

}︂
· 𝑢

2
4 + 𝑢23 + (𝑏− 𝜆1)𝑢4 − 𝜆04

𝑢3
;

𝜌2(𝑤4, 𝑤3;𝛼)𝑑𝑤4 ∧ 𝑑𝑤3 ∧ 𝑑𝛼,

𝜌2(𝑤4, 𝑤3;𝛼) = Δ(𝛼) exp

{︂
(𝑏+ 𝜆1)

∫︁
𝑑𝑢4

𝑈2(𝐶1, 𝑢4)

}︂
· exp

{︂
−
∫︁

(𝑏+ 𝑢4)𝑑𝑢4
𝑈2(𝐶1, 𝑢4)

}︂
;

𝜌2+𝑠(𝑤𝑠;𝛽𝑠) =
1√︀

1 + 𝑤2
𝑠

𝑑𝑤𝑠 ∧ 𝑑𝛽𝑠, 𝑠 = 1, 2

(после соответствующих замен независимого переменного в системах (31), (32));

𝜌5(𝑤4, 𝑤3;𝛼, 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3)𝑑𝑤4 ∧ 𝑑𝑤3 ∧ 𝑑𝛼 ∧ 𝑑𝛽1 ∧ 𝑑𝛽2 ∧ 𝑑𝛽3,

𝜌5(𝑤4, 𝑤3;𝛼, 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3) = exp

{︂
(𝑏+ 𝜆1)

∫︁
𝑑𝑢4

𝑈2(𝐶1, 𝑢4)

}︂
· Θ5(𝛽2, 𝛽3),

но зависимые с первыми интегралами (36)–(39).

Для полной интегрируемости системы (30)–(33) можно использовать или пять первых ин-
тегралов, или пять независимых дифференциальных форм, или какую-то комбинацию (только
независимых элементов) из интегралов и форм общим количеством пять (ср. с [38, 39]).

О строении первых интегралов для рассматриваемых систем с диссипацией см. также [40,
41, 42]. Заметим лишь, что для систем с диссипацией трансцендентность функций (т.е. наличие
у них существенно особых точек) как тензорных инвариантов наследуется из нахождения в
системе притягивающих или отталкивающих предельных множеств [12, 24].

В заключение можно сослаться на многочисленные приложения [22, 46, 47], касающиеся
интегрирования систем с диссипацией, на касательном расслоении к четырехмерной сфере, а
также более общих систем на расслоении четырехмерных поверхностей вращения и простран-
ства Лобачевского. При этом из всего колоссального множества работ по геометрическим и
топологическим аспектам, связанным с рассматриваемым интегрированием систем, выделим
также работы [7, 8, 10].
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