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Аннотация

В статье исследуются верхние оценки на длины периодов функциональных непрерыв-
ных дробей для ключевых элементов гиперэллиптических полей над числовыми полями. В
случае, когда гиперэллиптическое поле задается многочленом нечетной степени, конечная
длина периода тривиальным образом оценивается сверху удвоенной степенью фундамен-
тальной 𝑆-единицы. Более интересный и сложный случай, когда гиперэллиптическое поле
задается многочленом четной степени. В 2019 году В.П. Платоновым и Г.В. Федоровым
для гиперэллиптических полей ℒ = Q(𝑥)(

√
𝑓), deg 𝑓 = 2𝑔 + 2, над полем Q рациональных

чисел найден точный промежуток значений 𝑠 ∈ Z таких, что непрерывные дроби эле-
ментов вида

√
𝑓/𝑥𝑠 ∈ ℒ ∖ Q(𝑥) периодические. В данной статье найдено обобщение этого

результата для произвольного поля в качестве поля констант. Опираясь на этот результат,
найдены точные оценки сверху на длины периодов функциональных непрерывных дробей
элементов гиперэллиптических полей над числовыми полями 𝐾, зависящие только от ро-
да 𝑔 гиперэллиптического поля, степени расширения 𝑘 = [𝐾 : Q] и порядка 𝑚 подгруппы
кручения якобиана соответствующей гиперэллиптической кривой.
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Abstract

The paper investigates upper bounds on the period length of functional continued fractions
for key elements of hyperelliptic fields over number fields. In the case when the hyperelliptic
field is given by a polynomial of odd degree, the finite period length is trivially estimated from
above twice the power of the fundamental 𝑆-unit. A more interesting and complicated case is
when the hyperelliptic field is given by a polynomial of even degree. In 2019 V.P. Platonov and
G.V. Fedorov for hyperelliptic fields ℒ = Q(𝑥)(

√
𝑓), deg 𝑓 = 2𝑔+ 2, over the field Q of rational

numbers the exact interval of values 𝑠 ∈ Z is found such that the continued fractions of elements
of the form

√
𝑓/𝑥𝑠 ∈ ℒ∖Q(𝑥) are periodic. In this article, we find a generalization of this result

for an arbitrary field as a field of constants. Based on this result, sharp upper estimates for
the lengths of the periods are found functional continued fractions of elements of hyperelliptic
fields over number fields 𝐾, depending only on the genus 𝑔 of the hyperelliptic field, the degree
of extension 𝑘 = [𝐾 : Q] and order 𝑚 of the Jacobian torsion subgroup of the corresponding
hyperelliptic curve.
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1. Введение

Классическая проблема периодичности функциональных непрерывных дробей элементов
гиперэллиптического поля тесно связана с проблемой поиска и построения фундаментальных
единиц гиперэллиптического поля и проблемой кручения в якобиане соответствующей гипер-
эллиптической кривой. Для эллиптических кривых над полем рациональных чисел проблема
кручения была решена Б. Мазуром в 1978 году. Для гиперэллиптических кривых рода 2 и
выше над полем рациональных чисел приведенные три проблемы остаются открытыми.

За последние 20 лет теория функциональных непрерывных дробей получила большое раз-
витие и стала эффективным арифметическим инструментом для исследования приведенных
трех проблем. В связи с этим ряд классических проблем из теории числовых непрерывных
дробей приобрели новый интерес в функциональном случае, особенно, когда соответствующие
результаты значительно отличаются от традиционного случая. Один из таких результатов да-
ет задача о верхней оценке длин периодов функциональных непрерывных дробей элементов
гиперэллиптического поля.

Пусть 𝑓(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥] — свободный от квадратов многочлен степени 2𝑔 + 2, 𝑔 ⩾ 0, над полем
𝐾 характеристики отличной от 2. Дополнительно предположим, что старший коэффициент
многочлена 𝑓 является полным квадратом в мультипликативной группе 𝐾* поля 𝐾. Клас-
сическая проблема периодичности непрерывных дробей элементов гиперэллиптических полей
ℒ = 𝐾(𝑥)(

√
𝑓) (для различных многочленов 𝑓 указанного вида) имеет большую и глубокую

историю. Вопрос о периодичности функциональных непрерывных дробей связан с многими
математическими проблемами. Одной из таких проблем, известной по работам Чебышева, яв-
ляется проблема интегрируемости в элементарных функциях псевдоэллиптических интегра-
лов. Артин [1] получил результаты, связывающие проблему кручения в якобиане гиперэллип-
тической кривой с решением норменного уравнения в функциональном случае и с проблемой
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периодичности функциональных непрерывных дробей элементов вида
√
𝑓 , построенных в по-

ле формальных степенных рядов 𝐾((1/𝑥)). Платоновым [2] была найдена связь приведенных
выше проблем с проблемой поиска и построения фундаментальных единиц гиперэллиптиче-
ского поля. Современные результаты по этой тематике изложены в статьях [3]-[6]. В частно-
сти, из этих результатов следует, что в поле ℒ элемент

√
𝑓 и его разложение в непрерывную

дробь играет ключевую роль в вопросах связанных с поиском фундаментальных единиц и
рациональных точек кручения в якобиане гиперэллиптической кривой, заданной уравнением
𝑦2 = 𝑓(𝑥) (см. [7]-[13]).

В отличие от числовых непрерывных дробей, в функциональном случае непрерывная дробь
может быть квазипериодической — периодической с точностью до константы из 𝐾*.

В числовом случае хорошо известны классические результаты [14], [15] об оценках сверху
на длину периода непрерывных дробей элементов вида

√
𝑑, 𝑑 ∈ N. В функциональном случае

над конечным полем F𝑞 оценки на длину периода изучались в статьях [16], [17], [18].
В эллиптическом случае deg 𝑓 = 4 над полем констант 𝐾 = Q в [19]-[20] был поставлен

вопрос о возможной длине периода непрерывной дроби
√
𝑓 . Согласно известной теореме Ма-

зура, если класс дивизора (∞−−∞+) имеет конечный порядок 𝑚 в группе классов дивизоров
степени ноль Δ∘(𝐿) эллиптического поля ℒ, то 2 ⩽ 𝑚 ⩽ 10 или 𝑚 = 12. Используя этот ре-
зультат и параметризацию из статьи Куберта [21], в [22]-[23] показано, что длина периода 𝑛
непрерывной дроби

√
𝑓 принимает одно из значений

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 12, 14, 18, 22},

причем для каждого 𝑛 из этого множества существует бесконечная серия соответствующих
примеров неизоморфных эллиптических кривых. Для квадратичного поля констант 𝐾 и
deg 𝑓 = 4 в [24] доказано, что длина периода 𝑛 непрерывной дроби

√
𝑓 может принимать

одно из значений

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 18, 22, 26, 30, 34}.

Для гиперэллиптических полей ℒ = 𝐾(𝑥)(
√
𝑓), deg 𝑓 = 2𝑔 + 2, 𝑔 ⩾ 1, в статье [25] да-

на оценка сверху на длину квазипериода 𝑁 непрерывной дроби элемента специального вида
𝛽 = (𝐵 +

√
𝑓)/𝐴 ∈ ℒ, где 𝐴,𝐵 ∈ 𝐾[𝑥], 𝐴 | 𝑓 − 𝐵2, согласно которой 𝑁 ⩽ 𝑚 − 𝑝 + 1, где 𝑚

— порядок класса дивизора (∞− −∞+) в группе классов дивизоров степени ноль Δ∘(𝐿), 𝑝 —
порядок полюса элемента 𝛽 в ∞+.

В случае гиперэллиптических полей ℒ = 𝐾(𝑥)(
√
𝑓), deg 𝑓 = 2𝑔 + 1, в статьях [12], [13],

[26] получен ряд точных результатов о длинах периодов непрерывных дробей элементов вида√
𝑓/𝑥𝑔+1, построенных в поле формальных степенных рядов 𝐾((𝑥)).
Для дальнейших результатов об оценке длин периодов непрерывных дробей ключевых

элементов вида
√
𝑓/𝑥𝑠, 𝑠 ∈ Z, важным шагом стало доказательство теоремы 2 из [6] о

достаточных условия одновременной квазипериодичности непрерывных дробей элементов
𝛼, 𝛼 · 𝑥𝑠 ∈ ℒ ∖ 𝐾(𝑥). Для гиперэллиптических полей ℒ = 𝐾(𝑥)(

√
𝑓), построенных с помо-

щью свободных от квадратов многочленов 𝑓 ∈ 𝐾[𝑥] нечетной степени 2𝑔 + 1 достаточные
условия также являются необходимыми. В случае deg 𝑓 = 2𝑔 + 2 найденные достаточные
условия не являются необходимыми, что подтверждается примерами 1-3 в статье [6]. Когда
для элементов 𝛼 и 𝛼 ·𝑥𝑠 достаточные условия не являются необходимыми, длины квазиперио-
дов непрерывных дробей этих элементов могут отличаться в несколько раз. Так, в примере 4
статьи [6] найден свободный от квадратов многочлен 𝑓 степени 6, для которого длина периода
непрерывной дроби, построенной в Q((𝑥)) для элемента 𝛼 =

√
𝑓/𝑥3, равна 2, а длина периода

непрерывной дроби элемента 𝛼 · 𝑥3 =
√
𝑓 равна 18 при том, что поле ℒ = Q(𝑥)(

√
𝑓) обладает

фундаментальной 𝑆-единицей степени 4, где 𝑆 = {𝑣−𝑥 , 𝑣+𝑥 }.
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Для удобства в данной статье мы рассматриваем непрерывные дроби, построенные в поле
формальных степенных рядов 𝐾((1/𝑥)), но основные результаты об оценках длин периодов
для ключевых элементов остаются справедливы и для непрерывных дробей, построенные в
поле формальных степенных рядов 𝐾((𝑥)) (см. §2 [9]).

Для непрерывных дробей элементов вида
√
𝑓/𝑥𝑠, 𝑠 ∈ Z, справедливо утверждение: если

длина квазипериода конечна, то длина периода либо равна длине квазипериода, либо равна
удвоенной длине квазипериода. Поэтому в дальнейшем относительно элементов вида

√
𝑓/𝑥𝑠,

𝑠 ∈ Z, основной задачей является оценка сверху длины квазипериода непрерывной дроби.
В статье [27] дано уточнение теоремы 2 статьи [6]. А именно, в теореме 2 [27] для гиперэл-

липтических полей ℒ = Q(𝑥)(
√
𝑓), deg 𝑓 = 2𝑔 + 2, найден точный промежуток значений 𝑠 ∈ Z

таких, что непрерывные дроби элементов вида
√
𝑓/𝑥𝑠 ∈ ℒ ∖Q(𝑥) периодические.

В этой статье найдено обобщение результатов статьи [27] для непрерывных дробей клю-
чевых элементов гиперэллиптических полей ℒ над произвольными алгебраическими полями
констант 𝐾. Опираясь на этот результат, найдены точные оценки сверху на длины периодов
функциональных непрерывных дробей элементов гиперэллиптических полей над числовыми
полями 𝐾, зависящие только от рода гиперэллиптического поля, степени расширения [𝐾 : Q]
и порядка подгруппы кручения якобиана соответствующей гиперэллиптической кривой. При-
ведены новые примеры ключевых элементов над квадратичными полями с периодами, до-
стигающими некоторые из приведенных оценок. Над полем рациональных чисел подобные
результаты были получены в статье [28].

Параграф 2 посвящен вспомогательным утверждениям, которые мы используем для дока-
зательства основных результатов статьи. В частности, проведено полное исследование муль-
типликативной структуры последовательностей многочленов 𝑇𝑛(𝑥) и 𝑄𝑛(𝑥), определенных в
(1). Изучение многочленов 𝑇𝑛(𝑥) и 𝑄𝑛(𝑥) необходимо для более глубокого понимания структу-
ры группы единиц кольца целых элементов гиперэллиптического поля ℒ = 𝐾(𝑥)(

√
𝑓). Связь

многочленов 𝑇𝑛(𝑥) и 𝑄𝑛(𝑥) с группой единиц и их применение для решений функционального
уравнения Пелля приведены в параграфе 5. Группа единиц взаимно однозначно соотносит-
ся с множеством решений функционального уравнения Пелля, а свойства решений, в свою
очередь, позволяют сделать выводы о периодичности ключевых элементов вида

√
𝑓/𝑥𝑠 (см.

предложение 10).
Напомним важное утверждение о периодичности ключевых элементов гиперэллиптиче-

ских полей: если для некоторого 𝑠 ∈ Z непрерывная дробь элемента
√
𝑓/𝑥𝑠 квазипериоди-

ческая, то она периодическая (см. [12]). В параграфе 3 мы приводим альтернативное очень
лаконичное доказательство этого факта, которое нам будет полезно в дальнейших рассужде-
ниях.

Обозначим 𝑣𝑥 — нормирование поля 𝐾(𝑥), связанное с многочленом 𝑥. Мы предполагаем,
что 𝑣𝑥 (0) = +∞, в частности, чтобы для многочлена Ω ∈ 𝐾[𝑥] условие 𝑣𝑥 (Ω) = 0 исключало
возможность Ω = 0.

В параграфе 4 найдены верхние оценки на длину квазипериода непрерывной дроби квад-
ритичной иррациональности в зависимости от степени фундаментального решения функцио-
нального уравнения типа Пелля для выбранной квадратичной иррациональности.

В параграфе 5 найдены точные оценки сверху на длину квазипериода непрерывных дро-
бей ключевых элементов гиперэллиптических полей, определенных над числовым полем 𝐾.
Полученные оценки зависят только от рода гиперэллиптического поля, степени расширения
[𝐾 : Q] и порядка подгруппы кручения якобиана соответствующей гиперэллиптической кри-
вой. Также в этом параграфе для фиксированной неособой гиперэллиптической кривой по-
лучено интересное утверждение о конечности количества обобщенных якобианов ассоцииро-
ванных с определенными над 𝐾 модулями ограниченной степени и с непустой подгруппой
𝐾-точек кручения.

В случае, когда степень многочлена 𝑓(𝑥) четная теорема 3 указывает на удивительный
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эффект: длина квазипериода непрерывной дроби квадратичной иррациональности гиперэл-
липтического поля ℒ = Q(𝑥)(

√
𝑓) может быть значительно больше порядка подгруппы круче-

ния якобиана соответствующей гиперэллиптической кривой. В связи с этим мы высказываем
предположение о том, что в каждом гиперэллиптическом поле ℒ = Q(𝑥)(

√
𝑓), обладающем

нетривиальными единицами кольца целых элементов, существует элемент 𝛼 с длиной квази-
периода непрерывной дроби больше наперед заданного числа.

В качестве иллюстрации полученных результатов в параграфе 6 разобран случай, когда
поле 𝐾 является квадратичным расширение поля Q. Приведены примеры, демонстрирующие
точность найденных в теореме 3 оценок на длину квазипериода.

Часть результатов этой статьи (теоремы 1, 3, 4) были анонсированы в [29] без подробных
доказательств.

2. Вспомогательные утверждения

Для натуральных 𝑛 определим две последовательности многочленов 𝑇𝑛, 𝑄𝑛 ∈ Z[𝑥]:

𝑇𝑛(𝑥) =
∑︁

0⩽𝑗⩽𝑛/2

(︂
𝑛

2𝑗

)︂
𝑥𝑗 , 𝑄𝑛(𝑥) =

∑︁
0⩽𝑗<𝑛/2

(︂
𝑛

2𝑗 + 1

)︂
𝑥𝑗 . (1)

Из определения следует, что степень многочлена 𝑇𝑛 равна
[︀
𝑛
2

]︀
, а степень многочлена 𝑄𝑛 равна[︀

𝑛−1
2

]︀
. Отметим, что многочлены 𝑇𝑛(𝑥) и 𝑄𝑛(𝑥) похожи на многочлены Чебышева первого и

второго рода и на многочлены Диксона, но их свойства не эквивалентны (см. [30]).
Положим 𝑥 = 𝑦2, тогда справедливо тождество

𝑇𝑛(𝑦2) + 𝑦𝑄𝑛(𝑦2) =
∑︁

0⩽𝑘⩽𝑛

(︂
𝑛

𝑘

)︂
𝑦𝑘 = (1 + 𝑦)𝑛. (2)

Если подставить вместо 𝑦 значение −𝑦, то имеем

𝑇𝑛(𝑦2) − 𝑦𝑄𝑛(𝑦2) = (1 − 𝑦)𝑛. (3)

Отсюда получаем формулы, которые можно использовать как альтернативное определение
многочленов 𝑇𝑛, 𝑄𝑛:

𝑇𝑛(𝑦2) =
1

2

(︁
(1 + 𝑦)𝑛 + (1 − 𝑦)𝑛

)︁
, (4)

𝑄𝑛(𝑦2) =
1

2𝑦

(︁
(1 + 𝑦)𝑛 − (1 − 𝑦)𝑛

)︁
. (5)

Докажем ряд вспомогательных утверждений.

Предложение 1. При любом 𝑛 ∈ N многочлены 𝑇𝑛(𝑥) и 𝑄𝑛(𝑥) взаимно просты.

Доказательство. Предположим, что 𝑥0 ∈ C является общим корнем многочленов 𝑇𝑛(𝑥) и
𝑄𝑛(𝑥). Тогда в силу (2) для 𝑦0 ∈ C такого, что 𝑦20 = 𝑥0, справедливо тождество

(1 + 𝑦0)
𝑛 = 𝑇𝑛(𝑥0) + 𝑦0𝑄𝑛(𝑥0) = 0,

откуда получаем 𝑦0 = −1. Но это противоречит соотношениям

𝑇𝑛
(︀
(−1)2

)︀
=

∑︁
0⩽𝑗⩽𝑛/2

(︂
𝑛

2𝑗

)︂
> 0, 𝑄𝑛

(︀
(−1)2

)︀
=

∑︁
0⩽𝑗<𝑛/2

(︂
𝑛

2𝑗 + 1

)︂
> 0.

2
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Предложение 2. При любом 𝑛 ∈ N, 𝑛 ⩾ 2, справедливы формулы

𝑇𝑛(𝑥) = 𝑇𝑛−1(𝑥) + 𝑥𝑄𝑛−1(𝑥), 𝑄𝑛(𝑥) = 𝑇𝑛−1(𝑥) +𝑄𝑛−1(𝑥). (6)

Доказательство. Следует из формул (1). 2

Предложение 3. Многочлены 𝑇𝑛(𝑥) и 𝑄𝑛(𝑥) удовлетворяют линейному рекуррентному
соотношению

𝜆𝑛 = 2𝜆𝑛−1 + (𝑥− 1)𝜆𝑛−2, 𝑛 ∈ N, 𝑛 ⩾ 2, (7)

с начальными условиями 𝑇0(𝑥) = 1, 𝑇1(𝑥) = 1, 𝑄0(𝑥) = 0, 𝑄1(𝑥) = 1.

Доказательство. Следует из предложения 2. 2

Предложение 4. При любом 𝑛 ∈ N, 𝑛 ⩾ 2, справедливы формулы

2𝑇 ′
𝑛(𝑥) = 𝑛𝑄𝑛−1(𝑥), 2𝑥𝑄′

𝑛(𝑥) +𝑄𝑛(𝑥) = 𝑛𝑇𝑛−1(𝑥), (8)

где штрихом обозначена производная.

Доказательство. Дифференцируя соотношение (1) имеем

𝑇 ′
𝑛(𝑥) =

∑︁
0<𝑗⩽𝑛/2

𝑗

(︂
𝑛

2𝑗

)︂
𝑥𝑗−1 =

𝑛

2

∑︁
0⩽𝑗<(𝑛−1)/2

(︂
𝑛− 1

2𝑗 + 1

)︂
𝑥𝑗 =

𝑛

2
𝑄𝑛−1(𝑥).

Дифференцируя соотношение (2), учитывая, что 𝑦2 = 𝑥, получаем

2𝑦𝑇 ′
𝑛(𝑥) + 2𝑥𝑄′

𝑛(𝑥) +𝑄𝑛(𝑥) = 𝑛(𝑦 + 1)𝑛−1 = 𝑛𝑇𝑛−1(𝑥) + 𝑛𝑦𝑄𝑛−1(𝑥).

Следовательно, 2𝑥𝑄′
𝑛(𝑥) +𝑄𝑛(𝑥) = 𝑛𝑇𝑛−1(𝑥). 2

Следствие 1. При любом 𝑛 ∈ N многочлены 𝑇𝑛(𝑥) и 𝑄𝑛(𝑥) не имеют кратных корней.

Доказательство. Пусть 𝑥0 — кратный корень многочлена 𝑇𝑛(𝑥), тогда 𝑇𝑛(𝑥0) = 𝑇 ′
𝑛(𝑥0) = 0.

По предложению 4 имеем 𝑄𝑛−1(𝑥0) = 0, а по предложению 2 имеем 𝑇𝑛−1(𝑥0) = 0. Но согласно
предложению 1 это противоречит взаимной простоте многочленов 𝑇𝑛−1(𝑥) и 𝑄𝑛−1(𝑥).

Пусть 𝑥0 — кратный корень многочлена 𝑄𝑛(𝑥), тогда 𝑄𝑛(𝑥0) = 𝑄′
𝑛(𝑥0) = 0. По предложе-

нию 4 имеем 𝑇𝑛−1(𝑥0) = 0, а по предложению 2 имеем 𝑄𝑛−1(𝑥0) = 0. Но согласно предложению
1 это противоречит взаимной простоте многочленов 𝑇𝑛−1(𝑥) и 𝑄𝑛−1(𝑥). 2

Предложение 5. Для любых 𝑛,𝑚 ∈ N справедливы тождества

𝑇𝑛𝑚(𝑥) =
(︀
𝑇𝑛(𝑥)

)︀𝑚 · 𝑇𝑚(𝑧), 𝑄𝑛𝑚(𝑥) =
(︀
𝑇𝑛(𝑥)

)︀𝑚−1 ·𝑄𝑛(𝑥) ·𝑄𝑚(𝑧), (9)

где 𝑧 = 𝑥
(︀
𝑄𝑛(𝑥)/𝑇𝑛(𝑥)

)︀2
.

Доказательство. Из (2), сохраняя обозначение 𝑥 = 𝑦2, имеем

𝑇𝑛𝑚(𝑦2) + 𝑦𝑄𝑛𝑚(𝑦2) = (1 + 𝑦)𝑛𝑚 =
(︁
𝑇𝑛(𝑦2) + 𝑦𝑄𝑛(𝑦2)

)︁𝑚
=

=
(︀
𝑇𝑛(𝑦2)

)︀𝑚(︂
1 + 𝑦

𝑄𝑛(𝑦2)

𝑇𝑛(𝑦2)

)︂𝑚
. (10)

Обозначим 𝑢 = 𝑦𝑄𝑛(𝑦2)/𝑇𝑛(𝑦2) и 𝑧 = 𝑢2 = 𝑥
(︀
𝑄𝑛(𝑥)/𝑇𝑛(𝑥)

)︀2
, тогда, продолжая равенства (10),

с помощью (2) получаем

𝑇𝑛𝑚(𝑥) + 𝑦𝑄𝑛𝑚(𝑥) =
(︀
𝑇𝑛(𝑥)

)︀𝑚 (︀
𝑇𝑚(𝑢2) + 𝑢𝑄𝑚(𝑢2)

)︀
=

=
(︀
𝑇𝑛(𝑥)

)︀𝑚 · 𝑇𝑚(𝑧) + 𝑦
(︀
𝑇𝑛(𝑥)

)︀𝑚−1
𝑄𝑛(𝑥) ·𝑄𝑚(𝑧). (11)

Поскольку 𝑥 = 𝑦2 и 𝑧 есть функция от 𝑦2, то из (11) получаем тождества (9). 2
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Следствие 2. Пусть 𝐾 — числовое поле, и даны числа 𝑛,𝑚 ∈ N. Если у многочленов
𝑇𝑛(𝑥), 𝑄𝑛(𝑥), 𝑇𝑚(𝑥) и 𝑄𝑚(𝑥) нет корней в поле 𝐾, то у многочленов 𝑇𝑛𝑚(𝑥) и 𝑄𝑛𝑚(𝑥) также
нет корней в поле 𝐾.

Доказательство. Следует из формул (9). 2

В статье [27] были найдены все рациональные корни многочленов 𝑇𝑛(𝑥) и 𝑄𝑛(𝑥) при всех
натуральных 𝑛: для многочленов 𝑇𝑛(𝑥), 𝑛 ∈ N, корнями могут быть только 𝑥 ∈ {−1,−1/3},
более точно, 𝑇2(2𝑘−1)(−1) = 0, 𝑇3(2𝑘−1)(−1/3) = 0 при всех 𝑘 ∈ N, причем указанные корни
имеют кратность один и других рациональных корней нет; для многочленов 𝑄𝑛(𝑥), 𝑛 ∈ N,
корнями могут быть только 𝑥 ∈ {−3,−1,−1/3}, более точно, 𝑄3𝑘(−3) = 0, 𝑄4𝑘(−1) = 0,
𝑄6𝑘(−1/3) = 0 при всех 𝑘 ∈ N, причем указанные корни имеют кратность один и других
рациональных корней нет.

Дальнейшая наша задача состоит в точном описании всех возможных корней многочле-
нов 𝑇𝑛, 𝑄𝑛 для всех 𝑛 ∈ N. Оказывается, если некоторое алгебраическое число 𝑥0 является
корнем многочлена 𝑇𝑘 для некоторого 𝑘 ∈ N, то в числовых последовательностях {𝑇𝑛(𝑥0)}𝑛∈N
и {𝑄𝑛(𝑥0)}𝑛∈N нули встречаются периодическим образом, а именно, индексы нулевых членов
в {𝑇𝑛(𝑥0)}𝑛∈N и {𝑄𝑛(𝑥0)}𝑛∈N образуют соответственно две бесконечные арифметические про-
грессии. Аналогично, если алгебраическое число 𝑥0 является корнем некоторого многочлена
𝑄𝑘, то индексы нулевых членов в {𝑄𝑛(𝑥0)}𝑛∈N также образуют бесконечную арифметическую
прогрессию. В общем случае для доказательства этого утверждения можно воспользоваться
теоремой Сколем-Малера-Леха (см., например, [31]), поскольку по предложению 3 последо-
вательности 𝑇𝑛 и 𝑄𝑛 удовлетворяют линейному рекуррентному соотношению. Но теорема
Сколем-Малера-Леха имеет неконструктивный характер, а нам важно получить явную струк-
туру возможных корней многочленов 𝑇𝑛(𝑥) и 𝑄𝑛(𝑥).

Утверждение о том, что обнуляющиеся члены последовательностей 𝑇𝑛(𝑥0) и 𝑄𝑛(𝑥0) обра-
зуют арифметические прогрессии, легко следует из следующего предложения.

Предложение 6. 1. Пусть 𝑛 нечетное. Тогда

� 𝑇𝑛(𝑥) = 𝑥deg𝑄𝑛𝑄𝑛(1/𝑥);

� если 𝑞 | 𝑛, то 𝑇𝑞(𝑥) | 𝑇𝑛(𝑥), 𝑄𝑞(𝑥) | 𝑄𝑛(𝑥).

2. Пусть 𝑛 четное. Тогда

� 𝑇𝑛(𝑥) = 𝑥deg 𝑇𝑛𝑇𝑛(1/𝑥);

� если 𝑛 = 𝑞𝑑, 𝑞 — нечетное, то 𝑇𝑑(𝑥) | 𝑇𝑛(𝑥), 𝑄𝑞(𝑥) | 𝑄𝑛(𝑥);

� если 𝑛 = 𝑞𝑑, 𝑑 — четное, то 𝑇𝑞(𝑥) | 𝑄𝑛(𝑥).

Доказательство. Пусть 𝑛 нечетное, тогда 𝑛−2𝑗 нечетное,
(︀
𝑛
2𝑗

)︀
=
(︀

𝑛
𝑛−2𝑗

)︀
и количество слага-

емых в определении (1) многочленов 𝑇𝑛(𝑥), 𝑄𝑛(𝑥) совпадает, откуда, 𝑇𝑛(𝑥) = 𝑥deg𝑄𝑛𝑄𝑛(1/𝑥).
Аналогично, при четном 𝑛 число 𝑛− 2𝑗 также четно, и

(︀
𝑛
2𝑗

)︀
=
(︀

𝑛
𝑛−2𝑗

)︀
, откуда 𝑇𝑛(𝑥) =

= 𝑥deg 𝑇𝑛𝑇𝑛(1/𝑥).
Остальные соотношения следуют из формул (9). 2

Таким образом, задача описания всех алгебраических корней многочленов из последова-
тельностей {𝑇𝑛(𝑥)}𝑛∈N и {𝑄𝑛(𝑥)}𝑛∈N сводится к поиску корней 𝑥0 и соответствующих им ариф-
метических прогрессий индексов 𝑛𝑗 , для которых 𝑇𝑛𝑗 (𝑥0) = 0 или 𝑄𝑛𝑗 (𝑥0) = 0. Для решения
этой задачи мы найдем для каждого 𝑛 ∈ N разложения на неприводимые над Q множители
многочленов 𝑇𝑛(𝑥) и 𝑄𝑛(𝑥). Забегая вперед, отметим, что эти разложения будут зависеть от
разложения индекса 𝑛 на простые множители, а сами неприводимые над Q множители мно-
гочленов 𝑇𝑛(𝑥) и 𝑄𝑛(𝑥) будут связаны с круговыми многочленами Φ𝑘(𝑥) — неприводимыми
над Q множителями многочлена 𝑥𝑛 + 1.
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Из предложения 6 следует, что некоторые множители 𝑄𝑛(𝑥) лежат в последовательно-
сти многочленов {𝑇𝑗(𝑥)}𝑗∈N, а некоторые — связаны с соответствующими многочленами из
{𝑇𝑗(𝑥)}𝑗∈N. Далее мы увидим, что на самом деле все неприводимые над Q множители много-
члена 𝑄𝑛(𝑥) однозначно восстанавливаются из некоторых неприводимых над Q множителей
многочленов из {𝑇𝑗(𝑥)}𝑗∈N. Поэтому сейчас в первую очередь обратимся к исследованию раз-
ложения на неприводимые множители над Q многочленов 𝑇𝑛(𝑥) при различных 𝑛 ∈ N.

Положим 𝐿(𝑇𝑛) — наименьшее общее кратное многочленов 𝑇𝑑, где 𝑑 пробегает все такие
делители числа 𝑛, что 𝑛/𝑑 нечетное и больше 1. Тогда по предложению 6 корректно определен
многочлен 𝑃 (𝑇𝑛) = 𝑇𝑛/𝐿(𝑇𝑛).

Положим 𝑃 (𝑇𝑛)(𝑥) = 𝑥𝑑𝑃 (𝑇𝑛)(1/𝑥), где 𝑑 = deg𝑃 (𝑇𝑛)(𝑥). Отметим, что по предложению
6 при нечетном 𝑛 справедливо соотношение 𝑃 (𝑇𝑛)(𝑥) | 𝑄𝑛, а при четном 𝑛 справедливо равен-
ство 𝑃 (𝑇𝑛)(𝑥) = 𝑃 (𝑇𝑛)(𝑥).

При 𝑘 ∈ N обозначим Φ𝑘(𝑥) — круговой многочлен степени 𝜑(𝑘):

Φ𝑘(𝑥) =
∏︁

1⩽𝑗⩽𝑘, (𝑗,𝑘)=1

(︁
𝑥− 𝑒2𝜋𝑖

𝑗
𝑘

)︁
.

Лемма 1. Пусть 𝑛 = 2𝑡𝑞, где 𝑞 нечетно. Справедливо тождество

𝑥𝑛 + 1 =
∏︁
𝑑|𝑞

Φ2𝑡+1𝑑(𝑥). (12)

Доказательство. Действительно,

𝑥2𝑛 − 1 =
∏︁
𝑟|2𝑛

Φ𝑟(𝑥) =
∏︁
𝑟|𝑛

Φ𝑟(𝑥) ·
∏︁
𝑑|𝑞

Φ2𝑡+1𝑑(𝑥) = (𝑥𝑛 − 1)
∏︁
𝑑|𝑞

Φ2𝑡+1𝑑(𝑥).

2

В статье [32] определено понятие дробно-линейного преобразования многочленов. Обоб-
щим это понятие на рациональные функции и докажем некоторые свойства, которые будем
использовать в дальнейшем.

Пусть 𝐾 - поле и 𝑀 ∈ GL(2,𝐾),

𝑀 =

(︂
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)︂
. (13)

Определим оператор 𝑀 : 𝐾(𝑥) → 𝐾(𝑥) на поле рациональных функций 𝐾(𝑥) следующим
образом:

𝑀𝛼(𝑥) = (𝑐𝑥+ 𝑑)−𝑣∞(𝛼)𝛼

(︂
𝑎𝑥+ 𝑏

𝑐𝑥+ 𝑑

)︂
, (14)

где 𝛼 = 𝑇 (𝑥)/𝑄(𝑥) ∈ 𝐾(𝑥), многочлены 𝑇 (𝑥) и 𝑄(𝑥) взаимно просты, 𝑣∞ (𝛼) = deg𝑄− deg 𝑇 .
Если 𝛼 ∈ 𝐾, то положим 𝑀𝛼 = 𝛼. Отметим, что для 𝑇 (𝑥) ∈ 𝐾[𝑥] имеем 𝑀𝑇 (𝑥) ∈ 𝐾[𝑥].

Положим

[𝑀 ]𝑥 =
𝑎𝑥+ 𝑏

𝑐𝑥+ 𝑑
.

Для 𝛼 ∈ 𝐾(𝑥) назовем 𝑀𝛼(𝑥) невырожденным, если 𝑣∞ (𝑀𝛼) = 𝑣∞ (𝛼).
Оператор 𝑀 обратим слева, если существует оператор 𝑀1 ∈ GL(2,𝐾), такой, что

𝑀1𝑀𝛼 = 𝛼 для любого 𝛼 ∈ 𝐾(𝑥) с невырожденным 𝑀𝛼. Оператор 𝑀 обратим справа, если
существует 𝑀1 ∈ GL(2,𝐾), что 𝑀𝑀1𝛼 = 𝛼 для любого 𝛼 ∈ 𝐾(𝑥) с невырожденным 𝑀1𝛼.

Предложение 7. Пусть 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐾(𝑥) и 𝑀 ∈ GL(2,𝐾) определено как в (13). Тогда

1. 𝑀(𝛼 · 𝛽) = 𝑀𝛼 ·𝑀𝛽;
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2. 𝑀𝛼 невырождено тогда и только тогда, когда 𝑐 = 0 или 𝑣−ℎ (𝛼) = 0, где ℎ = 𝑐𝑥− 𝑎;

3. для оператора 𝑀 существуют обратные операторы слева и справа, причем они совпа-
дают и задаются матрицей 𝑀−1.

Доказательство. Первое утверждение тривиально следует из определения (14) операто-
ра 𝑀 , поскольку 𝑣∞ (𝛼 · 𝛽) = 𝑣∞ (𝛼) + 𝑣∞ (𝛽) при 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐾(𝑥) ∖ 𝐾. Отдельно отметим, что
𝑀𝑐𝛼 = 𝑐𝑀𝛼 для 𝑐 ∈ 𝐾.

Положим 𝛼 = 𝑇 (𝑥)/𝑄(𝑥), где многочлены 𝑇 (𝑥) и 𝑄(𝑥) взаимно просты. Из (14) следует,
что 𝑀𝛼(𝑥) = 𝑀𝑇 (𝑥)/𝑀𝑄(𝑥). Разложив многочлены 𝑇 (𝑥) и 𝑄(𝑥) на линейные множители
над замыканием 𝐾, замечаем, что для доказательства второго утверждение достаточно его
проверить для случая 𝛼 = 𝑥− 𝑥0. Имеем

𝑀(𝑥− 𝑥0) = (𝑎𝑥+ 𝑏) − 𝑥0(𝑐𝑥+ 𝑑) = (𝑎− 𝑐𝑥0)𝑥− (𝑑𝑥0 − 𝑏).

Поскольку det𝑀 ̸= 0, то 𝑎 и 𝑐 не могут одновременно быть равны нулю. Значит
deg𝑀(𝑥− 𝑥0) = 1 тогда и только тогда, когда 𝑐 = 0 или 𝑥0 ̸= 𝑎/𝑐, то есть 𝑣−ℎ (𝑥− 𝑥0) = 0, где
ℎ = 𝑐𝑥− 𝑎.

Третье утверждение также достаточно проверить для 𝛼 = 𝑥− 𝑥0. Пусть 𝑀(𝑥− 𝑥0) невы-
рождено. Положим �̂�0 = [𝑀−1]𝑥0, тогда 𝑀(𝑥− 𝑥0) = (𝑎− 𝑐𝑥0)(𝑥− �̂�0). Возьмем

𝑀1 =

(︂
𝑎1 𝑏1
𝑐1 𝑑1

)︂
,

тогда

𝑀1𝑀(𝑥− 𝑥0) = (𝑎− 𝑐𝑥0)((𝑎1𝑥+ 𝑏1) − �̂�0(𝑐1𝑥+ 𝑑1)) = (𝑎− 𝑐𝑥0)(𝑎1𝑥+ 𝑐1) − (𝑑𝑥0 − 𝑏)(𝑐1𝑥+ 𝑑1).

Приравнивая 𝑀1𝑀(𝑥− 𝑥0) = 𝑥− 𝑥0, находим 𝑎1 = 𝑑/𝐷, 𝑏1 = −𝑏/𝐷, 𝑐1 = −𝑐/𝐷, 𝑑1 = 𝑎/𝐷, где
𝐷 = det𝑀 . Таким образом, однозначно восстанавливается 𝑀1 = 𝑀−1. Обратимость справа
проверяется аналогично. 2

Лемма 2. Пусть многочлен 𝑃 ∈ 𝐾[𝑥] неприводим над полем 𝐾 и𝑀𝑃 (𝑥) невырожденный
для некоторой матрицы 𝑀 ∈ GL(2,𝐾). Тогда многочлен 𝑀𝑃 (𝑥) также неприводим над 𝐾.

Доказательство. Предположим, что 𝑃 ∈ 𝐾[𝑥] неприводим, 𝑀𝑃 (𝑥) невырожденный и
𝑀𝑃 (𝑥) = 𝑇 (𝑥)𝑄(𝑥), где 𝑇,𝑄 непостоянные многочлены. Тогда по предложению 7 имеем

𝑃 (𝑥) = 𝑀−1𝑀𝑃 (𝑥) = 𝑀−1𝑇 (𝑥) ·𝑀−1𝑄(𝑥),

причем 𝑀−1𝑇 (𝑥),𝑀−1𝑄(𝑥) ∈ 𝐾[𝑥] невырожденные, то есть deg𝑀−1𝑇 (𝑥) = deg 𝑇 и
deg𝑀−1𝑄(𝑥) = deg𝑄. Это противоречит неприводимости многочлена 𝑃 над 𝐾. 2

Теорема 1. Пусть 𝑛 = 2𝑡𝑞, где 𝑞 нечетно. Тогда справедливо разложение на неприводи-
мые над Q множители

𝑇𝑛(𝑥) =
∏︁
𝑑|𝑞

𝑃 (𝑇2𝑡𝑑)(𝑥), (15)

𝑄𝑛(𝑥) = 2𝑡
∏︁
𝑑|𝑞

𝑃 (𝑇𝑑)(𝑥) ·
′∏︁
𝑟|𝑛

𝑃 (𝑇𝑟)(𝑥), (16)

где последнее произведение берется по всем делителям 𝑟 числа 𝑛 таким, что 𝑛/𝑟 четное.
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Доказательство. Согласно тождеству (4) и лемме 1 справедливо представление

𝑇𝑛(𝑦2) =
1

2

(︁
(1 + 𝑦)𝑛 + (1 − 𝑦)𝑛

)︁
=

1

2
(1 − 𝑦)𝑛

(︂
1 +

(1 + 𝑦)𝑛

(1 − 𝑦)𝑛

)︂
=

=
1

2
(1 − 𝑦)𝑛

(︂
1 +

(︂
1 + 𝑦

1 − 𝑦

)︂𝑛)︂
=

1

2
(1 − 𝑦)𝑛

∏︁
𝑑|𝑞

Φ2𝑡+1𝑑

(︂
1 + 𝑦

1 − 𝑦

)︂
. (17)

При 𝑘 > 1 для кругового многочлена Φ𝑘(𝑥) справедливо соотношение Φ𝑘(𝑥) = 𝑥𝜑(𝑘)Φ𝑘

(︀
1
𝑥

)︀
.

Положим 𝑀 =

(︂
1 1
−1 1

)︂
. Тогда

Ψ𝑘(𝑦) = 𝑀Φ𝑘(𝑦) = (1 − 𝑦)𝜑(𝑘)Φ𝑘

(︂
1 + 𝑦

1 − 𝑦

)︂
= (1 + 𝑦)𝜑(𝑘)Φ𝑘

(︂
1 − 𝑦

1 + 𝑦

)︂
∈ Z[𝑦],

откуда следует, что Ψ𝑘(𝑦) является четной функцией, то есть Ψ𝑘(𝑦) = 𝑅𝑘(𝑦
2) = 𝑅𝑘(𝑥) ∈ Z[𝑥]. В

силу неприводимости кругового многочлена Φ𝑘(𝑥) над Q по лемме 2 при 𝑘 > 2 заключаем, что
многочлен Ψ𝑘(𝑦) неприводим над Q, а, следовательно, и многочлен 𝑅𝑘(𝑥) также неприводим
над Q. Дополнительно отметим, что Ψ2(𝑦) = 𝑀Φ2(𝑦) = 2. Таким образом, из (17) имеем
разложение на неприводимые над Q множители

𝑇𝑛(𝑦2) =
1

2

∏︁
𝑑|𝑞

𝑅2𝑡+1𝑑(𝑥). (18)

Докажем, что 𝑅2𝑡+1𝑑(𝑥) = 𝑃 (𝑇2𝑡𝑑)(𝑥) при нечетном 𝑑 > 1 и 𝑅2𝑡+1(𝑥) = 2𝑃 (𝑇2𝑡)(𝑥). До-
казательство проведем индукцией по количеству простых делителей нечетного числа 𝑞, где
𝑛 = 2𝑡𝑞. Обозначим за 𝑠 количество не обязательно различных простых делителей нечетного
числа 𝑞. При 𝑠 = 0, то есть 𝑞 = 1 и 𝑛 = 2𝑡, сравнивая (15) и (18), имеем 𝑅2𝑡+1(𝑥) = 2𝑃 (𝑇2𝑡)(𝑥).
Пусть справедливо разложение (15) на неприводимые над Q множители и 𝑝 — простое нечет-
ное число. Тогда с одной стороны запишем

𝑇𝑝𝑛(𝑥) = 𝑃 (𝑇𝑝𝑛)(𝑥) ·
∏︁
𝑑|𝑞

𝑃 (𝑇2𝑡𝑑)(𝑥)
∏︁

𝑑|𝑞, �̸�=𝑞

𝑃 (𝑇2𝑡𝑝𝑑)(𝑥) =
∏︁
𝑑|𝑝𝑞

𝑃 (𝑇2𝑡𝑑)(𝑥),

а с другой стороны из (18) по предположению индукции имеем

𝑇𝑝𝑛(𝑥) =
1

2

∏︁
𝑑|𝑝𝑞

𝑅(𝑇2𝑡+1𝑑)(𝑥) = 𝑅(𝑇2𝑡+1𝑝𝑞)(𝑥) ·
∏︁
𝑑|𝑞

𝑃 (𝑇2𝑡𝑑)(𝑥)
∏︁

𝑑|𝑞, �̸�=𝑞

𝑃 (𝑇2𝑡𝑝𝑑)(𝑥).

Следовательно, 𝑅2𝑡+1𝑝𝑞(𝑥) = 𝑃 (𝑇𝑝𝑛)(𝑥), что и требовалось доказать.
Для доказательство соотношения (16) аналогично запишем

𝑄𝑛(𝑦2) =
1

2𝑦

(︁
(1 + 𝑦)𝑛 − (1 − 𝑦)𝑛

)︁
=

(1 − 𝑦)𝑛

2𝑦

(︂(︂
1 + 𝑦

1 − 𝑦

)︂𝑛
− 1

)︂
=

=
(1 − 𝑦)𝑛

2𝑦

∏︁
𝑑|𝑛

Φ𝑑

(︂
1 + 𝑦

1 − 𝑦

)︂
=

(1 − 𝑦)𝑛

2𝑦

∏︁
𝑑|𝑞

Φ𝑑

(︂
1 + 𝑦

1 − 𝑦

)︂∏︁
𝑑|𝑛

2

Φ2𝑑

(︂
1 + 𝑦

1 − 𝑦

)︂
, (19)

где последнее произведение считаем пустым, если 𝑛 нечетно. Отметим, что 𝑀Φ1(𝑦) = 2𝑦, и
при нечетных 𝑑 справедливо Φ𝑑(𝑦) = Φ2𝑑(−𝑦). Продолжая (19), получаем

𝑄𝑛(𝑥) =
1

2𝑦

∏︁
𝑑|𝑞

𝑀Φ𝑑(𝑦)
∏︁
𝑑|𝑛

2

𝑀Φ2𝑑(𝑦) =
∏︁

𝑑|𝑞, 𝑑>1

𝑀
(︀
Φ2𝑑(−𝑦)

)︀∏︁
𝑑|𝑛

2

𝑀Φ2𝑑(𝑦).
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Остается, как и ранее, по индукции по количеству не обязательно различных нечетных про-
стых делителей 𝑛 заметить, что 𝑀Φ2(𝑦) = 2, и при 𝑑 > 1 верно равенство

𝑀
(︀
Φ2𝑑(−𝑦)

)︀
= (1 − 𝑦)𝜑(2𝑑)Φ2𝑑

(︂
−1 + 𝑦

1 − 𝑦

)︂
= 𝑃 (𝑇𝑑)(𝑥).

Теорема 1 доказана. 2

Следствие 3. Пусть 𝑛 ∈ N, 𝑛 = 2𝑡𝑞, 𝑞 нечетно, тогда deg𝑃 (𝑇𝑛) = deg𝑃 (𝑇𝑛) = 2𝑡−1𝜑(𝑞).

Доказательство. В ходе доказательства теоремы 1 показано, что при 𝑥 = 𝑦2 и 𝑛 = 2𝑡𝑞 > 1
справедливы равенства

𝑃 (𝑇2𝑡𝑞)(𝑥) = 𝑅2𝑡+1𝑞(𝑥) = Ψ2𝑡+1𝑞(𝑦) = 𝑀Φ2𝑡+1𝑞(𝑦),

причем deg𝑀Φ2𝑡+1𝑞(𝑦) = deg Φ2𝑡+1𝑞(𝑦) = 2𝑡𝜑(𝑞). Следовательно, deg𝑃 (𝑇𝑛) = deg𝑃 (𝑇𝑛) =
= 2𝑡−1𝜑(𝑞). 2

Следствие 4. Пусть 𝑛 ∈ N, 𝑛 = 2𝑡𝑞, 𝑞 нечетно, тогда

𝜔(𝑇𝑛) =

{︃
𝜏(𝑞), 𝑡 > 0,

𝜏(𝑞) − 1, 𝑡 = 0;
𝜔(𝑄𝑛) =

{︃
𝜏(𝑛/2) + 𝜏(𝑞) − 2, 𝑡 > 0,

𝜏(𝑞) − 1, 𝑡 = 0,
(20)

где функция 𝜔(𝑅) обозначает количество нетривиальных неприводимых над Q множителей
многочлена 𝑅.

Доказательство. Утверждение следствия сразу следует из теоремы 1. 2

Теорема 1 позволяет восстановить все алгебраические корни многочленов 𝑇𝑛(𝑥) и 𝑄𝑛(𝑥),
через корни из 1 соответствующих степеней:

� если 𝜉 — примитивный корень из 1 степени 2𝑡+1𝑑, где 𝑛 = 2𝑡𝑞, 𝑞 нечетное, 𝑑 | 𝑞, то
𝑥𝜉 = (𝜉 − 1)2/(𝜉 + 1)2 — корень многочлена 𝑇𝑛(𝑥);

� если 𝜉 — примитивный корень из 1 степени 2𝑑, где 𝑛 четное, 𝑑 | 𝑛2 , то 𝑥𝜉 = (𝜉−1)2/(𝜉+1)2

— корень многочлена 𝑄𝑛(𝑥);

� если 𝜉 — примитивный корень из 1 степени 2𝑑, где 𝑛 = 2𝑡𝑞, 𝑞 нечетно, 𝑑 | 𝑞, то
𝑥𝜉 = (𝜉 + 1)2/(𝜉 − 1)2 — корень многочлена 𝑄𝑛(𝑥).

Следствие 5. У многочленов 𝑇𝑛(𝑥) и 𝑄𝑛(𝑥) в совокупности для всех 𝑛 ∈ N количество
различных неприводимых над Q множителей ограниченной степени конечно.

Доказательство. Из теоремы 1 следует, что множество различных неприводимых над Q
множителей многочленов 𝑇𝑛(𝑥) и 𝑄𝑛(𝑥) при 𝑛 ∈ N есть

{𝑃 (𝑇𝑘)(𝑥), 𝑘 ∈ N} .

Из следствия 3 и нижних оценок на функцию 𝜑(𝑞) получаем, что неравенство deg𝑃 (𝑇𝑛)(𝑥) ⩽ 𝐶
влечет 𝑛 ⩽ 2𝐶 ln ln𝐶. 2
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3. О периодичности ключевых элементов

Пусть 𝐾 — произвольное поле характеристики отличной от 2. Пусть 𝑓 ∈ 𝐾[𝑥] — свобод-
ный от квадратов многочлен степени 2𝑔+ 2, 𝑔 ⩾ 1, со старшим коэффициентом, являющимся
полным квадратом в мультипликативной группе 𝐾* поля 𝐾. Рассмотрим ℒ = 𝐾(𝑥)(

√
𝑓) —

гиперэллиптическое поле. В статье [4] определено отношение эквивалентности “≈” для эле-
ментов 𝛼, 𝛽 ∈ ℒ ∖𝐾(𝑥), а именно 𝛼 ≈ 𝛽, если найдутся 𝑇,𝑅,𝑈, 𝑉 ∈ 𝐾[𝑥] такие, что

𝛼 =
𝑇 +𝑅𝛽

𝑈 + 𝑉 𝛽
, 𝑇𝑉 −𝑅𝑈 ∈ 𝐾*.

В частности, легко проверить, что 𝛼 ≈ 1/𝛼. В теореме 1 [4] доказано, что 𝛼 ≈ 𝛽 для
𝛼, 𝛽 ∈ ℒ ∖ 𝐾(𝑥) тогда и только тогда, когда 𝛽𝑚 = 𝑐𝛼𝑛 для некоторых 𝑚,𝑛 ∈ N0, 𝑐 ∈ 𝐾*.
Отсюда следует, что непрерывные дроби элементов 𝛼 ≈ 𝛽, построенные в поле формальных
степенных рядов 𝐾((1/𝑥)), одновременно квазипериодические (периодические) или не квази-
периодические (не периодические).

Лемма 3. Пусть в гиперэллиптическом поле ℒ = 𝐾(𝑥)(
√
𝑓) есть фундаментальная

единица Ω1 + Ω2
√
𝑓 , где Ω1,Ω2 ∈ 𝐾[𝑥], Ω2 ̸= 0. Тогда существуют такие многочлены

𝑓1, 𝑓2,Ω3,Ω4 ∈ 𝐾[𝑥], что deg Ω3 ⩽ deg Ω1, 𝑣𝑥 (Ω3) = max{𝑣𝑥 (Ω1) , 𝑣𝑥 (Ω2)} и для некоторо-
го 𝑏 ∈ 𝐾* справедливы условия

𝑓2Ω
2
4 − 𝑓1Ω

2
3 = 1, 𝑓1 · 𝑓2 = 𝑏2𝑓, deg 𝑓2 > 0, 𝑣𝑥 (𝑓2) = 𝑣𝑥 (Ω4) = 0, (21)

причем в случае 𝑣𝑥
(︀
Ω2
2𝑓
)︀
> 0 имеем deg 𝑓1 > 0.

Обратно, если даны многочлены 𝑓1, 𝑓2,Ω3,Ω4 ∈ 𝐾[𝑥], удовлетворяющие условиям (21), то
в поле ℒ = 𝐾(𝑥)(

√
𝑓) есть фундаментальная единица Ω1 + Ω2

√
𝑓 , причем deg Ω1 ⩽ deg Ω2

3𝑓1.

Доказательство. Справедливо соотношение Ω2
1−Ω2

2𝑓 = 𝛾 ∈ 𝐾*. В случае, если 𝑣𝑥
(︀
Ω2
2𝑓
)︀

= 0
в качестве многочленов 𝑓1, 𝑓2,Ω3,Ω4 ∈ 𝐾[𝑥] можно взять

𝑓1 = −1/𝛾, 𝑓2 = −𝑓/𝛾, Ω3 = Ω1, Ω4 = Ω2, (22)

тогда 𝑏 = −1/𝛾 и справедливы условия (21) и другие условия леммы.
Пусть теперь 𝑣𝑥

(︀
Ω2
2𝑓
)︀
> 0, тогда 𝛾 = 𝑏−2 для некоторого 𝑏 ∈ 𝐾*. Выберем знак у постоян-

ной 𝑏 так, что

𝑏2Ω2
2𝑓 = 𝑏2Ω2

1 − 1 =
(︀
𝑏Ω1 − 1

)︀(︀
𝑏Ω1 + 1

)︀
, 𝑣𝑥 (𝑏Ω1 − 1) > 0.

Поскольку
(︀
𝑏Ω1 − 1, 𝑏Ω1 + 1

)︀
∈ 𝐾*, то существуют многочлены 𝑓1, 𝑓2,Ω3,Ω4 ∈ 𝐾[𝑥], удовле-

творяющие условиям

𝑏Ω1 − 1 = 2Ω2
3𝑓1, 𝑏Ω1 + 1 = 2Ω2

4𝑓2, Ω2 = 2Ω3Ω4, 𝑏2𝑓 = 𝑓1𝑓2. (23)

Для таких многочленов справедливы условия (21) и условия леммы, причем deg 𝑓1 > 0
и deg 𝑓2 > 0, поскольку в противном случае фундаментальная единица имела бы вид
Ω3 + Ω4

√︀
𝑓2/𝑓1 или Ω4 + Ω3

√︀
𝑓1/𝑓2 соответственно.

Обратное утверждение следует из формул (22) или (23) соответственно при deg 𝑓1 = 0 или
deg 𝑓1 > 0. 2

Следующая лемма обобщает лемму 1 [28].

Лемма 4. Пусть многочлены 𝑓1, 𝑓2,Ω3,Ω4 ∈ 𝐾[𝑥] удовлетворяют (21) и 𝑠 ∈ Z. Если
−𝑣𝑥 (𝑓1) − 𝑣𝑥 (Ω3) ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑣𝑥 (Ω3), то

1

𝑥𝑠
√
𝑓
≈ 𝑥𝑠

√︀
𝑓 ≈ 𝑥𝑠

√︃
𝑓1
𝑓2

≈ 𝑥−𝑠

√︃
𝑓2
𝑓1
, (24)
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а если −𝑣𝑥 (Ω3) ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑣𝑥 (Ω3) + 𝑣𝑥 (𝑓1), то

𝑥𝑠√
𝑓
≈

√
𝑓

𝑥𝑠
≈ 𝑥−𝑠

√︃
𝑓1
𝑓2

≈ 𝑥𝑠

√︃
𝑓2
𝑓1
. (25)

Доказательство. Замена 𝑠 на −𝑠 превращает (24) в (25). Кроме того, поскольку 𝛼 ≈ 1/𝛼,
то достаточно доказать только соотношение 𝑥−𝑠

√
𝑓 ≈ 𝑥−𝑠

√︀
𝑓1/𝑓2 для −𝑣𝑥 (Ω3) ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑣𝑥 (Ω3)+

+ 𝑣𝑥 (𝑓1).
Рассмотрим 𝑇 = 𝑥−𝑠Ω3𝑓1, 𝑅 = Ω4, 𝑈 = Ω4𝑓2, 𝑉 = 𝑥𝑠Ω3, тогда из (21) имеем

𝑇𝑉 −𝑅𝑈 = −(𝑓2Ω
2
4 − 𝑓1Ω

2
3) ∈ 𝐾*, 𝑇,𝑅, 𝑈, 𝑉 ∈ 𝐾[𝑥],

√
𝑓

𝑥𝑠
≈ 𝑇 +𝑅

√
𝑓/𝑥𝑠

𝑈 + 𝑉
√
𝑓/𝑥𝑠

= 𝑥−𝑠

√︃
𝑓1
𝑓2
.

Лемма 4 доказана. 2

Предложение 8. Пусть многочлены 𝑓1, 𝑓2,Ω3,Ω4 ∈ 𝐾[𝑥] удовлетворяют (21) и 𝑠 ∈ Z.
Если −𝑣𝑥 (𝑓1)−𝑣𝑥 (Ω3) ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑣𝑥 (Ω3), то непрерывные дроби элементов из (24) периодические,
а если −𝑣𝑥 (Ω3) ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑣𝑥 (Ω3)+𝑣𝑥 (𝑓1), то непрерывные дроби элементов из (25) периодические.

Доказательство. Поскольку 𝑓 свободен от квадратов, то 0 ⩽ 𝑣𝑥 (𝑓) ⩽ 1. Определим 𝑣∞
как одно из продолжений бесконечного нормирования поля 𝐾(𝑥) на поле ℒ. В силу того, что
deg𝑥 𝑓2 > 0, имеем

min
(︁
𝑣∞

(︁
𝑥−𝑠/

√︀
𝑓
)︁
, 𝑣∞

(︁
𝑥𝑠
√︀
𝑓
)︁
, 𝑣∞

(︁
𝑥𝑠
√︀
𝑓1/𝑓2

)︁
, 𝑣∞

(︁
𝑥−𝑠
√︀
𝑓2/𝑓1

)︁)︁
< 0,

min
(︁
𝑣∞

(︁
𝑥𝑠/
√︀
𝑓
)︁
, 𝑣∞

(︁
𝑥−𝑠
√︀
𝑓
)︁
, 𝑣∞

(︁
𝑥−𝑠
√︀
𝑓1/𝑓2

)︁
, 𝑣∞

(︁
𝑥𝑠
√︀
𝑓2/𝑓1

)︁)︁
< 0.

У всех этих элементов один и тот же дискриминант 𝐷, причем при 𝑣𝑥 (𝑓) = 0 или 𝑠 = 0 имеем
𝐷 = 𝑥2|𝑠|𝑓 , а при 𝑣𝑥 (𝑓) = 1 и 𝑠 ̸= 0 имеем 𝐷 = 𝑥2|𝑠|−2𝑓 . Следовательно, по теореме 2 [4]
получаем, что непрерывные дроби элементов 𝑥𝑠

√
𝑓 и 𝑥−𝑠

√
𝑓 квазипериодические. Наконец, по

теореме 3 [4] и лемме 4 получаем периодичность непрерывных дробей всех элементов из (24)
и (25) соответственно.

Предложение 8 доказано. 2

4. Оценки на длину квазипериода и периода

Пусть элемент 𝛽 ∈ ℒ = 𝐾(𝑥)(
√
𝑓) является корнем уравнения

Λ2𝑋
2 + 2Λ1𝑋 + Λ0 = 0, (26)

где Λ0,Λ1,Λ2 ∈ 𝐾[𝑥] взаимно простые многочлены. Обозначим 𝐷 = Λ2
1 − Λ0Λ2. Тогда по

теореме 2 [4] квазипериодичность непрерывной дроби 𝛽 = [𝑎0; 𝑎1, . . .] в 𝐾((1/𝑥)) эквивалентна
наличию решения Θ1,Θ2 ∈ 𝐾[𝑥], Θ2 ̸= 0, уравнения

Θ2
1 − Θ2

2𝐷 = 𝛾 ∈ 𝐾*. (27)

Предложение 9. Пусть существует решение Θ1,Θ2 ∈ 𝐾[𝑥], Θ2 ̸= 0, уравнения (27).
Тогда непрерывная дробь элемента 𝛽 может быть записана следующим образом

𝛽 = [𝑎0; 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛, . . . , 𝑎𝑡
𝑐],

где 𝑎𝑛, . . . , 𝑎𝑡 — квазипериод, 𝑐 — константа квазипериода, причем

𝑡∑︁
𝑗=𝑛

deg 𝑎𝑗 ⩽ deg Θ2 + max

(︂
deg Λ1,

1

2
(deg Λ0 + deg Λ2)

)︂
.
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Доказательство. См. теорему 2 [28]. 2

При введенных обозначениях 𝑁 = 𝑡− 𝑛+ 1 — длина квазипериода непрерывной дроби 𝛽,
следовательно, по предложению 9 справедлива оценка

𝑁 ⩽ deg Θ2 + max

(︂
deg Λ1,

1

2
(deg Λ0 + deg Λ2)

)︂
.

Теорема 2. Элемент 𝛽 =
√
𝑓/𝑥𝑠 ∈ ℒ для некоторого 𝑠 ∈ Z имеет периодическое

разложение в непрерывную дробь тогда и только тогда, когда существуют многочлены
𝑓1, 𝑓2,Ω3,Ω4 ∈ 𝐾[𝑥], которые удовлетворяют условиям (21) для некоторого 𝑏 ∈ 𝐾* и
−𝑣𝑥 (Ω3) ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑣𝑥 (Ω3) + 𝑣𝑥 (𝑓1). В случае периодичности непрерывной дроби элемента 𝛽
для длины квазипериода 𝑁 справедливы оценки

𝑁 ⩽

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2
(︀
deg Ω3 + 𝑠+ 1

)︀
, если 𝑠+ 𝑔 + 1 < deg 𝑓1,

2
(︀
deg Ω3 + deg 𝑓1 − 𝑔

)︀
− 1, если 𝑠+ 𝑔 + 1 = deg 𝑓1,

2
(︀
deg Ω3 − 𝑔

)︀
, если deg 𝑓1 < 𝑠+ 𝑔 + 1 < deg 𝑓,

2
(︀
deg Ω3 + deg 𝑓1 − 𝑔

)︀
− 1, если 𝑠+ 𝑔 + 1 = deg 𝑓,

2
(︀
deg Ω3 + deg 𝑓1 − 𝑠+ 1

)︀
, если deg 𝑓 < 𝑠+ 𝑔 + 1,

где deg 𝑓 = 2𝑔 + 2.

Доказательство. Пусть существуют многочлены 𝑓1, 𝑓2,Ω3,Ω4 ∈ 𝐾[𝑥], удовлетворяющие
условиям (21) для некоторого 𝑏 ∈ 𝐾*, и дано 𝑠 ∈ Z такое, что −𝑣𝑥 (Ω3) ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑣𝑥 (Ω3) + 𝑣𝑥 (𝑓1).
Тогда по предложению 8 непрерывные дроби элементов из (25) периодические, и, в частности,
периодическая непрерывная дробь элемента 𝛽.

Пусть теперь непрерывная дробь элемента 𝛽 периодическая. Тогда по теореме 2 [4] суще-
ствуют многочлены Θ1,Θ2 ∈ 𝐾[𝑥], являющиеся решением уравнения (27), где 𝐷 — дискри-
минант элемента 𝛽, 𝐷 = 𝜔2𝑓 . Без ограничения общности мы можем считать, что многочлены
Θ1,Θ2 имеют минимальную степень среди возможных нетривиальных решений уравнения (27)
при разных 𝛾 ∈ 𝐾*. Имеем 𝜔 = 𝑥|𝑠| при 𝑣𝑥 (𝑓) = 0 или 𝑠 ⩽ 0, и 𝜔 = 𝑥|𝑠|−1 при 𝑣𝑥 (𝑓) = 1 и
𝑠 > 0.

Если 𝑣𝑥
(︀
Θ2

2𝐷
)︀

= 0, то 𝑠 = 0, 𝐷 = 𝑓 , и в качестве многочленов 𝑓1, 𝑓2,Ω3,Ω4 ∈ 𝐾[𝑥] можно
взять

𝑓1 = −1/𝛾, 𝑓2 = −𝑓/𝛾, Ω3 = Θ1, Ω4 = Θ2,

тогда 𝑏 = −1/𝛾 и справедливы условия (21).
Рассмотрим теперь случай 𝑣𝑥

(︀
Θ2

2𝐷
)︀
> 0. Тогда 𝛾 = 𝑏−2 для некоторого 𝑏 ∈ 𝐾*, причем

можно выбрать знак у постоянной 𝑏 так, что

𝑏2Θ2
2𝐷 = 𝑏2Θ2

1 − 1 =
(︀
𝑏Θ1 − 1

)︀(︀
𝑏Θ1 + 1

)︀
, 𝑣𝑥 (𝑏Θ1 − 1) > 0.

Поскольку
(︀
𝑏Θ1 − 1, 𝑏Θ1 + 1

)︀
∈ 𝐾*, то существуют многочлены 𝑓1, 𝑓2,Ω3,Ω4 ∈ 𝐾[𝑥], удовле-

творяющие условиям

𝑏Θ1 − 1 = 2Ω2
3𝑓1, 𝑏Θ1 + 1 = 2Ω2

4𝑓2, Θ2𝜔 = 2Ω3Ω4, 𝑏2𝑓 = 𝑓1𝑓2.

Заметим, что deg 𝑓2 > 0, поскольку в противном случае при 𝑓2 ∈ 𝐾* многочлены Ω4,Ω3/𝜔
также являются решением уравнения типа (27), но меньшей степени, чем решение Θ1,Θ2.
Таким образом, для многочленов 𝑓1, 𝑓2,Ω3,Ω4 справедливы условия (21) и −𝑣𝑥 (Ω3) ⩽ 𝑠 ⩽
⩽ 𝑣𝑥 (Ω3) + 𝑣𝑥 (𝑓1), поскольку многочлен 𝜔 делит Ω3.

Перейдем к доказательству оценки на длину квазипериода 𝑁 .
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По предложению 8 непрерывные дроби элементов из (24) и (25) периодические, причем
по лемме 4 периоды для элементов из (24) и (25) соответственно совпадают с точностью
до сдвига и умножения на некоторую постоянную. Следовательно, среди неполных частных
непрерывной дроби 𝛽, входящих в квазипериодическую часть, найдутся неполные частные
каждой положительной степени из −𝑣−∞ (𝛼) для элементов 𝛼 из (25). Значит, степени некото-
рых неполных частных 𝑎𝑗 можно оценить сверху более точно значениями

max
(︀
1, |𝑔 + 1 − 𝑠|

)︀
, max

(︀
1, |𝑠+ 𝑔 + 1 − deg 𝑓1|

)︀
.

Обозначим
𝛿 = max

(︀
0, |𝑔 + 1 − 𝑠| − 1

)︀
+ max

(︀
0, |𝑠+ 𝑔 + 1 − deg 𝑓1| − 1

)︀
, (28)

тогда 0 ⩽ 𝛿 ⩽ 2 max(𝑠− 1, 𝑔) и справедлива оценка

deg𝐴 ⩾ deg𝑃𝑡 =

𝑡∑︁
𝑗=0

deg 𝑎𝑗 ⩾ deg𝑃𝑛−1 +𝑁 + 𝛿. (29)

Далее, по предложению 9, для элемента 𝛽 =
√
𝑓/𝑥𝑠 получаем

𝑁 + 𝛿 ⩽ max

(︂
deg Θ1, deg Θ2 +

deg Λ0 + deg Λ2

2

)︂
= deg Θ1 ⩽ 2 deg Ω3 + deg 𝑓1.

Далее, раскрывая значение модулей в 𝛿, получаем требуемые оценки на длину квазипериода
𝑁 .

Теорема 2 доказана. 2

Из предложения 8 и теоремы 2 следует, что для ключевых элементов вида
√
𝑓/𝑥𝑠 условие

квазипериодичности непрерывной дроби, построенной в поле 𝐾((1/𝑥)), эквивалентно условию
ее периодичности. Это следствие эквивалентно результату, полученному впервые в статье [12]
о периодичности непрерыных дробей, построенных в поле 𝐾((𝑥)), для ключевых элементов
вида

√
𝑓/𝑥𝑠.

Из оценок теоремы 2 на длину квазипериода 𝑁 следует, что для любых 𝑠 ∈ Z справедливо
неравенство𝑁 ⩽ 2 deg(Ω3+deg 𝑓1−𝑔). В случае, когда многочлен 𝑓 неприводим, имеем 𝑓1 ∈ 𝐾*

и длина квазипериода 𝑁 не превосходит 2(deg Ω3 − 𝑔).

5. Оценка сверху длин периодов непрерывных дробей ключевых
элементов над числовыми полями

Пусть в поле ℒ = 𝐾(𝑥)(
√
𝑓) существует фундаментальная единица Ψ1 + Ψ2

√
𝑓 , где

Ψ1,Ψ2 ∈ 𝐾[𝑥]. Для 𝑗 ∈ N положим Ω
(𝑗)
1 ,Ω

(𝑗)
2 ∈ 𝐾[𝑥] такие многочлены, что

Ω
(𝑗)
1 + Ω

(𝑗)
2

√︀
𝑓 =

(︀
Ψ1 + Ψ2

√︀
𝑓
)︀𝑗
. (30)

Положим 𝑍 = Ψ2
2𝑓/Ψ

2
1, тогда

Ω
(𝑗)
1 + Ω

(𝑗)
2

√︀
𝑓 = Ψ𝑗

1

(︀
𝑇𝑗(𝑍) +𝑄𝑗(𝑍)

√
𝑍
)︀
, (31)

где многочлены 𝑇𝑛(𝑥), 𝑄𝑛(𝑥) ∈ Z[𝑥], 𝑛 ∈ N, определены в (1).

Предложение 10. Пусть 𝛽 ∈ ℒ — квадратичная иррациональность с дискриминантом
𝐷(𝛽) = 𝜔2𝑓 ∈ 𝐾[𝑥]. Для того, чтобы разложение элемента 𝛽 в непрерывную дробь в поле
𝐾((1/𝑥)) было квазипериодическим, необходимо и достаточно, чтобы нашелся номер 𝑛 ∈ N
такой, что 𝜔 | Ω

(𝑛)
2 .
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Доказательство. Согласно теореме 2 [4] элемент 𝛽 имеет квазипериодическую непрерыв-
ную дробь в поле 𝐾((1/𝑥)) тогда и только тогда, когда для дискриминанта 𝐷(𝛽) = 𝜔2𝑓 спра-
ведливо соотношение (27) для некоторых ненулевых многочленов Θ1,Θ2 ∈ 𝐾[𝑥]. Так как в
поле ℒ есть фундаментальная единица Ψ1 + Ψ2

√
𝑓 , то без ограничения общности можно счи-

тать, что разрешимость соотношения (27) в многочленах Θ1,Θ2 равносильна для некоторого

𝑛 ∈ N равенствам Θ1 = Ω
(𝑛)
1 , Θ2𝜔 = Ω

(𝑛)
2 , где многочлены Ω

(𝑛)
1 , Ω

(𝑛)
2 определены в (30). Та-

ким образом, необходимым и достаточным условием квазипериодичности непрерывной дроби
элемента 𝛽 является 𝜔 | Ω

(𝑛)
2 для некоторого 𝑛 ∈ N. 2

Пусть выполнены условия предложения 10, и число 𝑎 является корнем многочлена 𝜔.
Необходимым условием того, что 𝜔 | Ω

(𝑛)
2 является условие Ω

(𝑛)
2 (𝑎) = 0, которое согласно (31)

равносильно условию

lim
𝑥→𝑎

Ψ𝑛−1
1 (𝑥) · Ψ2(𝑥) ·𝑄𝑛(𝑍) = 0, где 𝑍 = 𝑍(𝑥) = Ψ2

2(𝑥)𝑓(𝑥)/Ψ2
1(𝑥).

Обозначим 𝑄𝑛(𝑍,𝑊 ) — однородный многочлен, соответствующий многочлену 𝑄𝑛(𝑍). Если
Ψ1(𝑎) = 0, то 𝑄𝑛

(︀
Ψ2

2(𝑎)𝑓(𝑎),Ψ2
1(𝑎)

)︀
̸= 0, поскольку Ψ2

2(𝑎)𝑓(𝑎) ̸= 0, ибо Ψ2
1(𝑥)−Ψ2

2(𝑥)𝑓(𝑥) ∈ 𝐾*.
Таким образом, для квазипериодичности непрерывной дроби элемента 𝛽 с дискриминантом
𝐷(𝛽) = 𝜔2𝑓 необходимо, чтобы для каждого корня 𝑎 многочлена 𝜔 либо Ψ1(𝑎) = 0, либо
Ψ2(𝑎) = 0, либо 𝑄𝑛(𝑍𝑎) = 0, где 𝑍𝑎 = 𝑍(𝑎) при Ψ1(𝑎) ̸= 0. В случае, если у многочлена 𝜔 нет
кратных корней, то приведенные необходимые условия являются также достаточными.

Предложение 11. Пусть ℒ = 𝐾(𝑥)(
√
𝑓) — гиперэллиптическое поле, в котором есть

нетривиальная единица Ψ1 + Ψ2
√
𝑓 такая, что Ψ2

1 − Ψ2
2

√
𝑓 = 1. Пусть элемент 𝛼 поля ℒ

имеет дискриминант 𝐷 = 𝐷(𝛼) = 𝜔2𝑓 . Тогда следующие условия равносильны:

1. непрерывная дробь элемента 𝛼 квазипериодическая;

2. найдется такое число 𝑛 ∈ N, что

𝜔(𝑥) | Ψ2(𝑥)
∑︁

𝑗⩽[𝑛−1
2 ]

(︂
𝑛

2𝑗 + 1

)︂
Ψ1(𝑥)𝑛−2𝑗−1(Ψ1(𝑥)2 − 1)𝑗 .

Доказательство. В силу предложения 10 условие квазипериодичности непрерывной дроби
элемента 𝛼 равносильно условию 𝜔 | Ω

(𝑛)
2 для некоторого 𝑛 ∈ N. Из равенств (19) имеем

Ω
(𝑛)
2 (𝑥) = Ψ𝑛

1 (𝑥)𝑄𝑛

(︂
Ψ2

2(𝑥)

Ψ2
1(𝑥)

𝑓(𝑥)

)︂
Ψ2(𝑥)

Ψ1(𝑥)
=

=
1

2

Ψ2(𝑥)√︀
Ψ1(𝑥)2 − 1

(︁
(
√︀

Ψ1(𝑥)2 − 1 + Ψ1(𝑥))𝑛 − (
√︀

Ψ1(𝑥)2 − 1 − Ψ1(𝑥))𝑛
)︁

=

=
Ψ2(𝑥)

Ψ1(𝑥)

∑︁
𝑗⩽[𝑛−1

2 ]

(︂
𝑛

2𝑗 + 1

)︂
Ψ1(𝑥)𝑛−2𝑗(Ψ1(𝑥)2 − 1)𝑗 .

Предложение 11 доказано. 2

Легко видеть, что условие наличия в гиперэллиптическом поле ℒ фундаментальной
единицы равносильно наличию в поле ℒ нетривиальной единицы Ψ1 + Ψ2

√
𝑓 такой, что

Ψ2
1 − Ψ2

2

√
𝑓 = 1, как в предложении 11.

Теорема 3. Пусть 𝐾 — расширение поля рациональных чисел Q степени 𝑘. Пусть
𝑓 ∈ 𝐾[𝑥] — свободный от квадратов многочлен, и в поле ℒ = 𝐾(𝑥)(

√
𝑓) есть фундаменталь-

ная единица 𝑢 = Ψ1 + Ψ2
√
𝑓 степени 𝑚, где Ψ1,Ψ2 ∈ 𝐾[𝑥]. Пусть для 𝑗 ∈ N многочлены

Ω
(𝑗)
1 ,Ω

(𝑗)
2 ∈ 𝐾[𝑥] определены соотношениями (30).
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1. Если хотя бы одно из значений 𝑣𝑥 (𝑓) , 𝑣𝑥 (Ψ1) , 𝑣𝑥 (Ψ2) отлично от нуля, то непрерывная
дробь элемента

√
𝑓/𝑥𝑠, построенная в 𝐾((1/𝑥)), периодическая тогда и только тогда,

когда
−𝑣𝑥 (Ψ1) − 𝑣𝑥 (Ψ2) ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑣𝑥 (Ψ1) + 𝑣𝑥 (Ψ2) + 𝑣𝑥 (𝑓) .

В случае периодичности непрерывной дроби
√
𝑓/𝑥𝑠, длина квазипериода 𝑁 не превосхо-

дит 𝑚− 𝛿, где значение 𝛿 определено в (28) при некотором 𝑓1 | 𝑓 , deg 𝑓1 < deg 𝑓 .

2. Если 𝑣𝑥 (𝑓) = 𝑣𝑥 (Ψ1) = 𝑣𝑥 (Ψ2) = 0, то непрерывная дробь элемента
√
𝑓/𝑥𝑠, постро-

енная в 𝐾((1/𝑥)), периодическая тогда и только тогда, когда найдется такой номер

𝑛, что 𝑣𝑥

(︁
Ω
(1)
2

)︁
= . . . = 𝑣𝑥

(︁
Ω
(𝑛−1)
2

)︁
= 0, |𝑠| ⩽ 𝑣𝑥

(︁
Ω
(𝑛)
2

)︁
и 𝜑(𝑛) | 2𝑘. В случае перио-

дичности непрерывной дроби
√
𝑓/𝑥𝑠, длина квазипериода 𝑁 не превосходит 𝑛𝑚− 𝛿, где

значение 𝛿 определено в (28) при некотором 𝑓1 | 𝑓 , deg 𝑓1 < deg 𝑓 .

Доказательство. Пункт 1 следует из результатов статьи [28].
Предположим, что 𝑣𝑥 (𝑓) = 𝑣𝑥 (Ψ1) = 𝑣𝑥 (Ψ2) = 0. Положим 𝑍 = 𝑍(𝑥) = Ψ2

2𝑓/Ψ
2
1, тогда для

всех 𝑛 ∈ N справедливо равенство (31). Отметим, что 𝑍0 = 𝑍(0) определено корректно, по-
скольку Ψ1(0) ̸= 0. Согласно предложению 10 для периодичности элемента

√
𝑓/𝑥𝑠, 𝑠 ̸= 0 необ-

ходимо, чтобы для некоторого минимального 𝑛 ∈ N было выполнено равенство 𝑄𝑛(𝑍)|𝑥=0 = 0,
то есть число 𝑍0 должно быть корнем многочлена 𝑄𝑗(𝑥). В силу минимальности 𝑛, число 𝑍0

не должно быть корнем многочленов 𝑄1(𝑥), . . . , 𝑄𝑛−1(𝑥). По теореме 1 число 𝑍0 должно быть
корнем либо многочлена 𝑃 (𝑇𝑛/2) при четном 𝑛, либо многочлена 𝑃 (𝑇𝑛) при нечетном 𝑛, по-
скольку остальные неприводимые над Q множители в разложении (16) содержатся в соответ-
ствующих разложениях на неприводимые над Q множители многочленов 𝑄1(𝑥), . . . , 𝑄𝑛−1(𝑥).
По следствию 3 при четном 𝑛 = 2𝑡𝑞, 𝑡 ⩾ 1, имеем deg𝑃 (𝑇𝑛/2) = 2𝑡−2𝜑(𝑞), при нечетном 𝑛 = 𝑞

имеем deg𝑃 (𝑇𝑛) = 𝜑(𝑞)/2, откуда в силу неприводимости соответственно многочленов 𝑃 (𝑇𝑛/2)

и 𝑃 (𝑇𝑛) получаем условие 𝜑(𝑛) | 2𝑘. Более того, поле 𝐾 в качестве подполя должно содержать
поле разложения соответственно многочлена 𝑃 (𝑇𝑛/2) или многочлена 𝑃 (𝑇𝑛).

Из оценок на длину квазипериода в предложении 9 и теореме 2 следует, что𝑁⩽deg Θ1−𝛿=

= deg Ω
(𝑛)
1 − 𝛿 = 𝑛𝑚− 𝛿.

Теорема 3 доказана. 2

По теореме 3 из условия 𝜑(𝑛) | 2𝑘 получаем в таблице 1 возможные значения 𝑛 для различ-
ных значений 𝑘 = [𝐾 : Q], 𝑘 ⩽ 10. В статье [28] доказано, что при 𝑘 = 1 все соответствующие
значения 𝑛 из таблицы 1 достигаются. Примеры 1-4 ниже показывают, что при 𝑘 = 2 также
достигаются все соответствующие значения 𝑛 из таблицы 1. В частности, пример 4 показыва-
ет, что существуют примеры элементов вида

√
𝑓/𝑥𝑠, определенные над полем 𝐾, [𝐾 : Q] = 2,

длина квазипериода непрерывных дробей которых почти в 12 раз больше степени соответ-
ствующей фундаментальной единицы.

Следствие 6. Пусть справедливы обозначения теоремы 3, и непрерывная дробь эле-
мента

√
𝑓/𝑥𝑠 периодическая. Пусть дополнительно выполнено одно из трех условий: либо

𝑣𝑥 (Ψ1) > 0, либо 𝑣𝑥 (𝑓) = 𝑣𝑥 (Ψ1) = 𝑣𝑥 (Ψ2) = 0, и 𝑛 четно, либо 𝑣𝑥 (𝑓) = 𝑣𝑥 (Ψ1) = 𝑣𝑥 (Ψ2) = 0
и многочлен 𝑓 неприводим. Тогда справедливы неравенства

𝑁 ⩽

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑚𝑛− 2𝑔, если |𝑠| < 𝑔 + 1,

𝑚𝑛− 2𝑔 − 1, если |𝑠| = 𝑔 + 1,

𝑚𝑛− 2|𝑠| − 2, если |𝑠| > 𝑔 + 1.

Доказательство. Если 𝑣𝑥 (Ψ1) > 0 или многочлен 𝑓 неприводим или 𝑛 четно, то 𝑓1 ∈ 𝐾*.
Следовательно, из (28) имеем 𝛿 = 2𝑔 при |𝑠| < 𝑔+ 1, 𝛿 = 2𝑔+ 1 при |𝑠| = 𝑔+ 1, 𝛿 = 2|𝑠|+ 2 при
|𝑠| > 𝑔 + 1. 2
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Таблица 1: Возможные значения 𝑛 из теоремы 3 для различных значений 𝑘 = [𝐾 : Q].

𝑘 = [𝐾 : Q] Множество возможных значений 𝑛
1 1, 2, 3, 4, 6

2 1, . . . , 6, 8, 10, 12

3 1, 2, 3, 4, 6, 7, 9, 14, 18

4 1, . . . , 6, 8, 10, 12, 15, 16, 20, 24, 30

5 1, 2, 3, 4, 6, 11, 22

6 1, . . . , 10, 12, 13, 14, 18, 21, 26, 28, 36, 42

7 1, 2, 3, 4, 6

8 1, . . . , 10, 12, 13, 14, 18, 21, 26, 28, 36, 42

9 1, 2, 3, 4, 6, 7, 9, 14, 18, 19, 27, 38, 54

10 1, . . . , 6, 8, 10, 11, 12, 22, 25, 33, 44, 50, 66

Теорема 4. Пусть 𝐾 — числовое поле, ℒ = 𝐾(𝑥)(
√
𝑓) — гиперэллиптическое поле и 𝑏 —

некоторая постоянная, deg 𝑓 ⩽ 𝑏. Пусть 𝑀 = 𝑀(𝑏) — множество многочленов 𝐷 со стар-
шим коэффициентом 1, 𝑓 | 𝐷, deg𝐷 ⩽ 𝑏, таких, что элементы поля ℒ с дискриминантом
𝐷 ∈𝑀 обладают квазипериодическим разложением в непрерывную дробь. Тогда множество
𝑀 конечно.

Доказательство. Если в поле ℒ нет нетривиальных единиц, то множество 𝑀 пусто, по-
скольку тогда в поле ℒ нет элементов с квазипериодической непрерывной дробью. Пусть
Ψ1+Ψ2

√
𝑓 — фундаментальная единица поля ℒ. Пусть для 𝑛 ∈ N многочлены Ω

(𝑛)
1 ,Ω

(𝑛)
2 ∈ 𝐾[𝑥]

определены соотношениями (30). Из (2) справедливо представление

Ω
(𝑛)
1 + Ω

(𝑛)
2

√︀
𝑓 = Ψ𝑛

1

(︂
𝑇𝑛

(︂
Ψ2

2

Ψ2
1

𝑓

)︂
+𝑄𝑛

(︂
Ψ2

2

Ψ2
1

𝑓

)︂
Ψ2

Ψ1

√︀
𝑓

)︂
. (32)

По предложению 10 для того, чтобы непрерывная дробь квадратичной иррациональности
𝛼 ∈ ℒ, принадлежащей дискриминанту 𝐷 = 𝜔2𝑓 , была квазипериодической необходимо и
достаточно, чтобы нашелся номер 𝑛 такой, что 𝜔 | Ω

(𝑛)
2 . По следствию 5 в совокупности для

всех 𝑛 ∈ N у многочленов 𝑄𝑛 количество различных неприводимых множителей ограниченной
степени конечно, поэтому количество возможных делителей 𝜔 многочленов Ω

(𝑛)
2 при 𝑛 ∈ N,

таких, что deg𝜔 ⩽ (𝑏− deg 𝑓)/2, также конечно.
Теорема 4 доказана. 2

Напомним понятие обобщенного якобиана особой кривой согласно конструкции Розенлихта
[33]-[34], подробно изложенной в монографии Серра [35]. Особой гиперэллиптической кривой
соответствует неособая кривая 𝐶 : 𝑦2 = 𝑓(𝑥) и эффективный дивизор m, называемый модулем.
Обобщенный якобиан 𝐽m, ассоциированный с модулем 𝑚, есть расширение якобиана 𝐽 неосо-
бой гиперэллиптической кривой 𝐶 на линейную группу Λ = Λm так, что последовательность
0 → Λ → 𝐽m → 𝐽 → 0 точна. В статьях [36]-[37] установлена связь периодичных функцио-
нальных непрерывных дробей с точками конечного порядка на обобщенных якобианах.

Пусть 𝑃 ∈ 𝐶(𝐾) и образ дивизора 𝑃 − 𝜄𝑃 имеет конечный порядок в якобиане 𝐽 , где 𝜄𝑃
— гиперэллиптическая инволюция точки 𝑃 . Пусть 𝑏 — некоторая положительная постоянная.
Положим ℳ = ℳ(𝑏) — множество обобщенных якобианов 𝐽m, удовлетворяющих следующим
свойствам:

� обобщенный якобиан 𝐽m ассоциирован с определенными над 𝐾 модулем m таким, что
m = 𝜄m и degm ⩽ 𝑏;
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� образ дивизора 𝑃 − 𝜄𝑃 имеет конечный порядок в обобщенном якобиане 𝐽m.

Тогда по теореме 4 множество ℳ(𝑏) конечно, поскольку каждому дискриминанту 𝐷 ∈ 𝑀(𝑏)
соответствует конечное число модулей m, удовлетворяющих приведенным выше условиям.

6. Оценка сверху длин периодов непрерывных дробей ключевых
элементов над квадратичным полем

В статье [28] были найдены все рациональные корни последовательностей многочленов
𝑇𝑛(𝑥) и 𝑄𝑛(𝑥), определенных в (1). Исходя из этого в той же статье были даны оценки на
возможные длины периодов непрерывных дробей ключевых элементов вида

√
𝑓/𝑥𝑠, а также

приведены соответствующие примеры, определенные над полем Q.
Для квадратичных полей 𝐾 из теоремы 3 и таблицы (1) следуют возможные оценки сверху

на длины периодов непрерывных дробей ключевых элементов вида
√
𝑓/𝑥𝑠, которые в первую

очередь зависят от поля 𝐾 и от степени фундаментальной единицы гиперэллиптического поля
ℒ = 𝐾(𝑥)(

√
𝑓).

Исследуем последовательности многочленов 𝑇𝑛(𝑥) и 𝑄𝑛(𝑥), на наличие корней в квад-
ратичных полях, чтобы явно найти квадратичные поля 𝐾, над которыми выполнены соот-
ветвующие оценки на длину квазипериода из теоремы 3 при 𝑘 = 2, а также все остальные
квадратичные поля, над которыми справедливы такие же оценки, как над Q. Далее приведем
соответствующие примеры.

Предложение 12. Множество корней последовательности многочленов 𝑇𝑛(𝑥) и 𝑄𝑛(𝑥),
принадлежащих квадратичным полям, исчерпывается множеством

𝑀 =

{︃
−1, −1

3
, −3, −3 ± 2

√
2,

−5 ± 2
√

5

5
, −5 ± 2

√
5, −7 ± 4

√
3

}︃
.

Доказательство. Имеем deg 𝑇𝑛 =
[︀
𝑛
2

]︀
, deg𝑄𝑛 =

[︀
𝑛−1
2

]︀
и

𝑇1(𝑥) = 1, 𝑄1(𝑥) = 1, 𝑇2(𝑥) = 𝑥+ 1, 𝑄2(𝑥) = 2,

𝑇3(𝑥) = 3𝑥+ 1, 𝑄3(𝑥) = 𝑥+ 3, 𝑇4(𝑥) = 𝑥2 + 6𝑥+ 1, 𝑄4(𝑥) = 4(𝑥+ 1),

𝑇5(𝑥) = 5𝑥2 + 10𝑥+ 1, 𝑄5(𝑥) = 𝑥2 + 10𝑥+ 5,

𝑇6(𝑥) = (𝑥+ 1)
(︀
𝑥2 + 14𝑥+ 1

)︀
, 𝑄6(𝑥) = 2 (𝑥+ 3) (3𝑥+ 1) , . . .

Множество различных корней многочленов 𝑇𝑛(𝑥) и 𝑄𝑛(𝑥) при 𝑛 ⩽ 6 в точности совпадает с
множеством 𝑀 . Из теоремы 1 и следствия 3 получаем, что при 𝑛 > 6 справедливы соотноше-
ния deg𝑃 (𝑇𝑛) = deg𝑃 (𝑇𝑛) ⩾ 3. Значит, при 𝑛 > 6 у многочленов 𝑇𝑛(𝑥) и 𝑄𝑛(𝑥) нет других
корней, лежащих в квадратичных полях, по сравнению с корнями из множества 𝑀 . 2

Пример 1. Рассмотрим гиперэллиптическое поле ℒ = 𝐾(𝑥)(
√
𝑓) рода 𝑔 = 1, заданное

над полем 𝐾 = Q(
√

5) с помощью многочлена

𝑓 = 𝑥4 + 4𝑥3 − 4
√

5𝑥2 − 8𝑥2 − 72𝑥− 24
√

5𝑥− 40 − 8
√

5 =

=
(︁
−𝑥2 − 2

√
5𝑥− 4𝑥− 6

√
5 − 10

)︁(︁
−𝑥2 + 2

√
5𝑥− 2 + 2

√
5
)︁
.

В поле ℒ есть фундаментальная единица Ψ1 + Ψ2
√
𝑓 степени 𝑚 = 4,

Ψ1 = −3𝑥4

8
+

√
5𝑥4

8
− 3𝑥3

4
+

√
5𝑥3

4
+ 2𝑥2 + 6𝑥− 6 − 2

√
5,

Ψ2 = −3𝑥2

8
+

√
5𝑥2

8
+ 1 =

(︃
−
√

5𝑥

4
+
𝑥

4
− 1

)︃(︃
−𝑥

4
+

√
5𝑥

4
− 1

)︃
.
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Непрерывная дробь элемента
√
𝑓 имеет вид

√︀
𝑓 =

[︃
𝑥2 + 2𝑥− 6 − 2

√
5;

𝑥
(︀
−3 +

√
5
)︀

32
, 4𝑥,

−3𝑥2 +
√

5𝑥2 − 6𝑥+ 2
√

5𝑥+ 8

64
,

4𝑥,
𝑥
(︀
−3 +

√
5
)︀

32
, 2
(︁
𝑥2 + 2𝑥− 6 − 2

√
5
)︁]︃

.

Длина квазипериода равна 3, коэффициент квазипериода равен −32(3 +
√

5), длина периода
равна 6. Непрерывная дробь элемента

√
𝑓/𝑥 имеет вид

√
𝑓

𝑥
=

[︃
𝑥+ 2; − 𝑥− 4

2
(︀√

5 + 3
)︀ , −√

5𝑥+ 3𝑥+ 7
√

5 + 19

8
, 2
(︁
−18𝑥+ 8

√
5𝑥− 3

√
5 + 7

)︁
,

(︀
4
√

5 + 9
)︀

(𝑥+ 2)

32
, −4

(︁
−11𝑥+ 5

√
5𝑥− 6 + 2

√
5
)︁
, −−𝑥+

√
5𝑥+ 12

64
,

−8
(︁

2𝑥+
√

5𝑥− 3 −
√

5
)︁
, −
(︀
−9 + 4

√
5
)︀

(𝑥+ 2)

32
, 4
(︁

11𝑥+ 5
√

5𝑥+ 16
√

5 + 36
)︁
,

−29𝑥+ 13
√

5𝑥− 72 + 32
√

5

64
, 4
(︁

11𝑥+ 5
√

5𝑥+ 16
√

5 + 36
)︁
, −
(︀
−9 + 4

√
5
)︀

(𝑥+ 2)

32
,

−8
(︁

2𝑥+
√

5𝑥− 3 −
√

5
)︁
, −−𝑥+

√
5𝑥+ 12

64
, −4

(︁
−11𝑥+ 5

√
5𝑥− 6 + 2

√
5
)︁
,(︀

4
√

5 + 9
)︀

(𝑥+ 2)

32
, 2
(︁
−18𝑥+ 8

√
5𝑥− 3

√
5 + 7

)︁
, −

√
5𝑥+ 3𝑥+ 7

√
5 + 19

8
,

− 𝑥− 4

2
(︀√

5 + 3
)︀ , 2 (𝑥+ 2)

]︃
.

Длина квазипериода равна 𝑁 = 20 и совпадает с длиной периода. В данном примере при обо-

значениях теоремы 3 имеем 𝑠 = 1, 𝑛 = 5, 𝑣𝑥

(︁
Ω
(1)
2

)︁
= . . . = 𝑣𝑥

(︁
Ω
(4)
2

)︁
= 0, 𝑣𝑥

(︁
Ω
(5)
2

)︁
= 1,

𝑘 = [𝐾 : Q] = 2 и 𝜑(𝑛) | 2𝑘. По теореме 3 имеем оценку на длину квазипериода
𝑁 ⩽ 𝑛𝑚−𝛿 = 20, поскольку deg 𝑓1 = 2, 𝛿 = 0. Получается, что на этом примере достигается
верхняя оценка на длину квазипериода теоремы 3.

Пример 2. Рассмотрим гиперэллиптическое поле ℒ = 𝐾(𝑥)(
√
𝑓) рода 𝑔 = 1, заданное

над полем 𝐾 = Q(
√

2) с помощью многочлена

𝑓 = 𝑥4 + 4𝑥3 − 12𝑥2 − 8
√

2𝑥2 − 96𝑥− 48
√

2𝑥− 32.

В поле ℒ есть фундаментальная единица Ψ1 + Ψ2
√
𝑓 степени 𝑚 = 4,

Ψ1 = −𝑥
4

4
+

√
2𝑥4

8
− 𝑥3

2
+

√
2𝑥3

4
+ 2𝑥2 + 6𝑥− 8 − 4

√
2,

Ψ2 = −𝑥
2

4
+

√
2𝑥2

8
+ 1.

Непрерывная дробь элемента
√
𝑓 имеет вид

√︀
𝑓 =

[︃
𝑥2 + 2𝑥− 8 − 4

√
2;

𝑥
(︀
−2 +

√
2
)︀

32
, 4𝑥,

−2𝑥2 +
√

2𝑥2 − 4𝑥+ 2
√

2𝑥+ 8

64
,

4𝑥,
𝑥
(︀
−2 +

√
2
)︀

32
, 2
(︁
𝑥2 + 2𝑥− 8 − 4

√
2
)︁]︃

.
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Длина квазипериода равна 3, коэффициент квазипериода равен −64(
√

2 + 2), длина периода
равна 6. Непрерывная дробь элемента

√
𝑓/𝑥 имеет вид

√
𝑓

𝑥
=

[︃
𝑥+ 2; − 𝑥− 4

4
(︀√

2 + 2
)︀ , −√

2𝑥+ 2𝑥+ 8
√

2 + 14

4
, −10𝑥+ 7

√
2𝑥− 4

√
2 + 6,

(︀
7
√

2 + 10
)︀

(𝑥+ 2)

16
, −2

(︁
−7𝑥+ 5

√
2𝑥− 6 + 4

√
2
)︁
, −𝑥+

√
2𝑥+ 6

√
2 + 10

8
,

−
√

2𝑥+ 𝑥− 2
√

2 + 4,
𝑥+ 2

4
, −𝑥+ 2

√
2 + 4,

−3𝑥+ 2
√

2𝑥− 10 + 6
√

2

8
,

−2
(︁

2
√

2 + 3
)︁

(𝑥− 2) , −
(︀
−10 + 7

√
2
)︀

(𝑥+ 2)

16
, −3𝑥2 − 2

√
2𝑥2 + 28

√
2 + 40,

−−17𝑥3 + 12
√

2𝑥3 − 34𝑥2 + 24
√

2𝑥2 − 28
√

2𝑥+ 40𝑥− 112
√

2 + 160

64
,

−3𝑥2 − 2
√

2𝑥2 + 28
√

2 + 40, −
(︀
−10 + 7

√
2
)︀

(𝑥+ 2)

16
, −2

(︁
2
√

2 + 3
)︁

(𝑥− 2) ,

−3𝑥+ 2
√

2𝑥− 10 + 6
√

2

8
, −𝑥+ 2

√
2 + 4,

𝑥+ 2

4
, −

√
2𝑥+ 𝑥− 2

√
2 + 4,

−𝑥+
√

2𝑥+ 6
√

2 + 10

8
, −2

(︁
−7𝑥+ 5

√
2𝑥− 6 + 4

√
2
)︁
,

(︀
7
√

2 + 10
)︀

(𝑥+ 2)

16
,

−10𝑥+ 7
√

2𝑥− 4
√

2 + 6, −
√

2𝑥+ 2𝑥+ 8
√

2 + 14

4
, − 𝑥− 4

4
(︀√

2 + 2
)︀ , 2 (𝑥+ 2)

]︃
.

Длина квазипериода равна 𝑁 = 28 и совпадает с длиной периода. В данном примере при обо-

значениях теоремы 3 имеем 𝑠 = 1, 𝑛 = 8, 𝑣𝑥

(︁
Ω
(1)
2

)︁
= . . . = 𝑣𝑥

(︁
Ω
(7)
2

)︁
= 0, 𝑣𝑥

(︁
Ω
(8)
2

)︁
= 1,

𝑘 = [𝐾 : Q] = 2 и 𝜑(𝑛) | 2𝑘. По следствию 6 имеем оценку на длину квазипериода
𝑁 ⩽ 𝑛𝑚− 2𝑔 = 30.

Пример 3. Рассмотрим гиперэллиптическое поле ℒ = 𝐾(𝑥)(
√
𝑓) рода 𝑔 = 1, заданное

над полем 𝐾 = Q(
√

5) с помощью многочлена

𝑓 = 𝑥4 + 4𝑥3 − 16𝑥2 − 4
√

5𝑥2 − 120𝑥− 24
√

5𝑥− 40 + 8
√

5.

В поле ℒ есть фундаментальная единица Ψ1 + Ψ2
√
𝑓 степени 𝑚 = 4,

Ψ1 = −𝑥
4

8
+

√
5𝑥4

40
− 𝑥3

4
+

√
5𝑥3

20
+ 2𝑥2 + 6𝑥− 10 − 2

√
5,

Ψ2 = −𝑥
2

8
+

√
5𝑥2

40
+ 1.

Непрерывная дробь элемента
√
𝑓 имеет вид

√︀
𝑓 =

[︃
𝑥2 + 2𝑥− 10 − 2

√
5;

𝑥
(︀
−5 +

√
5
)︀

160
, 4𝑥,

−5𝑥2 +
√

5𝑥2 − 10𝑥+ 2
√

5𝑥+ 40

320
,

4𝑥,
𝑥
(︀
−5 +

√
5
)︀

160
, 2
(︁
𝑥2 + 2𝑥− 10 − 2

√
5
)︁]︃

.

Длина квазипериода равна 3, коэффициент квазипериода равен −32(
√

5 + 5), длина периода
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равна 6. Непрерывная дробь элемента
√
𝑓/𝑥 имеет вид

√
𝑓

𝑥
=

[︃
𝑥+ 2; − 𝑥− 4

2
(︀√

5 + 5
)︀ , −√

5𝑥+ 5𝑥+ 9
√

5 + 35

8
,

2
(︀
−10𝑥+ 4

√
5𝑥− 5

√
5 + 15

)︀
25

,

5
(︀
2
√

5 + 5
)︀

(𝑥+ 2)

32
, −

4
(︀
−15𝑥+ 7

√
5𝑥− 70 + 30

√
5
)︀

25
, −15𝑥+ 7

√
5𝑥+ 52

√
5 + 120

64
,

−
8
(︀
−20𝑥+ 9

√
5𝑥− 25 + 11

√
5
)︀

5
,

(︀
4
√

5 + 9
)︀

(𝑥+ 2)

32
,

4
(︀
−25𝑥+ 11

√
5𝑥− 8

√
5 + 20

)︀
5

,

5 (𝑥+ 8)

16
(︀
−5 +

√
5
)︀ , −4

(︀√
5𝑥+ 5𝑥− 20

)︀
25

, −
5
(︀
−5 + 2

√
5
)︀

(𝑥+ 2)

32
,

−
8
(︀
2
√

5𝑥+ 5𝑥− 35 − 15
√

5
)︀

25
,
−25𝑥+ 11

√
5𝑥− 120 + 52

√
5

64
, −

4
(︀
11

√
5 + 25

)︀
(𝑥− 2)

5
,

−
(︀
−9 + 4

√
5
)︀

(𝑥+ 2)

32
, −

2
(︀
11

√
5𝑥2 + 25𝑥2 − 360 − 160

√
5
)︀

5
,

−−65𝑥3 + 29
√

5𝑥3 − 130𝑥2 + 58
√

5𝑥2 − 160
√

5𝑥+ 360𝑥− 640
√

5 + 1440

1280
,

−
2
(︀
11
√

5𝑥2 + 25𝑥2 − 360 − 160
√

5
)︀

5
, −
(︀
−9 + 4

√
5
)︀

(𝑥+ 2)

32
, −

4
(︀
11

√
5 + 25

)︀
(𝑥− 2)

5
,

−25𝑥+ 11
√

5𝑥− 120 + 52
√

5

64
, −

8
(︀
2
√

5𝑥+ 5𝑥− 35 − 15
√

5
)︀

25
, −

5
(︀
−5 + 2

√
5
)︀

(𝑥+ 2)

32
,

−
4
(︀√

5𝑥+ 5𝑥− 20
)︀

25
,

5 (𝑥+ 8)

16
(︀
−5 +

√
5
)︀ , 4

(︀
−25𝑥+ 11

√
5𝑥− 8

√
5 + 20

)︀
5

,(︀
4
√

5 + 9
)︀

(𝑥+ 2)

32
, −

8
(︀
−20𝑥+ 9

√
5𝑥− 25 + 11

√
5
)︀

5
, −15𝑥+ 7

√
5𝑥+ 52

√
5 + 120

64
,

−
4
(︀
−15𝑥+ 7

√
5𝑥− 70 + 30

√
5
)︀

25
,

5
(︀
2
√

5 + 5
)︀

(𝑥+ 2)

32
,

2
(︀
−10𝑥+ 4

√
5𝑥− 5

√
5 + 15

)︀
25

,

−
√

5𝑥+ 5𝑥+ 9
√

5 + 35

8
, − 𝑥− 4

2
(︀√

5 + 5
)︀ , 2 (𝑥+ 2)

]︃
.

Длина квазипериода равна 𝑁 = 36 и совпадает с длиной периода. В данном примере при

обозначениях теоремы 3 имеем 𝑠 = 1, 𝑛 = 10, 𝑣𝑥

(︁
Ω
(1)
2

)︁
= . . . = 𝑣𝑥

(︁
Ω
(9)
2

)︁
= 0, 𝑣𝑥

(︁
Ω
(10)
2

)︁
= 1,

𝑘 = [𝐾 : Q] = 2 и 𝜑(𝑛) | 2𝑘. По следствию 6 имеем оценку на длину квазипериода
𝑁 ⩽ 𝑛𝑚− 2𝑔 = 38.

Пример 4. Рассмотрим гиперэллиптическое поле ℒ = 𝐾(𝑥)(
√
𝑓) рода 𝑔 = 1, заданное

над полем 𝐾 = Q(
√

3) с помощью многочлена

𝑓 = 𝑥4 + 4𝑥3 − 8
√

3𝑥2 − 12𝑥2 − 96𝑥− 48
√

3𝑥− 16.

В поле ℒ есть фундаментальная единица Ψ1 + Ψ2
√
𝑓 степени 𝑚 = 4,

Ψ1 = −𝑥
4

2
+

√
3𝑥4

4
− 𝑥3 +

√
3𝑥3

2
+ 2𝑥2 + 6𝑥− 8 − 4

√
3,

Ψ2 = −𝑥
2

2
+

√
3𝑥2

4
+ 1.
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Непрерывная дробь элемента
√
𝑓 имеет вид

√︀
𝑓 =

[︃
𝑥2 + 2𝑥− 8 − 4

√
3;

𝑥
(︀
−2 +

√
3
)︀

16
, 4𝑥,

−2𝑥2 +
√

3𝑥2 − 4𝑥+ 2
√

3𝑥+ 4

32
,

4𝑥,
𝑥
(︀
−2 +

√
3
)︀

16
, 2
(︁
𝑥2 + 2𝑥− 8 − 4

√
3
)︁]︃

.

Длина квазипериода равна 3, коэффициент квазипериода равен −64(
√

3 + 2), длина периода
равна 6. Непрерывная дробь элемента

√
𝑓/𝑥 имеет вид

√
𝑓

𝑥
=

[︃
𝑥+ 2; − 𝑥− 4

4
(︀√

3 + 2
)︀ , −√

3𝑥+ 2𝑥+ 8
√

3 + 15

4
, 4
(︁
−26𝑥+ 15

√
3𝑥− 4

√
3 + 7

)︁
,

(︀
15
√

3 + 26
)︀

(𝑥+ 2)

32
, −

8
(︀
−45𝑥+ 26

√
3𝑥− 14 + 8

√
3
)︀

3
, −

3
(︀
3𝑥+ 2

√
3𝑥+ 14

√
3 + 26

)︀
32

,

−
8
(︀
−3𝑥+ 2

√
3𝑥− 12 + 6

√
3
)︀

27
,

27 (𝑥+ 2)

32
,

4
(︀
−3𝑥+

√
3𝑥+ 6

)︀
27

,
3
(︀
−3𝑥+

√
3𝑥− 10

)︀
16

,

−3𝑥+
√

3𝑥+ 4

3
,
𝑥+ 2

4
, −

√
3𝑥+ 𝑥+ 4, −−𝑥+

√
3𝑥+ 6

16
, −4

(︁
−𝑥+

√
3𝑥− 2

)︁
,
𝑥+ 2

32
,

−8
(︁
𝑥− 4 − 2

√
3
)︁
,
−7𝑥+ 4

√
3𝑥− 18 + 10

√
3

32
, −8

(︁
4
√

3 + 7
)︁

(𝑥− 2) ,

−
(︀
−26 + 15

√
3
)︀

(𝑥+ 2)

32
, −4

(︁
4
√

3𝑥2 + 7𝑥2 − 104 − 60
√

3
)︁
,

−−97𝑥3 + 56
√

3𝑥3 − 194𝑥2 + 112
√

3𝑥2 − 60
√

3𝑥+ 104𝑥− 240
√

3 + 416

128
,

−4
(︁

4
√

3𝑥2 + 7𝑥2 − 104 − 60
√

3
)︁
, −
(︀
−26 + 15

√
3
)︀

(𝑥+ 2)

32
, −8

(︁
4
√

3 + 7
)︁

(𝑥− 2) ,

−7𝑥+ 4
√

3𝑥− 18 + 10
√

3

32
, −8

(︁
𝑥− 4 − 2

√
3
)︁
,
𝑥+ 2

32
, −4

(︁
−𝑥+

√
3𝑥− 2

)︁
,

−−𝑥+
√

3𝑥+ 6

16
, −

√
3𝑥+ 𝑥+ 4,

𝑥+ 2

4
,
−3𝑥+

√
3𝑥+ 4

3
,

3
(︀
−3𝑥+

√
3𝑥− 10

)︀
16

,

4
(︀
−3𝑥+

√
3𝑥+ 6

)︀
27

,
27 (𝑥+ 2)

32
, −

8
(︀
−3𝑥+ 2

√
3𝑥− 12 + 6

√
3
)︀

27
,

−
3
(︀
3𝑥+ 2

√
3𝑥+ 14

√
3 + 26

)︀
32

, −
8
(︀
−45𝑥+ 26

√
3𝑥− 14 + 8

√
3
)︀

3
,

(︀
15
√

3 + 26
)︀

(𝑥+ 2)

32
,

4
(︁
−26𝑥+ 15

√
3𝑥− 4

√
3 + 7

)︁
, −

√
3𝑥+ 2𝑥+ 8

√
3 + 15

4
, − 𝑥− 4

4
(︀√

3 + 2
)︀ , 2 (𝑥+ 2)

]︃
.

Длина квазипериода равна 𝑁 = 44 и совпадает с длиной периода. В данном примере при

обозначениях теоремы 3 имеем 𝑠 = 1, 𝑛 = 12, 𝑣𝑥

(︁
Ω
(1)
2

)︁
= . . . = 𝑣𝑥

(︁
Ω
(11)
2

)︁
= 0, 𝑣𝑥

(︁
Ω
(12)
2

)︁
= 1,

𝑘 = [𝐾 : Q] = 2 и 𝜑(𝑛) | 2𝑘. По следствию 6 имеем оценку на длину квазипериода
𝑁 ⩽ 𝑛𝑚− 2𝑔 = 46.
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