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Аннотация

Получена асимптотическая формула для количества представлений достаточно боль-
шого натурального 𝑁 в виде суммы девяти кубов натуральных чисел 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 9, удовле-
творяющих условиям

|𝑥3𝑖 − 𝜇𝑖𝑁 | ⩽ 𝐻, 𝜇1 + . . .+ 𝜇9 = 1 𝐻 ⩾ 𝑁1− 1
30+𝜀,

где 𝜇1, . . . , 𝜇9 — положительные фиксированные числа. Этот результат является усилением
теоремы Е.М.Райта.
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Abstract

An asymptotic formula is obtained for the number of representations of a sufficiently large
natural 𝑁 as a sum of nine cubes of natural numbers 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 9, satisfying the conditions

|𝑥3𝑖 − 𝜇𝑖𝑁 | ⩽ 𝐻, 𝜇1 + . . .+ 𝜇9 = 1 𝐻 ⩾ 𝑁1− 1
30+𝜀,

where 𝜇1, . . . , 𝜇9 — positive fixed numbers. This result is a strengthening of E.M.Wright’s
theorem.
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1. Введение

Лагранж доказал, что любое натуральное число представимо в виде суммы не более четы-
рёх квадратов натуральных чисел. Обобщая эту теорему, Варинг [1] в 1770 г. сфомулировал
проблему, которая утверждает, что последовательность, образованная фиксированной степе-
нью 𝑛 чисел натурального ряда, образует в нём базис конечного порядка 𝐺(𝑛), то есть, каждое
достаточно большое натуральное число 𝑁 может быть представлено в виде

𝑥𝑛1 + 𝑥𝑛2 + . . .+ 𝑥𝑛𝑟 = 𝑁, (1)

где 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑟 — натуральные числа и количество слагаемых 𝑟 не превосходит фиксиро-
ванной величины 𝐺(𝑛), называемой порядком базиса последовательности {𝑥𝑛}, или функцией
Харди.

Проблема Варинга в XIX веке была доказана для отдельных значений 𝑛, но реального
продвижения на пути к решению этой проблемы удалось добиться только в XX-ом веке. В
1909 г. эту задачу решил Д.Гильберт [2], тем самым он установил существование функции
𝐺(𝑛).

В 1920 г. Харди и Литтлвуд [3] доказали проблему Варинга новым методом. Они ввели
функцию 𝐺(𝑛) и доказали, что

𝑛 < 𝐺(𝑁) ≤ 𝑛2𝑛−1ℎ; lim
𝑛→∞

ℎ = 1

Самым же основным было то, что Харди и Литтлвуд при

𝑟 > (𝑛− 2)2𝑛−1 + 5

для числа 𝐽𝑛,𝑟(𝑁) представлений числа 𝑁 в виде (1) находили асимптотическую формулу
вида

𝐽𝑛,𝑟(𝑁) = Γ

(︂
1 +

1

𝑛

)︂𝑟 (︁
Γ
(︁ 𝑟
𝑛

)︁)︁−1
𝑁

𝑟
𝑛
−1S𝑛,𝑟(𝑁) +𝑂(𝑁

𝑟
𝑛
−1−𝑐(𝑛,𝑟)),

где S𝑛,𝑟(𝑁) — некоторый особый ряд, сумма которого, как они показали, превосходит неко-
торое положительное число 𝑐𝑛,𝑟(𝑁).

В 1924 г. И.М.Виноградов [4], применяя к проблеме Варинга свой метод тригонометриче-
ских сумм нашёл асимптотическую формулу Харди и Литтлвуда при

𝑟 ⩾ 2[𝑛2(2 ln𝑛+ ln ln𝑛+ 3)].
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В 1934 г. И.М.Виноградову [5] удаётся доказать, что

𝐺(𝑛) < 𝑛(6 ln𝑛+ 10),

далее ему удалось уточнить эту оценку несколько раз, и наконец, в 1959 г. доказывает [6]
следующую оценку

𝐺(𝑛) < 𝑛(2 ln𝑛+ 4 ln ln𝑛+ 2 ln ln ln𝑛+ 13).

А.А.Карацуба [7], применяя к оценке 𝐺(𝑛) 𝑝–адический метод, нашёл более точную оценку

𝐺(𝑛) < 𝑛(2 ln𝑛+ 2 ln ln𝑛+ 12).

Вули [8] показал, что
𝐺(𝑛) < 𝑛 ln𝑛+ 𝑛 ln ln𝑛+𝑂(1).

Значение 𝐺(𝑛) известно всего лишь для 𝑘 = 2 и 𝑘 = 4, то есть 𝐺(2) = 4, 𝐺(4) = 16, что в
свою очередь доказали Лагранж и Давенпорт [9]. Ю.В.Линник [10] показал, что имеет место
𝐺(3) ⩽ 7. Вон [11] получил асимптотическую формулу Г.Харди и Дж.Литтлвуда при 𝑟 = 8 и
𝑛 = 3.

М.Е. Райт [12, 13], исследуя проблему Варинга с почти пропорциональными слагаемыми,
нашёл асимптотическую формулу для числа представлений числа 𝑁 в виде (1) при выполне-
нии условий

𝑟 ⩾ (𝑛− 2)2𝑛−1 + 5, |𝑥𝑛𝑖 − 𝜇𝑖𝑁 | ⩽ 𝑁1−𝜃, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟, 𝜇1 + 𝜇2 + . . .+ 𝜇𝑟 = 1,

где число 𝜃 = 𝜃(𝑛, 𝑟) определяется из соотношения

𝜃(𝑛, 𝑟) =
1

𝑛
min

(︂
(𝑟 − 2𝑛)(2𝑛−1 + 1)

(𝑛𝑟 + 𝑛− 2𝑛 − 3)2𝑛−1 + 𝑟
,
𝑟 − (𝑛− 2)2𝑛−1 − 4

𝑟 + 2𝑛−1 − 4
,

𝑟 − 2𝑛−1

𝑛𝑟 − 2𝑛−1 + 𝑛− 1

)︂
.

Отсюда, в частности, имеем

𝜃(9, 3) =
1

51
, 𝜃(4, 21) =

1

100
, 𝜃(5, 53) =

1

325
,

Согласно теореме Дирихле о приближении действительных чисел рациональными числа-
ми, каждое 𝛼 из промежутка [−ae, 1 − ae], ae𝜏 = 1 представимо в виде

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝜏, |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏
.

Для некоторого 𝜂, 𝜂 < 0, 1𝜏 через M(𝜂) обозначим те числа 𝛼, для которых 𝑞 ⩽ 𝜔, через
m(𝜂) обозначим оставшиеся 𝛼. M(𝜂) и m(𝜂) соответственно называются большими и малыми
дугами.

После создания метода тригонометрических сумм И.М.Виноградова вывод асимптотиче-
ских формул для количества решений в классических аддитивных проблемах, к которым
относится проблема Варинга, тернарная проблема Гольдбаха, проблема Варинга-Гольдбаха,
проблема Эстермана, сводятся к двум следующим задачам:

� исследованию поведения тригонометрических сумм Г.Вейля вида

𝑇𝑛(𝛼, 𝑥) =
∑︁
𝑚⩽𝑥

𝑒(𝛼𝑚𝑛), 𝑆𝑛(𝛼, 𝑥) =
∑︁
𝑝⩽𝑥

𝑒(𝛼𝑝𝑛),

в малых окрестностях центра больших дуг M(𝜂),
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� получение нетривиальных оценок этих сумм в малых дугах m(𝜂).

Вывод асимптотических формул для количества решений в классических аддитивных про-
блемах становится гораздо труднее, если требовать, что все слагаемые почти пропорциональ-
ны или все они почты равны (аддитивная задача с почти пропорциональными слагаемыми
при 𝜇1 = . . . = 𝜇𝑟 превращается в задачу с почти равными слагаемыми), так как вместо три-
гонометрических сумм Г.Вейля 𝑇𝑛(𝛼, 𝑥) и 𝑆𝑘(𝛼, 𝑥) возникают короткие тригонометрические
суммы Г.Вейля вида

𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑚⩽𝑥

𝑒(𝛼𝑚𝑛), 𝑆𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑝⩽𝑥
𝑒(𝛼𝑝𝑛),

причём, если 𝑛 > 1, то длина и границы коротких тригонометрических сумм зависят от чисел
𝜇𝑖, то есть, каждой из 𝑟 слагаемых соответствует своя короткая тригонометрическая сумма,
в случае аддитивных задач с почти равными слагаемыми все эти суммы совпадают. Более
конкретно решения этих классических аддитивных проблем с почти пропорциональными сла-
гаемыми сводятся к трём следующим задачам:

� исследования поведения коротких тригонометрических сумм 𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) и 𝑆𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) в
малых окрестностях центра больших дуг M(𝜂);

� нахождение нетривиальных оценок этих коротких тригонометрических сумм в больших
дугах M(𝜂) кроме малых окрестностей их центров;

� получение нетривиальных оценок этих сумм в малых дугах m(𝜂).

Поведение коротких тригонометрических сумм Г.Вейля 𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) для фиксированного 𝑛
в больших дугах было исследовано в работах [14, 15] (см. также [16, 17]). Воспользовавшись
этими результатами (см. ниже лемма 1 и следствия 1 и 2) в сочетании с нетривиальными
оценками сумм 𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) в малых дугах [18], были доказаны асимптотические формулы для
количества решений в следующих аддитивных задачах с почти равными слагаемыми:

� проблема Варинга с почти равными слагаемыми в случаях 𝑛 = 3, 4, 5, точнее были най-
дены [19, 20, 21, 15], асимптотические формулы для количества решений диофантова
уравнения (5), с условиями⃒⃒⃒⃒

⃒𝑥𝑖 −
(︂

𝑁

2𝑛 + 1

)︂ 1
𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩽ 𝐻, 𝑖 = 1, . . . , 2𝑛 + 1, 𝐻 ⩾ 𝑁

1
𝑛
−𝜃(𝑛)+𝜀;

где

𝜃(3) =
1

30
, 𝜃(4) =

1

108
, 𝜃(5) =

1

340
.

� обобщение [16, 14, 22] тернарной проблемы Эстермана с почти равными слагаемыми о
представлении достаточно большого натурального числа в виде

𝑝1 + 𝑝2 +𝑚𝑛 = 𝑁,

при 𝑛 = 2, 3, 4, в простых числах 𝑝1, 𝑝2 и натурального 𝑚, с условиями⃒⃒⃒⃒
𝑝𝑖 −

𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐻, 𝑖 = 1, 2,

⃒⃒⃒⃒
𝑚𝑛 − 𝑁

3

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐻, 𝐻 ⩾ 𝑁1−𝜃(𝑛)L 𝑐𝑛 ,

соответственно при

𝜃(2) =
1

4
, 𝑐2 = 2; 𝜃(3) =

1

6
, 𝑐3 = 3; 𝜃(4) =

1

12
, 𝑐4 =

40

3
.
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В этой работе, развивая методы вышеприведённых работ [14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21], до-
кажем, что теорема Е.М.Райта об асимптотической формуле в обобщении проблемы Варинга
для девяти почти пропорциональных кубов имеет место при условии

𝜃 = 𝜃(9, 3) ⩾
1

30
+ 𝜀.

Теорема 1. Пусть 𝑁 — достаточно большое натуральное число, 𝜇1, . . . , 𝜇9 — положи-
тельные фиксированные числа, удовлетворяющие условию

𝜇1 + . . .+ 𝜇9 = 1,

𝐽3,9(𝑁,𝐻) — число представлений 𝑁 суммою девяти кубов натуральных чисел 𝑥𝑖, с услови-
ями

|𝑥3𝑖 − 𝜇𝑖𝑁 | ⩽ 𝐻, 𝑖 = 1, . . . , 9. (2)

Тогда при 𝐻 ⩾ 𝑁1− 1
30

+𝜀 справедлива асимптотическая формула:

𝐽3,9(𝑁,𝐻) =
259723

44089920

9∏︁
𝑘=1

𝜇
− 2

3
𝑘 S(𝑁)

𝐻8

𝑁6
+𝑂

(︂
𝐻8

𝑁6L 7

)︂
,

где S(𝑁) – особый ряд, сумма которого превосходит некоторое положительное постоянное,
а постоянное под знаком 𝑂 зависит от чисел 𝜇1, . . . , 𝜇9.

В этой работе мы также обобщаем теорему Хуа Ло-кена ([25], лемма 2.5), то есть, оценку∫︁ 1

0
|𝑇𝑛(𝛼, 𝑥)|2𝑘 ≪ 𝑥2

𝑘−𝑘+𝜀, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛,

для коротких тригонометрических сумм Г.Вейля 𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦), которой воспользуемся при дока-
зательстве теоремы 1.

Теорема 2. Пусть 𝑥 и 𝑦 — натуральные числа,
√
𝑥 < 𝑦 ⩽ 𝑥L −1, тогда имеет место

оценка ∫︁ 1

0
|𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦)|2

𝑘

𝑑𝛼≪ 𝑦2
𝑘−𝑘+𝜀, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛.

Теорема 1 доказывается круговым методом Харди, Литтлвуда, Рамануджана в форме три-
гонометрических сумм И.М.Виноградова, наряду с теоремой 2 мы используем

� асимптотическую формулу для коротких тригонометрических сумм Г.Вейля 𝑇3(𝛼;𝑥, 𝑦)
в малой окрестности центра больших дуг (следствие 1 леммы 1 );

� нетривиальную оценку для коротких тригонометрических сумм Г.Вейля 𝑇3(𝛼;𝑥, 𝑦) в
больших дугах за исключением малой окрестности их центров (следствие 2 леммы 1);

� нетривиальную оценку коротких тригонометрических сумм Г.Вейля 𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) в малых
дугах (лемма 2), при 𝑛 = 3.

Обозначения. 𝑁 > 𝑁0 – натуральное число,𝜀 — произвольное положительное число, не
превосходящее 0.00001, L = ln𝑁 ,

𝑆(𝑎, 𝑞) =

𝑞∑︁
𝑚=1

𝑒

(︂
𝑎𝑚𝑛

𝑞

)︂
, 𝛾𝑛(𝜆;𝑥, 𝑦) =

∫︁ 0,5

−0,5
𝑒
(︁
𝜆
(︁
𝑥− 𝑦

2
+ 𝑦𝑢

)︁𝑛)︁
𝑑𝑢.
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2. Вспомогательные утверждения

Лемма 1. [14, 15]. Пусть 𝜏 ≥ 2𝑛(𝑛− 1)𝑥𝑛−2𝑦 и 𝜆 ⩾ 0, тогда при {𝑛𝜆𝑥𝑛−1} ⩽ 1
2𝑞 , имеет

место формула

𝑇𝑛(𝛼, 𝑥, 𝑦) =
𝑆𝑛(𝑎, 𝑞)

𝑞
𝑇𝑛(𝜆;𝑥, 𝑦) +𝑂

(︁
𝑞

1
2
+𝜀
)︁
,

а при {𝑛𝜆𝑥𝑛−1} > 1
2𝑞 имеет место оценка

|𝑇𝑛(𝛼, 𝑥, 𝑦)| ≪ 𝑞1−
1
𝑛 ln 𝑞 + min

2⩽𝑘⩽𝑛

(︁
𝑦𝑞−

1
𝑛 , 𝜆−

1
𝑘𝑥1−

𝑛
𝑘 𝑞−

1
𝑛

)︁
.

Следствие 1. Пусть 𝜏 ≥ 2𝑛(𝑛−1)𝑥𝑛−2𝑦, |𝜆| ⩽ 1
2𝑛𝑞𝑥𝑛−1 , тогда имеет место соотношение

𝑇𝑛(𝛼, 𝑥, 𝑦) =
𝑦

𝑞
𝑆𝑛(𝑎, 𝑞)𝛾𝑛 (𝜆;𝑥, 𝑦) +𝑂

(︁
𝑞

1
2
+𝜀
)︁
.

Следствие 2. Пусть 𝜏 ≥ 2𝑛(𝑛− 1)𝑥𝑛−2𝑦, 1
2𝑛𝑞𝑥𝑛−1 < |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏 , тогда имеет место оценка

𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦) ≪ 𝑞1−
1
𝑛 ln 𝑞 + min

2⩽𝑘⩽𝑛

(︁
𝑦𝑞−

1
𝑛 , 𝑥1−

1
𝑘 𝑞

1
𝑘
− 1

𝑛

)︁
.

Лемма 2. [18]. Пусть 𝑥 ⩾ 𝑥0 > 0, 𝛼 — вещественное число,
⃒⃒⃒
𝛼− 𝑎

𝑞

⃒⃒⃒
⩽ 1

𝑞2
, (𝑎, 𝑞) = 1,

тогда при
√
𝑥 < 𝑦 ⩽ 0, 01𝑥 имеет место оценка

𝑇3(𝛼;𝑥, 𝑦) ⩽ 6𝑦1+𝜀
(︂

1

𝑦
+

1

𝑞
+

𝑞

𝑦3

)︂ 1
4

.

Лемма 3. [23]. Пусть (𝑎, 𝑞) = 1, 𝑞 — натуральное число. Тогда имеем

𝑆3(𝑎, 𝑞) =

𝑞∑︁
𝑘=1

𝑒

(︂
𝑎𝑘3

𝑞

)︂
⩽ 6, 1𝑞

2
3 .

Лемма 4. [23]. Пусть действительная функция — 𝑓(𝑢), и монотонная функция — 𝑔(𝑢)
удовлетворяют условиям: 𝑓 ′(𝑢) — монотонна, |𝑓 ′(𝑢)| ⩾ 𝑚1 > 0 и |𝑔(𝑢)| ⩽ 𝑀 . Тогда справед-
лива оценка: ∫︁ 𝑏

𝑎
𝑔(𝑢)𝑒(𝑓(𝑢))𝑑𝑢≪ 𝑀

𝑚1
.

Пусть Δ𝑘 означает 𝑘-ое применение разностного оператора, так что для любой функции
действительного переменного 𝑓(𝑢)

Δ1(𝑓(𝑢);ℎ) = 𝑓(𝑢+ ℎ) − 𝑓(𝑢),

Δ𝑘+1(𝑓(𝑢);ℎ1, . . . , ℎ𝑘+1) = Δ1(Δ𝑘(𝑓(𝑢);ℎ1, . . . , 𝑡𝑘);ℎ𝑘+1). (3)

Лемма 5. При 𝑘 = 1, . . . , 𝑛− 1 имеет место соотношение

Δ𝑘(𝑢
𝑛;ℎ1, . . . , ℎ𝑘) = ℎ1 . . . ℎ𝑘𝑔𝑘(𝑢;ℎ1, . . . , ℎ𝑘),

где 𝑔𝑘 = 𝑔𝑘(𝑢;ℎ1, . . . , ℎ𝑘) является формой 𝑛− 𝑘-го порядка с целыми коэффициентами, име-
ющей относительно 𝑢 степень 𝑛 − 𝑘 и старший коэффициент 𝑛(𝑛 − 1) . . . (𝑛 − 𝑘 + 1), то
есть

𝑔𝑘(𝑢;ℎ1, . . . , ℎ𝑘) =
𝑛!

(𝑛− 𝑘)!
𝑢𝑛−𝑘 + . . . .
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Доказательство. Применяя формулу (3), найдём

Δ1(𝑢
𝑛;ℎ1) = (𝑢+ ℎ1)

𝑛 − 𝑢𝑛 =
𝑛∑︁

𝑖1=1

𝐶𝑖1𝑛 ℎ
𝑖1
1 𝑢

𝑛−𝑖1 ,

Δ2(𝑢
𝑛;ℎ1, ℎ2) = Δ1 (Δ1(𝑢

𝑛;ℎ1);ℎ2) = Δ1

(︃
𝑛∑︁

𝑖1=1

𝐶𝑖1𝑛 ℎ
𝑖1
1 𝑢

𝑛−𝑖1 ;ℎ2

)︃
=

=

𝑛∑︁
𝑖1=1

𝐶𝑖1𝑛 ℎ
𝑖1
1 (𝑢+ ℎ2)

𝑛−𝑖1 −
𝑛∑︁

𝑖1=1

𝐶𝑖1𝑛 ℎ
𝑖1
1 𝑢

𝑛−𝑖1 =

𝑛∑︁
𝑖1=1

𝐶𝑖1𝑛 ℎ
𝑖1
1

𝑛−𝑖1∑︁
𝑖2=1

𝐶𝑖2𝑛−𝑖1ℎ
𝑖2
2 𝑢

𝑛−𝑖1−𝑖2 .

Последовательно применяя формулу (3), легко можно показать, при 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1, что
имеет место

Δ𝑘(𝑢
𝑛;ℎ1, . . . , ℎ𝑘) =

𝑛∑︁
𝑖1=1

𝐶𝑖1𝑛 ℎ
𝑖1
1

𝑛−𝑖1∑︁
𝑖2=1

𝐶𝑖2𝑛−𝑖1ℎ
𝑖2
2 . . .

𝑛−𝑖1−...−𝑖𝑘−1∑︁
𝑖𝑘=1

𝐶𝑖𝑘𝑛−𝑖1−...−𝑖𝑘−1
ℎ𝑖𝑘𝑘 𝑢

𝑛−𝑖1−...−𝑖𝑘 .

Из этой формулы следует, что имеет место формула

Δ𝑘(𝑢
𝑛;ℎ1, . . . , ℎ𝑘) = ℎ1 . . . ℎ𝑘𝑔𝑘(𝑢;ℎ1, . . . , ℎ𝑘),

где 𝑔𝑘 = 𝑔𝑘(𝑢;ℎ1, . . . , ℎ𝑘) является формой 𝑛− 𝑘-го порядка с целыми коэффициентами, име-
ющей относительно 𝑢 степень 𝑛− 𝑘 и старший коэффициент 𝑛(𝑛− 1) . . . (𝑛− 𝑘 + 1), то есть

𝑔𝑘(𝑢;ℎ1, . . . , ℎ𝑘) =
𝑛!

(𝑛− 𝑘)!
𝑢𝑛−𝑘 + . . . .

Лемма 6. Пусть 𝑓(𝑚) – многочлен степени 𝑛, 𝑥 и 𝑦 — целые положительные числа,
𝑦 < 𝑥,

T(𝑓(𝑚);𝑥, 𝑦) =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑚⩽𝑥

𝑒(𝑓(𝑚))

тогда при 𝑘 = 1, . . . , 𝑛− 1 имеет место

|T(𝑓(𝑚);𝑥, 𝑦)|2𝑘 ≤ (2𝑦)2
𝑘−𝑘−1

∑︁
|ℎ1|<𝑦

. . .
∑︁

|ℎ𝑘|<𝑦

T𝑗 , T𝑘 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑚∈𝐼𝑘

𝑒(Δ𝑘(𝑓(𝑚);ℎ1, . . . , ℎ𝑘))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ,

где интервалы 𝐼𝑘 = 𝐼𝑘(𝑥, 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑘) определяются соотношениями:

𝐼1 = 𝐼1(𝑥, 𝑦;ℎ1) = (𝑥− 𝑦, 𝑥] ∩ (𝑥− 𝑦 − ℎ1, 𝑥− ℎ1],

𝐼𝑘 = 𝐼𝑘(𝑥, 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑘) = 𝐼𝑘−1(𝑥, 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑘−1) ∩ 𝐼𝑘−1(𝑥− ℎ𝑘, 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑘−1),

то есть, интервал 𝐼𝑘−1(𝑥 − ℎ𝑘, 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑘−1) получается из 𝐼𝑘−1 = 𝐼𝑘−1(𝑥, 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑘−1)
сдвигом на −ℎ𝑘 всех интервалов, пересечением которых он является.

Доказательство. Доказательство проводим методом математической индукции по 𝑘.
При 𝑘 = 1 имеем

|T(𝑓(𝑚);𝑥, 𝑦)|2 =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑚⩽𝑥

∑︁
𝑥−𝑦−𝑚<ℎ⩽𝑥−𝑚

𝑒(𝑓(𝑚+ ℎ) − 𝑓(𝑢)) =
∑︁
|ℎ|<𝑦

∑︁
𝑚∈𝐼1

𝑒(Δ1(𝑓(𝑚);ℎ)) ⩽
∑︁
|ℎ|<𝑦

T1.

Предположим, что утверждение леммы выполняется при 𝑘, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛− 2, то есть

|T(𝑓(𝑚);𝑥, 𝑦)|2𝑘 ≤ (2𝑦)2
𝑘−𝑘−1

∑︁
|ℎ1|<𝑦

∑︁
|ℎ2|<𝑦

. . .
∑︁

|ℎ𝑘|<𝑦

T𝑘.
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Возводя обе части этого неравенства в квадрат, затем последовательно применяя к суммам
по ℎ1, . . . , ℎ𝑘 неравенство Коши, найдём

|T(𝑓(𝑚);𝑥, 𝑦)|2𝑘+1
⩽ (2𝑦)2

𝑘+1−(𝑘+1)−1
∑︁

|ℎ1|<𝑦

. . .
∑︁

|ℎ𝑘|<𝑦

T2
𝑘. (4)

Из эквивалентности соотношений 𝑚1 ∈ 𝐼𝑘(𝑥, 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑘) и 𝑚1 −𝑚 ∈ 𝐼𝑘(𝑥 −𝑚, 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑘),
имеем

T2
𝑘 =

∑︁
𝑚∈𝐼𝑘(𝑥,𝑦;ℎ1,...,ℎ𝑘)

∑︁
𝑚1−𝑚∈𝐼𝑘(𝑥−𝑚,𝑦;ℎ1,...,ℎ𝑘)

𝑒(Δ𝑘(𝑓(𝑚1);ℎ1, . . . , ℎ𝑘) − Δ𝑘(𝑓(𝑚);ℎ1, . . . , ℎ𝑘)).

Обозначая разность𝑚1−𝑚 через ℎ𝑘+1, затем сделав сумму по ℎ𝑘+1 внешней, воспользовавшись
эквивалентностью соотношений ℎ𝑘+1 ∈ 𝐼𝑘(𝑥 −𝑚, 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑘 и 𝑚 ∈ 𝐼𝑘(𝑥 − ℎ𝑘+1, 𝑦;ℎ1, . . . , ℎ𝑘)
и соотношением (3), имеем

T2
𝑘 =

∑︁
|ℎ𝑘+1|<𝑦

∑︁
𝑚∈𝐼𝑘(𝑥,𝑦;ℎ1,...,ℎ𝑘)

𝑚∈𝐼𝑘(𝑥−ℎ𝑘+1,𝑦;ℎ1,...,ℎ𝑘)

𝑒(Δ𝑘+1(𝑓(𝑚);ℎ1, . . . , ℎ𝑘+1)) =

=
∑︁

|ℎ𝑘+1|<𝑦

∑︁
𝑚∈𝐼𝑘+1(𝑥,𝑦;ℎ1,...,ℎ𝑘+1)

𝑒(Δ𝑘+1(𝑓(𝑚);ℎ1, . . . , ℎ𝑘+1)) ⩽
∑︁

|ℎ𝑘+1|<𝑦

T𝑘+1.

Подставляя правую часть последнего неравенства в (4), получим утверждение леммы.

3. Доказательство теоремы 2

Воспользуемся методом математической индукции по 𝑘. При 𝑘 = 1 воспользовавшись тем,
что при 𝑥− 𝑦 < 𝑚1,𝑚2 ⩽ 𝑥 диофантовы уравнения 𝑚𝑛

1 = 𝑚𝑛
2 и 𝑚1 = 𝑚2 эквивалентны, имеем∫︁ 1

0
|𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦)|2𝑑𝛼 =

∑︁
𝑥−𝑦<𝑚1,𝑚2⩽𝑥

∫︁ 1

0
𝑒(𝛼(𝑚𝑛

1 −𝑚𝑛
2 ))𝑑𝛼 =

∑︁
𝑥−𝑦<𝑚1,𝑚2⩽𝑥

𝑚𝑛
1=𝑚

𝑛
2

1 =
∑︁

𝑥−𝑦<𝑚1⩽𝑥

1 ≪ 𝑦.

Пусть теперь утверждение теоремы имеет место при 2 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛− 1, то есть∫︁ 1

0
|𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦)|2𝑘𝑑𝛼 ⩽ 𝑦2𝑘−𝑘+𝜀. (5)

В лемме 6, полагая 𝑓(𝑚) = 𝛼𝑚𝑛, имеем

|𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦)|2𝑘 ≤ (2𝑦)2
𝑘−𝑘−1

∑︁
|ℎ1|<𝑦

. . .
∑︁

|ℎ𝑘|<𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝑚∈𝐼𝑘

𝑒 (𝛼Δ𝑘(𝑚
𝑛;ℎ1, . . . , ℎ𝑘))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Воспользовавшись леммой 5, находим

Δ𝑘(𝑚
𝑛;ℎ1, . . . , ℎ𝑘) = ℎ1 . . . ℎ𝑘𝑔𝑘(𝑚;ℎ1, . . . , ℎ𝑘),

где 𝑔𝑘 = 𝑔𝑘(𝑚;ℎ1, . . . , ℎ𝑘) является формой 𝑛− 𝑘-го порядка с целыми коэффициентами, име-
ющей относительно 𝑚 степень 𝑛− 𝑘 и старший коэффициент 𝑛(𝑛− 1) . . . (𝑛− 𝑘 + 1), то есть

𝑔𝑘(𝑚;ℎ1, . . . , ℎ𝑘) =
𝑛!

(𝑛− 𝑘)!
𝑚𝑛−𝑘 + . . . .
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Отсюда и из условий 𝑥 − 𝑦 < 𝑚 ⩽ 𝑥, |ℎ𝑖| < 𝑦, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘,
√
𝑥 < 𝑦 ⩽ 𝑥L −1 следует, что

существует 𝑥0, такое что при 𝑥 > 𝑥0, выполняется неравенство

𝑔𝑘(𝑚;ℎ1, . . . , ℎ𝑘) > 0. (6)

Обозначая через 𝑟(ℎ) — число решений диофантова уравнения

ℎ1 . . . ℎ𝑘𝑔𝑘(𝑚;ℎ1, . . . , ℎ𝑘) = ℎ,

относительно переменных 𝑚 и ℎ1 . . . ℎ𝑘, |ℎ𝑖| < 𝑦, 𝑚 ∈ 𝐼𝑘, найдём

|𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦)|2𝑘 ≤ (2𝑦)2
𝑘−𝑘−1

∑︁
ℎ

𝑟(ℎ)𝑒(𝛼ℎ), (7)

Заметим, что, если ℎ ̸= 0, то 𝑟(ℎ) ≪ 𝜏𝑘+1(ℎ) ≪ ℎ𝜀. Из неравенства (6) следует, что уравнение

ℎ1 . . . ℎ𝑘𝑔𝑘(𝑚;ℎ1, . . . , ℎ𝑘) = 0

имеет только решение вида (0, ℎ2, . . . , ℎ𝑘,𝑚), (ℎ1, 0, ℎ3, . . . , ℎ𝑘,𝑚), . . ., (ℎ1, . . . , ℎ𝑘−1, 0,𝑚), для
количества которых справедлива оценка

𝑟(0) ⩽
∑︁

|ℎ2|<𝑦

. . .
∑︁

|ℎ𝑘|<𝑦

∑︁
𝑚∈𝐼3

1 ⩽ (2𝑦)𝑘−1|𝐼𝑘| ⩽ 2𝑘−1𝑦𝑘.

С другой стороны,

|𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦)|2𝑘 =
∑︁
ℎ

𝜌(ℎ)(−𝛼ℎ), (8)

где 𝜌(ℎ) – число решений уравнения

𝑠𝑛1 + . . .+ 𝑠𝑛𝜈 − 𝑡𝑛1 − . . .− 𝑡𝑛𝜈 = ℎ, 𝑥− 𝑦 < 𝑠1, 𝑡1, . . . , 𝑠𝜈 , 𝑡𝜈 ⩽ 𝑥, 𝜈 = 2𝑘−1.

В равенстве (8), полагая 𝛼 = 0, находим∑︁
ℎ

𝜌(ℎ) = |𝑇 (0;𝑥, 𝑦)|2𝑘 ⩽ 𝑦2
𝑘
. (9)

Пользуясь предположением индукции, то есть соотношением (5), найдём

𝜌(0) =

∫︁ 1

0
|𝑇𝑛(𝛼;𝑥, 𝑦)|2𝑘𝑑𝛼 ⩽ 𝑦2𝑘−𝑘+𝜀.

Умножая (7) и (8), интегрируя по 𝛼, а затем воспользовавшись значениями 𝑟(0), 𝜌, оценкой
𝑟(ℎ) ≪ ℎ𝜀 и соотношением (9), найдём∫︁ 1

0
|𝑇 (𝛼;𝑥, 𝑦)|2𝑘+1

𝑑𝛼 ⩽ (2𝑦)2
𝑘−𝑘−1

∫︁ 1

0

∑︁
ℎ

𝑟(ℎ)𝑒(𝛼ℎ)
∑︁
ℎ′

𝜌(ℎ′)𝑒(−𝛼ℎ′)𝑑𝛼 =

= (2𝑦)2
𝑘−𝑘−1

⎛⎝𝑟(0)𝜌(0) +
∑︁
ℎ̸=0

𝑟(ℎ)𝜌(ℎ)

⎞⎠ ⩽ (2𝑦)2
𝑘−𝑘−1

⎛⎝𝑟(0)𝜌(0) + max
ℎ̸=0

𝑟(ℎ)
∑︁
ℎ̸=0

𝜌(ℎ)

⎞⎠≪

≪ 𝑦2
𝑘−𝑘−1

(︁
𝑦𝑘 · 𝑦2𝑘−𝑘+𝜀 + 𝑦𝜀 · 𝑦2𝑘

)︁
≪ 𝑦2

𝑘+1−𝑘−1+𝜀.
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4. Доказательство теоремы 1

Не ограничивая общности, будем считать, что

𝐻 = 𝑁1− 1
30

+𝜀, 𝜇1 ⩽ . . . ⩽ 𝜇9, 𝜇1 ⩽
1

9
, 𝜇9 ⩾

1

9
. (10)

Пользуясь обозначениями

𝑁𝑘 = (𝜇𝑘𝑁 +𝐻)
1
3 , 𝐻𝑘 = (𝜇𝑘𝑁 +𝐻)

1
3 − (𝜇𝑘𝑁 −𝐻)

1
3 , 𝜏 = 12𝑁1𝐻1, ae𝜏 = 1,

число решений диофантова уравнения (1) при 𝑛 = 3 и 𝑟 = 9 при выполнении условий (2)
представим в виде

𝐽3,9(𝑁,𝐻) =

1−ae∫︁
−ae

𝑒(−𝛼𝑁)
9∏︁

𝑘=1

∑︁
|𝑛3−𝜇𝑘𝑁 |⩽𝐻

𝑒(𝛼𝑛3)𝑑𝛼 =

=

1−ae∫︁
−ae

𝑒(−𝛼𝑁)

9∏︁
𝑘=1

(𝑇3(𝛼;𝑁𝑘, 𝐻𝑘) + 𝜃𝑘) 𝑑𝛼,

где |𝜃𝑘| равен 1, если 𝑁𝑘 −𝐻𝑘 — целое число, и 0 в противном случае. Верхняя граница 𝑁𝑘 и
длина 𝐻𝑘 суммы 𝑇3(𝛼;𝑁𝑘, 𝐻𝑘) относительно 𝑁 и 𝐻 выражаются через следующие асимпто-
тические формулы

𝑁𝑘 = 𝜇
1
3
𝑘𝑁

1
3

(︂
1 +

𝐻

𝜇𝑘𝑁

)︂ 1
3

= 𝜇
1
3
𝑘𝑁

1
3

(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂)︂
, (11)

𝐻𝑘 = 𝜇
1
3
𝑘𝑁

1
3

(︃(︂
1 +

𝐻

𝜇𝑘𝑁

)︂ 1
3

−
(︂

1 − 𝐻

𝜇𝑘𝑁

)︂ 1
3

)︃
=

2𝐻

3𝜇
2
3
𝑘𝑁

2
3

(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂)︂
, (12)

При 𝜈 = 1, 2, . . . , 9 и 1 ⩽ 𝑖1 < . . . < 𝑖𝜈 ⩽ 9, вводя обозначение

D𝜈 = D(𝑖1, . . . , 𝑖𝜈) = {1, 2, . . . , 9} ∖ {𝑖1, . . . , 𝑖𝜈},

и воспользовавшись тождеством

9∏︁
𝑘=1

(𝑇3(𝛼;𝑁𝑘, 𝐻𝑘) + 𝜃𝑘) =

9∏︁
𝑘=1

𝑇3(𝛼;𝑁𝑘, 𝐻𝑘)+

+

8∑︁
𝜈=1

∑︁
1⩽𝑖1<...<𝑖𝜈⩽9

𝜃𝑖1 . . . 𝜃𝑖𝜈
∏︁
𝑘∈D𝜈

𝑇3(𝛼;𝑁𝑘, 𝐻𝑘) +

9∏︁
𝑘=1

𝜃𝑘,

представим 𝐽3,9(𝑁,𝐻), в виде

𝐽3,9(𝑁,𝐻) =

1−ae∫︁
−ae

𝑒(−𝛼𝑁)

9∏︁
𝑘=1

𝑇3(𝛼;𝑁𝑘, 𝐻𝑘)𝑑𝛼+𝑅1(𝑁,𝐻), (13)

𝑅1(𝑁,𝐻) =
8∑︁

𝜈=1

∑︁
1⩽𝑖1<...<𝑖𝜈⩽9

𝜃𝑖1 . . . 𝜃𝑖𝜈

1−ae∫︁
−ae

𝑒(−𝛼𝑁)
∏︁
𝑘∈D𝜈

𝑇3(𝛼;𝑁𝑘, 𝐻𝑘)𝑑𝛼.
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Переходя к оценкам, а затем, представляя множество D𝜈 в виде

D𝜈 = {1, 2, . . . , 9} ∖ {𝑖1, . . . , 𝑖𝜈} = {𝛽1, . . . , 𝛽9−𝜈},

имеем

𝑅1(𝑁,𝐻) ⩽
8∑︁

𝜈=1

∑︁
1⩽𝑖1<...<𝑖𝜈⩽9

1−ae∫︁
−ae

∏︁
𝑘∈D𝜈

|𝑇3(𝛼;𝑁𝑘, 𝐻𝑘)| 𝑑𝛼 =

=
8∑︁

𝜈=1

∑︁
1⩽𝛽1<...<𝛽9−𝜈⩽9

𝑅1 (𝑁,𝐻, 𝛽1, . . . , 𝛽9−𝜈) , (14)

𝑅1 (𝑁,𝐻, 𝛽1, . . . , 𝛽9−𝜈) =

1−ae∫︁
−ae

9−𝜈∏︁
𝑗=1

⃒⃒
𝑇3(𝛼;𝑁𝛽𝑗 , 𝐻𝛽𝑗 )

⃒⃒
𝑑𝛼.

Оценим 𝑅1 (𝑁,𝐻, 𝛽1, . . . , 𝛽9−𝜈) при 𝜈 = 1, . . . , 8 воспользовавшись неравенством Коши, теоре-
мой 2 и неравенством 𝐻𝑘 ≪ 𝐻𝑁− 2

3 , которое следует из (12). Имеем

𝑅1(𝑁,𝐻, 𝛽1, . . . , 𝛽8) ⩽
8∏︁
𝑗=1

⎛⎝ 1−ae∫︁
−ae

⃒⃒
𝑇3(𝛼;𝑁𝛽𝑗 , 𝐻𝛽𝑗 )

⃒⃒8
𝑑𝛼

⎞⎠
1
8

≪
8∏︁
𝑗=1

(︁
𝐻5+𝜀
𝛽𝑗

)︁ 1
8 ≪

(︂
𝐻

𝑁
2
3

)︂5+𝜀

.

𝑅1(𝑁,𝐻, 𝛽1, . . . , 𝛽7) ⩽
6∏︁
𝑗=1

⎛⎝ 1−ae∫︁
−ae

⃒⃒
𝑇3(𝛼;𝑁𝛽𝑗 , 𝐻𝛽𝑗 )

⃒⃒8
𝑑𝛼

⎞⎠
1
8
⎛⎝ 1−ae∫︁

−ae

|𝑇3(𝛼;𝑁𝛽7 , 𝐻𝛽7)|4 𝑑𝛼

⎞⎠
1
4

⩽

≪
6∏︁
𝑗=1

(︁
𝐻5+𝜀
𝛽𝑗

)︁ 1
8
(︁
𝐻2+𝜀
𝛽7

)︁ 1
4 ≪

(︂
𝐻

𝑁
2
3

)︂ 17
4
+𝜀

.

𝑅1(𝑁,𝐻, 𝛽1, . . . , 𝛽6) ⩽
4∏︁
𝑗=1

⎛⎝ 1−ae∫︁
−ae

⃒⃒
𝑇3(𝛼;𝑁𝛽𝑗 , 𝐻𝛽𝑗 )

⃒⃒8
𝑑𝛼

⎞⎠
1
8 6∏︁
𝑗=5

⎛⎝ 1−ae∫︁
−ae

⃒⃒
𝑇3(𝛼;𝑁𝛽𝑗 , 𝐻𝛽𝑗 )

⃒⃒4
𝑑𝛼

⎞⎠
1
4

⩽

≪
4∏︁
𝑗=1

(︁
𝐻5+𝜀
𝛽𝑗

)︁ 1
8

6∏︁
𝑗=5

(︁
𝐻2+𝜀
𝛽𝑗

)︁ 1
2 ≪

(︂
𝐻

𝑁
2
3

)︂ 7
2
+𝜀

.

𝑅1(𝑁,𝐻, 𝛽1, . . . , 𝛽5) ⩽
4∏︁
𝑗=1

⎛⎝ 1−ae∫︁
−ae

⃒⃒
𝑇3(𝛼;𝑁𝛽𝑗 , 𝐻𝛽𝑗 )

⃒⃒8
𝑑𝛼

⎞⎠
1
8
⎛⎝ 1−ae∫︁

−ae

|𝑇3(𝛼;𝑁𝛽5 , 𝐻𝛽5)|2 𝑑𝛼

⎞⎠
1
2

⩽

≪
4∏︁
𝑗=1

(︁
𝐻5+𝜀
𝛽𝑗

)︁ 1
8
𝐻

1
2
𝛽5

=

(︂
𝐻

𝑁
2
3

)︂3+0,5𝜀

.

𝑅1(𝑁,𝐻, 𝛽1, . . . , 𝛽4) ⩽
4∏︁
𝑗=1

⎛⎝ 1−ae∫︁
−ae

⃒⃒
𝑇3(𝛼;𝑁𝛽𝑗 , 𝐻𝛽𝑗 )

⃒⃒4
𝑑𝛼

⎞⎠
1
4

≪
4∏︁
𝑗=1

(︁
𝐻2+𝜀
𝛽𝑗

)︁ 1
4 ≪

(︂
𝐻

𝑁
2
3

)︂2+𝜀

.
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𝑅1(𝑁,𝐻, 𝛽1, 𝛽2, 𝛽3) ⩽
2∏︁
𝑗=1

⎛⎝ 1−ae∫︁
−ae

⃒⃒
𝑇3(𝛼;𝑁𝛽𝑗 , 𝐻𝛽𝑗 )

⃒⃒4
𝑑𝛼

⎞⎠
1
4
⎛⎝ 1−ae∫︁

−ae

|𝑇3(𝛼;𝑁𝛽3 , 𝐻𝛽3)|2 𝑑𝛼

⎞⎠
1
2

≪

≪
2∏︁
𝑗=1

(︁
𝐻2+𝜀
𝛽𝑗

)︁ 1
4
𝐻

1
2
𝛽3

=

(︂
𝐻

𝑁
2
3

)︂ 3
2
+0,5𝜀

.;

𝑅1(𝑁,𝐻, 𝛽1, 𝛽2) ⩽
2∏︁
𝑗=1

⎛⎝ 1−ae∫︁
−ae

⃒⃒
𝑇3(𝛼;𝑁𝛽𝑗 , 𝐻𝛽𝑗 )

⃒⃒2
𝑑𝛼

⎞⎠
1
2

≪ 𝐻

𝑁
2
3

;

𝑅1(𝑁,𝐻, 𝛽1) ⩽

⎛⎝ 1−ae∫︁
−ae

|𝑇3(𝛼;𝑁𝛽3 , 𝐻𝛽3)|2 𝑑𝛼

⎞⎠
1
2

≪
(︂
𝐻

𝑁
2
3

)︂ 1
2

.

Подставляя найденные оценки для 𝑅1 (𝑁,𝐻, 𝛽1, . . . , 𝛽9−𝜈) при 𝜈, 𝜈 = 1, 2, . . . , 8 в формулу (14),
получим

𝑅1(𝑁,𝐻) ⩽
8∑︁

𝜈=1

𝐶9−𝜈
9 max

1⩽𝛽1<...<𝛽9−𝜈⩽9
𝑅1 (𝑁,𝐻, 𝛽1, . . . , 𝛽9−𝜈) ≪

(︂
𝐻

𝑁
2
3

)︂5+𝜀

=

=
𝐻8

𝑁6L 7
· 𝑁

8
3
+ 2

3
𝜀L 7

𝐻3−𝜀 =
𝐻8

𝑁6L 8
·𝑁− 7

30
− 41

30
𝜀+𝜀2L 7 ≪ 𝐻8

𝑁6L 7
.

Отсюда из (13), имеем

𝐽3,9(𝑁,𝐻) =

1−ae∫︁
−ae

𝑒(−𝛼𝑁)

9∏︁
𝑘=1

𝑇3(𝛼;𝑁𝑘, 𝐻𝑘)𝑑𝛼+𝑂

(︂
𝐻8

𝑁6L 7

)︂
. (15)

Согласно теореме Дирихле о приближении действительных чисел рациональными числами,
каждое 𝛼 из промежутка [−ae, 1 − ae] представимо в виде

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝜏, |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏
. (16)

Легко видеть, что в этом представлении 0 ⩽ 𝑎 ⩽ 𝑞− 1, причём 𝑎 = 0 лишь при 𝑞 = 1. Через M
обозначим те 𝛼, для которых в представлении (16) выполняется условие 𝑞 ⩽ 𝐻9L −1. Через
m обозначим оставшиеся 𝛼. Множество M состоит из непересекающихся отрезков. Разобьём
множество M на множества M1 и M2:

M1 =
⋃︁

1⩽𝑞⩽𝐻9L −1

𝑞−1⋃︁
𝑎=0

(𝑎,𝑞)=1

M1(𝑎, 𝑞), M2 = M ∖M1,

M1(𝑎, 𝑞) =

[︂
𝑎

𝑞
− 𝜂𝑞 ⩽ 𝛼 ⩽

𝑎

𝑞
+ 𝜂𝑞

]︂
, 𝜂𝑞 =

1

6𝑞𝑁2
9

.

Обозначая через 𝐼(M1), 𝐼(M2) и 𝐼(m) соответственно интегралы по множествам M1, M2 и m,
с учётом (15), получим

𝐽3,9(𝑁,𝐻) = 𝐼(M1) + 𝐼(M2) + 𝐼(m) +𝑂

(︂
𝐻8

𝑁6L 8

)︂
. (17)

В последней формуле первый член, то есть 𝐼(M1) доставляет главный член асимптотической
формулы для 𝐽3,9(𝑁,𝐻), а 𝐼(M2) и 𝐼(m) входят в его остаточный член.
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4.1. Вычисление интеграла 𝐼(M1)

По определению интеграла 𝐼(M1) имеем:

𝐼(M1) =
∑︁

𝑞⩽𝐻9L −1

𝑞−1∑︁
𝑎=0

(𝑎,𝑞)=1

∫︁
|𝜆|⩽𝜂𝑞

9∏︁
𝑘=1

𝑇3

(︂
𝑎

𝑞
+ 𝜆;𝑁𝑘, 𝐻𝑘

)︂
𝑒

(︂
−
(︂
𝑎

𝑞
+ 𝜆

)︂
𝑁

)︂
𝑑𝜆. (18)

Для суммы 𝑇3

(︁
𝑎
𝑞 + 𝜆;𝑁𝑘, 𝐻𝑘

)︁
выполняются оба условия следствия 1 леммы 1. Действительно,

ввиду соотношений (11), (12) и (10) имеет место неравенство

𝜏 =12𝑁1𝐻1 = 12𝜇
1
3
𝑘𝑁

1
3

(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂)︂
· 2𝐻

3𝜇
2
3
𝑘𝑁

2
3

(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂)︂
=

=
8𝐻

𝜇
1
3
1𝑁

1
3

(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂)︂
⩾

8𝐻

𝜇
1
3
𝑘𝑁

1
3

(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂)︂
= 12𝑁𝑘𝐻𝑘,

(19)

а из соотношений |𝜆| ⩽ 𝜂𝑞, 𝜂𝑞 =
1

6𝑞𝑁2
9

и
1

6𝑞𝑁2
9

⩽
1

6𝑞𝑁2
𝑘

следует, что

|𝜆| ⩽ 1

6𝑞𝑁2
𝑘

.

Поэтому согласно этому следствию для 𝑘 = 1, . . . , 9 имеем

𝑇3

(︂
𝑎

𝑞
+ 𝜆,𝑁𝑘, 𝐻𝑘

)︂
=
𝐻𝑘𝑆3(𝑎, 𝑞)

𝑞
𝛾3(𝜆;𝑁𝑘, 𝐻𝑘) +𝑅2, 𝑅2 ≪ 𝑞

1
2
+𝜀.

Умножая обе части этих формул по всем 𝑘 = 1, 2, . . . , 9, а затем применяя тождество

9∏︁
𝑘=1

(𝑎𝑘 + 𝑏) =
9∏︁

𝑘=1

𝑎𝑘 + 𝑏9 +
8∑︁

𝜈=1

𝑏9−𝜈
∑︁

1⩽𝑖1<...<𝑖𝜈⩽9

𝜈∏︁
𝑘=1

𝑎𝑖𝑘 ,

при 𝑎𝑘 =
𝐻𝑘𝑆3(𝑎, 𝑞)

𝑞
𝛾3(𝜆;𝑁𝑘, 𝐻𝑘) и 𝑏 = 𝑅2, получим

9∏︁
𝑘=1

𝑇3

(︂
𝑎

𝑞
+ 𝜆,𝑁𝑘, 𝐻𝑘

)︂
=
𝑆9
3(𝑎, 𝑞)

𝑞9

9∏︁
𝑘=1

𝐻𝑘𝛾3(𝜆;𝑁𝑘, 𝐻𝑘) +𝑅9
2+

+
8∑︁

𝜈=1

𝑅9−𝜈
2

∑︁
1⩽𝑖1<...<𝑖𝜈⩽9

𝜈∏︁
𝑘=1

𝐻𝑖𝑘𝑆3(𝑎, 𝑞)

𝑞
𝛾3(𝜆;𝑁𝑖𝑘 , 𝐻𝑖𝑘).

Пользуясь соотношением 𝑅2 ≪ 𝑞
1
2
+𝜀, оценкой |𝑆3(𝑎, 𝑞)| ≪ 𝑞

2
3 (лемма 3), последние два слага-

емых оценим сверху:

9∏︁
𝑘=1

𝑇3

(︂
𝑎

𝑞
+ 𝜆,𝑁𝑘, 𝐻𝑘

)︂
− 𝑆9

3(𝑎, 𝑞)

𝑞9

9∏︁
𝑘=1

𝐻𝑘𝛾3(𝜆;𝑁𝑘, 𝐻𝑘) ≪

≪
8∑︁

𝜈=1

𝑞
9
2
− 5𝜈

6
+(9−𝜈)𝜀

∑︁
1⩽𝑖1<...<𝑖𝜈⩽9

𝜈∏︁
𝑘=1

𝐻𝑖𝑘 |𝛾3(𝜆;𝑁𝑖𝑘 , 𝐻𝑖𝑘)| + 𝑞4,5+9𝜀.
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Отсюда и из формулы (18), находим

𝐼(M1) =
9∏︁

𝑘=1

𝐻𝑘

∑︁
𝑞⩽𝐻9L −1

A (𝑘, 𝑞)

𝑞−1∑︁
𝑎=0

(𝑎,𝑞)=1

𝑆9
3(𝑎, 𝑞)

𝑞9
𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑞

)︂
+𝑅1(M1) +𝑅2(M1), (20)

A (𝑘, 𝑞) =

∫︁
|𝜆|⩽𝜂𝑞

9∏︁
𝑘=1

𝛾3(𝜆;𝑁𝑘, 𝐻𝑘)𝑒(−𝜆𝑁)𝑑𝜆,

𝑅1(M1) ≪
8∑︁

𝜈=1

∑︁
𝑞⩽𝐻9L −1

𝑞
11
2
− 5𝜈

6
+(9−𝜈)𝜀

∑︁
1⩽𝑖1<...<𝑖𝜈⩽9

∫︁
|𝜆|⩽𝜂𝑞

𝜈∏︁
𝑘=1

𝐻𝑖𝑘 |𝛾3(𝜆;𝑁𝑖𝑘 , 𝐻𝑖𝑘)|𝑑𝜆, (21)

𝑅2(M1) ≪
∑︁

𝑞⩽𝐻9L −1

𝑞4,5+9𝜀
𝑞−1∑︁
𝑎=0

(𝑎,𝑞)=1

∫︁
|𝜆|⩽𝜂𝑞

𝑑𝜆 =
1

3𝑁2
9

∑︁
𝑞⩽𝐻9L −1

𝜙(𝑞)𝑞3,5+9𝜀.

4.1.1. Оценка 𝑅2(M1)

Воспользовавшись формулами (12) и (11), имеем

𝑅2(M1) ≪
1

𝑁2
9

(︂
𝐻9

L

)︂5,5+9𝜀

≪
(︂

𝐻

𝑁
2
3 L

)︂5,5+9𝜀 1

𝑁
2
3

=
𝐻8

𝑁6L 7
· 𝑁

5
3
−6𝜀L

3
2
−9𝜀

𝐻
5
2
−9𝜀

=

=
𝐻8

𝑁6L 7
·𝑁− 9

12
+ 𝜀

5
+9𝜀2L

3
2
−9𝜀 ≪ 𝐻8

𝑁6L 8
. (22)

4.1.2. Оценка 𝑅1(M1)

Оценим сначала тригонометрический интеграл

𝛾3(𝜆;𝑁𝑖𝑘 , 𝐻𝑖𝑘) =

∫︁ 0,5

−0,5
𝑒 (𝑓𝑖𝑘(𝑢)) 𝑑𝑢, 𝑓𝑖𝑘(𝑢) = 𝜆

(︂
𝑁𝑖𝑘 −

𝐻𝑖𝑘

2
+𝐻𝑖𝑘𝑢

)︂3

.

Воспользовавшись соотношениями (11) и (12), находим

𝐻𝑘𝑁
2
𝑘 =

2𝐻

3

(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂)︂
, 𝐻2

𝑘𝑁𝑘 ≪
𝐻2

𝑁
,

𝐻𝑘

𝑁𝑘
=

2𝐻

3𝜇𝑘𝑁

(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂)︂
, 𝐻3

𝑘 ≪ 𝐻3

𝑁2
≪ 𝐻2

𝑁
.

. (23)

Пользуясь этими соотношениями оценим снизу 𝑓 ′𝑖𝑘(𝑢). Имеем

|𝑓 ′𝑖𝑘(𝑢))| = 3|𝜆|𝐻𝑖𝑘

(︂
𝑁𝑖𝑘 −

𝐻𝑖𝑘

2
+𝐻𝑖𝑘𝑢

)︂2

⩾ 3|𝜆|𝐻𝑖𝑘(𝑁𝑖𝑘 −𝐻𝑖𝑘)2 =

= 3|𝜆|𝑁2
𝑖𝑘
𝐻𝑖𝑘

(︂
1 − 𝐻𝑖𝑘

𝑁𝑖𝑘

)︂2

= 2|𝜆|𝐻
(︂

1 +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂)︂
⩾

6𝐻

L
|𝜆|.

Отсюда и из леммы 4, найдём

|𝛾3(𝜆;𝑁𝑖𝑘 , 𝐻𝑖𝑘)| ⩽ min

(︂
1,

L

6𝐻|𝜆|

)︂
. (24)
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Подставляя эту оценку в правую часть (21), и вводя обозначение 𝜆1 = L (6𝐻)−1, получим

𝑅1(M1) ≪
8∑︁

𝜈=1

∑︁
𝑞⩽𝐻9L −1

𝑞
11
2
− 5𝜈

6
+(9−𝜈)𝜀

∑︁
1⩽𝑖1<...<𝑖𝜈⩽9

∫︁
|𝜆|⩽𝜂𝑞

𝜈∏︁
𝑘=1

𝐻𝑖𝑘 min

(︂
1,
𝜆1
|𝜆|

)︂
𝑑𝜆 =

= 2

8∑︁
𝜈=1

∑︁
𝑞⩽𝐻9L −1

𝑞
11
2
− 5𝜈

6
+(9−𝜈)𝜀𝐽(𝜈)

∑︁
1⩽𝑖1<...<𝑖𝜈⩽9

𝜈∏︁
𝑘=1

𝐻𝑖𝑘 , (25)

𝐽(𝜈) =

𝜂𝑞∫︁
0

min

(︂
1,
𝜆𝜈1
𝜆𝜈

)︂
𝑑𝜆.

Имеет место неравенство 𝜆1 < 𝜂𝑞. Действительно, воспользовавшись условием 𝑞 ⩽ 𝐻9L −1, а
затем соотношением (23), находим

𝜆1
𝜂𝑞

=
𝑞𝑁2

9L

𝐻
⩽
𝐻9𝑁

2
9

𝐻
=

2
(︀
1 +𝑂(𝐻𝑁−1)

)︀
3

⩽
3

4
.

При 𝜈 ⩾ 2, разбивая отрезок интегрирования в интеграле 𝐽(𝜈) на отрезки [0, 𝜆1] и [𝜆1], 𝜂𝑞],
имеем

𝐽(𝜈) =

𝜆1∫︁
0

𝑑𝜆+ 𝜆𝜈1

𝜂𝑞∫︁
𝜆1

𝑑𝜆

𝜆𝜈
=

𝜆1
𝜈 − 1

(︃
𝜈 −

(︂
𝜆1
𝜂𝑞

)︂𝜈−1
)︃

⩽
𝜈

𝜈 − 1
𝜆1 ⩽ 2𝜆1 =

L

3𝐻
.

В случае 𝜈 = 1 аналогично, получим

𝐽(1) =

𝜂𝑞∫︁
0

min

(︂
1,
𝜆1
𝜆

)︂
𝑑𝜆 = 𝜆1

(︂
1 + ln

𝜂𝑞
𝜆1

)︂
= 𝜆1

(︂
1 + ln

𝐻

𝑞𝑁2
9L

)︂
⩽

⩽ 𝜆1

(︂
1 + ln

𝐻

𝑁2
9L

)︂
⩽ 𝜆1 (1 + ln𝐻) ≪ 𝜆1L ≪ L 2

𝐻
.

Воспользовавшись соотношениями (12) и (10), найдём

∑︁
1⩽𝑖1<...<𝑖𝜈⩽9

𝜈∏︁
𝑘=1

𝐻𝑖𝑘 =
∑︁

1⩽𝑖1<...<𝑖𝜈⩽9

𝜈∏︁
𝑘=1

2𝐻

3𝜇
2
3
𝑖𝑘
𝑁

2
3

(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻2

𝑁2

)︂)︂
≪
(︂
𝐻

𝑁
2
3

)︂𝜈
.

Подставляя правую часть этого неравенства и оценку для интеграла 𝐽(𝜈) в правую часть
соотношения (25), а затем пользуясь при 𝑘 = 9 формулой (12), имеем

𝑅1(M1) ≪
L 2

𝐻

8∑︁
𝜈=1

(︂
𝐻

𝑁
2
3

)︂𝜈 ∑︁
𝑞⩽𝐻9L −1

𝑞
11
2
− 5𝜈

6
+(9−𝜈)𝜀 ≪ L 2

𝐻

8∑︁
𝜈=1

L 𝜈

(︂
𝐻

𝑁
2
3 L

)︂ 13
2
+ 𝜈

6
+(9−𝜈)𝜀

≪

≪ 𝐻
17
3
+𝜀L

10
3
−𝜀

𝑁
40
9
+ 2

3
𝜀

=
𝐻8

𝑁6L 7
· 𝑁

14
9
− 2

3
𝜀L

31
3
−𝜀

𝐻
7
3
−𝜀

=
𝐻8

𝑁6L 7
·𝑁− 7

10
− 61

30
𝜀+𝜀2L

31
3
−𝜀 ≪ 𝐻8

𝑁6L 7
. (26)

4.1.3. Вычисление интеграла A (𝑘, 𝑞)

Разбиваем интервал интегрирования на интервалы |𝜆| ⩽ 𝜆2 и 𝜆2 < |𝜆| ⩽ 𝜂𝑞, где

𝜆2 = min

(︂
L 2

6𝐻9𝑁2
9

, 𝜂𝑞

)︂
⩽

L 2

6𝐻9𝑁2
9

⩽
L 2

𝐻
,
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и обозначая интегралы по этим интервалам соответственно через A1(𝑘, 𝑞) и A2(𝑘, 𝑞), получим

A (𝑘, 𝑞) = A1(𝑘, 𝑞) + A2(𝑘, 𝑞). (27)

Воспользовавшись формулами (23), а также соотношением 𝑁3
𝑘 = 𝜇𝑘𝑁 +𝐻, имеем(︂

𝑁𝑘 −𝐻𝑘

(︂
1

2
− 𝑢

)︂)︂3

= 𝑁3
𝑘 − 3𝑁2

𝑘𝐻𝑘

(︂
1

2
− 𝑢

)︂
+ 3𝑁𝑘𝐻

2
𝑘

(︂
1

2
− 𝑢

)︂2

−𝐻3
𝑘

(︂
1

2
− 𝑢

)︂3

=

= 𝜇𝑘𝑁 +𝐻 − 3 · 2𝐻

3

(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂)︂(︂
1

2
− 𝑢

)︂
+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁

)︂
= 𝜇𝑘𝑁 + 2𝐻𝑢+𝑂

(︂
𝐻2

𝑁

)︂
.

Умножая обе части этого равенства на 𝜆, и имея в виду 𝜆2 ⩽ 𝐻−1L 2, найдём

𝜆

(︂
𝑁𝑘 −

𝐻𝑘

2
+𝐻𝑘𝑢

)︂3

= 𝜇𝑘𝑁𝜆+ 2𝐻𝑢𝜆+𝑅3(𝑁,𝐻), 𝑅3(𝑁,𝐻) ≪ 𝐻L 2

𝑁
.

Следовательно

𝛾3(𝜆;𝑁𝑘, 𝐻𝑘) = 𝑒 (𝜇𝑘𝑁𝜆)

0,5∫︁
−0,5

𝑒 (2𝐻𝜆𝑢) 𝑑𝑢+𝑅3(𝑁,𝐻) = 𝑒 (𝜇𝑘𝑁𝜆)
sin (2𝜋𝐻𝜆)

2𝜋𝐻𝜆
+𝑅3(𝑁,𝐻).

Умножая обе части этих формул по всем 𝑘 = 1, 2, . . . , 9, применяя тождество

9∏︁
𝑘=1

(𝑎𝑘 + 𝑏) =
9∏︁

𝑘=1

𝑎𝑘 + 𝑏9 +
8∑︁

𝜈=1

𝑏9−𝜈
∑︁

1⩽𝑖1<...<𝑖𝜈⩽9

𝜈∏︁
𝑘=1

𝑎𝑖𝑘 ,

а затем, воспользовавшись условием 𝜇1 + 𝜇2 + · · · + 𝜇9 = 1, имеем

9∏︁
𝑘=1

𝛾3(𝜆;𝑁𝑘, 𝐻𝑘) =
9∏︁

𝑘=1

(︂
𝑒 (𝜇𝑘𝑁𝜆)

sin (2𝜋𝐻𝜆)

2𝜋𝐻𝜆
+𝑅3(𝑁,𝐻)

)︂
=

sin9 (2𝜋𝐻𝜆)

(2𝜋𝐻𝜆)9
𝑒 (𝑁𝜆) +𝑅4(𝑁,𝐻),

𝑅4(𝑁,𝐻) = 𝑅9
3(𝑁,𝐻) +

8∑︁
𝜈=1

𝑅9−𝜈
3 (𝑁,𝐻)

∑︁
1⩽𝑖1<...<𝑖𝜈⩽9

𝜈∏︁
𝑘=1

𝑒 (𝜇𝑖𝑘𝑁𝜆)
sin (2𝜋𝐻𝜆)

2𝜋𝐻𝜆
=

= 𝑅9
3(𝑁,𝐻) +

8∑︁
𝜈=1

sin𝜈 (2𝜋𝐻𝜆)

(2𝜋𝐻𝜆)𝜈
𝑅9−𝜈

3 (𝑁,𝐻)
∑︁

1⩽𝑖1<...<𝑖𝜈⩽9

𝑒

(︃
𝜆𝑁

𝜈∑︁
𝑘=1

𝜇𝑖𝑘

)︃
≪

≪
8∑︁

𝜈=0

| sin(2𝜋𝐻𝜆)|𝜈

|2𝜋𝜆𝐻|𝜈

(︂
𝐻L 2

𝑁

)︂9−𝜈
≪ 𝐻9L 18

𝑁9
+

| sin(2𝜋𝐻𝜆)|8

|2𝜋𝜆𝐻|8
· 𝐻L 2

𝑁
.

Отсюда и из определения интеграла A1(𝑘, 𝑞), находим

A1(𝑘, 𝑞) =

∫︁
|𝜆|⩽𝜆2

(︂
sin9 (2𝜋𝐻𝜆)

(2𝜋𝐻𝜆)9
𝑒 (𝑁𝜆) +𝑅4(𝑁,𝐻)

)︂
𝑒(−𝜆𝑁)𝑑𝜆 =

=
1

𝜋𝐻

2𝜋𝐻𝜆2∫︁
0

sin9 𝑡

𝑡9
𝑑𝑡+𝑅5(𝑁,𝐻) +𝑅6(𝑁,𝐻),

𝑅5(𝑁,𝐻) ≪
∫︁

|𝜆|⩽𝜆2

𝐻9L 18

𝑁9
𝑑𝜆 ⩽

2𝐻8L 20

𝑁9
=

1

𝐻L 7
· 𝐻

9L 27

𝑁9
≪ 1

𝐻L 7
,

𝑅6(𝑁,𝐻) ≪ 𝐻L 2

𝑁

∫︁
|𝜆|⩽𝜆2

sin8 (2𝜋𝐻𝜆)

(2𝜋𝐻𝜆)8
𝑑𝜆 =

L 2

𝜋𝑁

2𝜋𝐻𝜆2∫︁
0

sin8 𝑡

𝑡8
𝑑𝑡≪ 1

𝐻L 7
.
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Заменив интеграл по 𝑡 близким к нему несобственным интегралом, независящим от 2𝜋𝐻𝜆2,
получим

A1(𝑘, 𝑞) =
1

𝜋𝐻

∞∫︁
0

sin9 𝑡

𝑡9
𝑑𝑡+𝑅7(𝑁,𝐻) +𝑂

(︂
1

𝐻L 7

)︂
, (28)

𝑅7(𝑁,𝐻) =
1

𝜋𝐻

∞∫︁
2𝜋𝐻𝜆2

sin9 𝑡

𝑡9
𝑑𝑡 ⩽

1

𝜋𝐻
· 1

(2𝜋𝐻𝜆2)9
≪ 1

𝐻10𝜆92
.

Воспользовавшись формулой

|𝜆2| = min

(︂
L 2

6𝐻9𝑁2
9

,
1

6𝑞𝑁2
9

)︂
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
L 2

6𝐻9𝑁2
9

, если 1 ⩽ 𝑞 ⩽
𝐻9

L 2
;

1

6𝑞𝑁2
9

, если
𝐻9

L 2
< 𝑞 ⩽

𝐻9

L
,

(29)

и условием 𝑞 ⩽ 𝐻9L −1, а затем соотношением (23), находим

𝑅7(𝑁,𝐻) ≪ 1

𝐻10

(︃(︂
𝐻9𝑁

2
9

L 2

)︂9

+ (𝑞𝑁2
9 )9

)︃
≪ 1

𝐻10
·
(︂
𝐻9𝑁

2
9

L

)︂9

≪ 1

𝐻L 9
. (30)

Пользуясь формулой ( см. [24] стр. 174 )

∞∫︁
0

sin𝑛𝑚𝑡

𝑡𝑛
𝑑𝑡 =

𝜋𝑚𝑚−1

2𝑛(𝑛− 1)!

(︁
𝑛𝑛−1 − 𝑛

1!
(𝑛− 2)𝑛−1+

+
𝑛(𝑛− 1)

2!
(𝑛− 4)𝑛−1 − 𝑛(𝑛− 1)(𝑛− 2)

3!
(𝑛− 6)𝑛−1 + . . .

)︂
,

при 𝑚 = 1 и 𝑛 = 9, найдём

∞∫︁
0

sin9 𝑡

𝑡9
𝑑𝑡 =

𝜋

29 · 8!

(︂
98 − 9 · 78 +

9 · 8

2!
58 − 9 · 8 · 7

3!
38 +

9 · 8 · 7 · 6

4!

)︂
=

259723𝜋

215 · 35
.

Подставляя правую часть этой формулы и оценку (30) в (28), получим

A1(𝑘, 𝑞) =
259723

215 · 35𝐻
+𝑂

(︂
1

𝐻L 7

)︂
. (31)

Теперь оценим сверху интеграл

A2(𝑘, 𝑞) =

∫︁
𝜆2<|𝜆|⩽𝜂𝑞

9∏︁
𝑘=1

𝛾3(𝜆;𝑁𝑘, 𝐻𝑘)𝑒(−𝜆𝑁)𝑑𝜆, 𝜆2 = min

(︂
L 2

6𝐻9𝑁2
9

, 𝜂𝑞

)︂
. (32)

Из соотношения (29) и определения 𝜂𝑞 следует, что при 𝐻9L −2 < 𝑞 ⩽ 𝐻9L −1 выполняется
равенство 𝜆2 = 𝜂𝑞, то есть

A2(𝑘, 𝑞) = 0.

Остаётся случай 1 ⩽ 𝑞 ⩽ 𝐻9L −2. В этом случае параметр 𝜆2 с учётом соотношения (23)
определяется равенством

𝜆2 =
L 2

6𝐻9𝑁2
9

=
L 2

4𝐻
(︀
1 +𝑂

(︀
𝐻
𝑁

)︀)︀ =
L 2

4𝐻

(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂)︂
.
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Для оценки тригонометрического интеграла 𝛾3(𝜆;𝑁𝑘, 𝐻𝑘) воспользовавшись оценкой (24), за-
тем соотношением 𝜆2 > L (6𝐻)−1, имеем

𝛾3(𝜆;𝑁𝑘, 𝐻𝑘) ⩽ min

(︂
1,

L

6𝐻|𝜆|

)︂
=

L

6𝐻|𝜆|
.

Подставляя эту оценку в правую часть (32), получим

A2(𝑘, 𝑞) ≪
𝜂𝑞∫︁
𝜆2

L 9

(6𝐻)9|𝜆|9
𝑑𝜆 =

L 9

8(6𝐻)9

(︂
1

𝜆82
− 1

𝜂8𝑞

)︂
⩽

L 9

𝐻9𝜆82
≪ 1

𝐻L 7
.

Из этой оценки и формулы (31) ввиду (27), находим

A (𝑘, 𝑞) =
259723

215 · 35𝐻
+𝑂

(︂
1

𝐻L 7

)︂
. (33)

4.1.4. Вычисление интеграла 𝐼(M1)

Подставляя правые части формул (33), (26) и (22) в (20), найдём

𝐼(M1) =
259723

215 · 35𝐻
S
(︀
𝑁,𝐻9L

−1
)︀ 9∏︁
𝑘=1

𝐻𝑘 +𝑅8(𝑁,𝐻) +𝑂

(︂
𝐻8

𝑁6L 7

)︂
, (34)

S
(︀
𝑁,𝐻9L

−1
)︀

=
∑︁

𝑞⩽𝐻9L −1

𝑞−1∑︁
𝑎=0

(𝑎,𝑞)=1

𝑆9
3(𝑎, 𝑞)

𝑞9
𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑞

)︂
,

𝑅8(𝑁,𝐻) ≪ 1

𝐻L 7

9∏︁
𝑘=1

𝐻𝑘

∑︁
𝑞⩽𝐻9L −1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑞−1∑︁
𝑎=0

(𝑎,𝑞)=1

𝑆9
3(𝑎, 𝑞)

𝑞9
𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑞

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒ .
Вычислим двойную сумму S

(︀
𝑁,𝐻9L −1

)︀
. Для этого сумму по 𝑞 заменим близким к ней бес-

конечным рядом S(𝑁), независящим от 𝐻9L −1. Воспользовавшись леммой 3 и соотношением
(12), имеем ⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒⃒ ∑︁
𝑞>𝐻9L −1

𝑞−1∑︁
𝑎=0

(𝑎,𝑞)=1

𝑆9
3(𝑎, 𝑞)

𝑞9
𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑞

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒≪ ∑︁
𝑞>𝐻9L −1

1

𝑞2
≪ L

𝐻9
≪ 𝑁

2
3 L

𝐻
.

Следовательно

S
(︀
𝑁,𝐻9L

−1
)︀

= S(𝑁) +𝑂

(︃
𝑁

2
3 L

𝐻

)︃
, S(𝑁) =

∞∑︁
𝑞=1

𝑞−1∑︁
𝑎=0

(𝑎,𝑞)=1

𝑆9
3(𝑎, 𝑞)

𝑞9
𝑒

(︂
−𝑎𝑁

𝑞

)︂
. (35)

Заметим, что сумма особого ряда S(𝑁) превосходит некоторое положительное число 𝑐(𝑁)
(см. [25], теоремы 4.6).

Применяя формулу (12), имеем

9∏︁
𝑘=1

𝐻𝑘 =
9∏︁

𝑘=1

2𝐻

3𝜇
2
3
𝑘𝑁

2
3

(︂
1 +𝑂

(︂
𝐻

𝑁

)︂)︂
=

29𝐻9

39𝑁6

9∏︁
𝑘=1

𝜇
− 2

3
𝑘 +𝑂

(︂
𝐻10

𝑁7

)︂
. (36)
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Для оценки 𝑅8(𝑁,𝐻), пользуясь последней формулой и леммой 3, имеем

𝑅8(𝑁,𝐻) ≪ 𝐻8

𝑁6L 7

∑︁
𝑞⩽𝐻9L −1

1

𝑞2
≪ 𝐻8

𝑁6L 7
. (37)

Подставляя (35), (36) и (37) в (34), найдём

𝐼(M1) =
259723

215 · 35𝐻

(︃
S(𝑁) +𝑂

(︃
𝑁

2
3 L

𝐻

)︃)︃(︃
29𝐻9

39𝑁6

9∏︁
𝑘=1

𝜇
− 2

3
𝑘 +𝑂

(︂
𝐻10

𝑁7

)︂)︃
+𝑂

(︂
𝐻8

𝑁6L 7

)︂
=

=
259723

26 · 39 · 35

9∏︁
𝑘=1

𝜇
− 2

3
𝑘 S(𝑁)

𝐻8

𝑁6
+𝑂

(︂
𝐻8

𝑁6L 7

)︂
=

=
259723

44089920

9∏︁
𝑘=1

𝜇
− 2

3
𝑘 S(𝑁)

𝐻8

𝑁6
+𝑂

(︂
𝐻8

𝑁6L 7

)︂
. (38)

4.2. Оценка интеграла 𝐼(M2)

Имеем

𝐼(M2) =

∫︁
M2

9∏︁
𝑘=1

𝑇3(𝛼;𝑁𝑘, 𝐻𝑘)𝑒(−𝛼𝑁)𝑑𝛼. (39)

Суммы 𝑇3(𝛼;𝑁𝑘, 𝐻𝑘) в произведении
9∏︀

𝑘=1

𝑇3(𝛼;𝑁𝑘, 𝐻𝑘) симметричны, поэтому не ограничивая

общности будем считать, что выполняется соотношение

max
1⩽𝑘⩽9

max
𝛼∈M2

|𝑇3(𝛼;𝑁𝑘, 𝐻𝑘)| = max
𝛼∈M2

|𝑇3(𝛼;𝑁𝑟, 𝐻𝑟)| , 1 ⩽ 𝑟 ⩽ 9.

С учётом этого равенства, переходя в интеграле (39) к оценкам, применяя трижды неравенство
Коши, а затем терему 2 и соотношение 𝐻𝑟 ⩽ 𝐻1 ≪ 𝐻𝑁− 2

3 , имеем

𝐼(M2) ⩽ max
𝛼∈M2

|𝑇3(𝛼;𝑁𝑟, 𝐻𝑟)|

⎛⎜⎜⎝ 9∏︁
𝑘=1
𝑘 ̸=𝑟

1∫︁
0

|𝑇3(𝛼;𝑁𝑘, 𝐻𝑘)|8 𝑑𝛼

⎞⎟⎟⎠
1
8

≪

≪ max
𝛼∈M2

|𝑇3(𝛼;𝑁𝑟, 𝐻𝑟)|

⎛⎜⎜⎝ 9∏︁
𝑘=1
𝑘 ̸=𝑟

𝐻5+𝜀
𝑘

⎞⎟⎟⎠
1
8

≪ 𝐻5+𝜀

𝑁
10
3
+ 2

3
𝜀

max
𝛼∈M2

|𝑇3(𝛼;𝑁𝑟, 𝐻𝑟)| . (40)

Оценим 𝑇3(𝛼;𝑁𝑟, 𝐻𝑟) для 𝛼 из множества M2. Если 𝛼 ∈ M2, то

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, 𝜂𝑞 < |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏
, 1 ⩽ 𝑞 ⩽

𝐻9

L
.

Рассмотрим два возможных случая: 𝜂𝑞 < |𝜆| ⩽ 1

6𝑞𝑁2
𝑟

и
1

6𝑞𝑁2
𝑟

< |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏
.

Случай 1. Для суммы 𝑇3(𝛼;𝑁𝑟, 𝐻𝑟) согласно соотношению (19) выполняется неравенство

𝜏 = 12𝑁1𝐻1 ⩾ 12𝑁𝑟𝐻𝑟,
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то есть первое условие следствия 1 леммы 1, а второе условие следует из условия рассматри-
ваемого случая

|𝜆| ⩽ 1

6𝑞𝑁2
𝑟

.

Согласно этому следствию имеем

𝑇3(𝛼;𝑁𝑟, 𝐻𝑟) =
𝐻𝑘𝑆3(𝑎, 𝑞)

𝑞
𝛾3(𝜆;𝑁𝑟, 𝐻𝑟) +𝑂

(︁
𝑞

1
2
+𝜀
)︁
. (41)

Оценивая тригонометрический интеграл 𝛾3(𝜆;𝑁𝑘, 𝐻𝑘), воспользовавшись оценкой (24), затем
соотношением 𝜆2 > 𝜂𝑞, имеем

𝛾3(𝜆;𝑁𝑟, 𝐻𝑟) ⩽ min

(︂
1,

L

6𝐻|𝜆|

)︂
⩽ min

(︂
1,

L

6𝐻𝜂𝑞

)︂
⩽

L

6𝐻𝜂𝑞
=

6𝑞𝑁2
9L

6𝐻
≪ 𝑞𝑁

2
3 L

𝐻
.

Подставляя эту оценку и оценку суммы 𝑆3(𝑎, 𝑞) из леммы 3 в (41), получим

|𝑇3(𝛼;𝑁𝑟, 𝐻𝑟)| ≪
𝐻

𝑁
2
3 𝑞

1
3

· 𝑞𝑁
2
3 L

𝐻
+ 𝑞

1
2
+𝜀 ≪ 𝑞

2
3 ≪

(︂
𝐻9

L

)︂ 2
3

≪ 𝐻
2
3

𝑁
4
9 L

2
3

.

Отсюда и из (40), а затем, пользуясь соотношением 𝐻 = 𝑁
29
30

+𝜀, находим

𝐼(M2) ≪
𝐻5+𝜀

𝑁
10
3
+ 2

3
𝜀
· 𝐻

2
3

𝑁
4
9 L

2
3

=
𝐻

17
3
+𝜀

𝑁
34
9
+ 2

3
𝜀L

2
3

=
𝐻8

𝑁6L 7
· 𝑁

20
9
− 2

3
𝜀L

19
3

𝐻
7
3
−𝜀

=

=
𝐻8

𝑁6L 7
·𝑁

20
9
− 2

3
𝜀−( 7

3
−𝜀)( 29

30
+𝜀)L

19
3 =

𝐻8

𝑁6L 7
·𝑁− 1

30
− 71

30
𝜀+𝜀2L

19
3 ≪ 𝐻8

𝑁6L 7
. (42)

Случай 2. В этом случае для суммы 𝑇3(𝛼;𝑁𝑟, 𝐻𝑟) выполняются оба условия следствия 2
леммы 1, то есть

𝜏 = 12𝑁1𝐻1 ⩾ 12𝑁𝑟𝐻𝑟,
1

6𝑞𝑁2
𝑟

< |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏
.

Согласно этому следствию, соотношение 𝐻𝑟 < 𝑁𝑟 и условию 𝑞 ⩽ 𝐻9L −1, имеем

|𝑇3(𝛼;𝑁𝑟, 𝐻𝑟)| ≪ 𝑞
2
3 ln 𝑞 + min

2⩽𝑘⩽3

(︂
𝐻𝑟𝑞

− 1
3 , 𝑁

1− 1
𝑘

𝑟 𝑞
1
𝑘
− 1

3

)︂
= 𝑞

2
3 ln 𝑞 + min

(︂
𝑁

1
2
𝑟 𝑞

1
6 , 𝑁

2
3
𝑟

)︂
=

= 𝑞
2
3 ln 𝑞 +𝑁

1
2
𝑟 𝑞

1
6 ⩽ 𝐻

2
3
9 L

1
3 +𝑁

1
2
9 𝐻

1
6
9 L − 1

6 ≪ 𝑁
1
2
9 𝐻

1
6
9 L − 1

6 ≪ 𝐻
1
6𝑁

1
18 L − 1

6 .

Отсюда и из (40), а затем, пользуясь соотношением 𝐻 = 𝑁
29
30

+𝜀, находим

𝐼(M2) ≪
𝐻5+𝜀

𝑁
10
3
+ 2

3
𝜀
·𝐻

1
6𝑁

1
18 L − 1

6 =
𝐻

31
6
+𝜀

𝑁
59
18

+ 2
3
𝜀L

1
6

=
𝐻8

𝑁6L 7
· 𝑁

49
18

− 2
3
𝜀L

41
6

𝐻
17
6
−𝜀

=

=
𝐻8

𝑁6L 7
·𝑁

49
18

− 2
3
𝜀−( 17

6
−𝜀)( 29

30
+𝜀)L

41
6 =

𝐻8

𝑁6L 7
·𝑁− 1

60
− 76

30
𝜀+𝜀2)L

41
6 ≪ 𝐻8

𝑁6L 7
. (43)

4.3. Оценка интеграла 𝐼(m)

Поступая аналогично, как в случае оценки 𝐼(M2), имеем

𝐼(m) ≪ 𝐻5+𝜀

𝑁
10
3
+ 2

3
𝜀

max
𝛼∈m

|𝑇3(𝛼;𝑁𝑟, 𝐻𝑟)|, 1 ⩽ 𝑟 ⩽ 9. (44)
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Оценим 𝑇3(𝛼;𝑁𝑟, 𝐻𝑟) для 𝛼 из множества m. Если 𝛼 ∈ m, то

𝛼 =
𝑎

𝑞
+ 𝜆, (𝑎, 𝑞) = 1, |𝜆| ⩽ 1

𝑞𝜏
,

𝐻9

L
< 𝑞 ⩽ 𝜏, 𝜏 = 12𝑁1𝐻1.

Пользуясь леммой 2, затем соотношениями 𝐻𝑟 ≍ 𝐻𝑁− 2
3 и 𝑁𝑟 ≍ 𝑁

1
3 , которые соответственно

являются следствиями формул (12) и (11), имеем

𝑇3(𝛼;𝑁𝑟, 𝐻𝑟) ≪ 𝐻1+𝜀
𝑟

(︂
1

𝐻𝑟
+

1

𝑞
+

𝑞

𝐻3
𝑟

)︂ 1
4

≪ 𝐻1+𝜀
𝑟

(︂
1

𝐻𝑟
+

L

𝐻9
+

12𝑁1𝐻1

𝐻3
𝑟

)︂ 1
4

≪

≪
(︂
𝐻

𝑁
2
3

)︂1+𝜀
(︃
𝑁

2
3 L

𝐻
+
𝑁

5
3

𝐻2

)︃ 1
4

≪ 𝐻
3
4
+𝜀L

1
4

𝑁
1
2
+ 2

3
𝜀

+
𝐻

1
2
+𝜀

𝑁
1
4
+ 2

3
𝜀

=

=
𝐻

1
2
+𝜀

𝑁
1
4
+ 2

3
𝜀

(︃
1 +

(︂
𝐻L

𝑁

)︂ 1
4

)︃
≪ 𝐻

1
2
+𝜀

𝑁
1
4
+ 2

3
𝜀
.

Подставляя эту оценку в (44), пользуясь соотношением 𝐻 = 𝑁
29
30

+𝜀, находим

𝐼(m) ≪ 𝐻5+𝜀

𝑁
10
3
+ 2

3
𝜀
· 𝐻

1
2
+𝜀

𝑁
1
4
+ 2

3
𝜀

=
𝐻

11
2
+2𝜀

𝑁
43
12

+ 4
3
𝜀

=
𝐻8

𝑁6L 7
· 𝑁

29
12

− 4
3
𝜀L 7

𝐻
5
2
−2𝜀

=

=
𝐻8

𝑁6L 7
·𝑁

29
12

− 4
3
𝜀−( 5

2
−2𝜀)( 29

30
+𝜀)L 7 =

𝐻8

𝑁6L 7
·𝑁− 19

10
𝜀+𝜀2L 7 ≪ 𝐻8

𝑁6L 7
. (45)

Подставляя найденные оценки для 𝐼(M1), 𝐼(M2) и 𝐼(m) соответственно из (38), (42), (43) и
(45) в (17) получим утверждение теоремы.
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