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Аннотация

С 2012 года в гармоническом анализе на прямой со степенным весом интенсивно
изучается двупараметрическое (𝑘, 𝑎)-обобщенное преобразование Фурье, предложенное
S. Ben Säıd, T. Kobayashi, B. Orsted и обобщающее преобразование Данкля (𝑎 = 2), зави-
сящее только от одного параметра 𝑘 ⩾ 0. Вместе с увеличением разнообразия унитарных
преобразований наличие параметра 𝑎 > 0 при 𝑎 ̸= 2 приводит к появлению деформаци-
онных свойств, например, для функций из пространства Шварца обобщенное преобразо-
вание Фурье может не быть бесконечно дифференцируемым или быстро убывающим на
бесконечности. Быстрое убывание сохраняется только для последовательности 𝑎 = 2/𝑛,
𝑛 ∈ N. Некоторая замена переменной в этом случае улучшает и другие свойства обобщен-
ного преобразования Фурье. Обобщенное преобразование Данкля, получающееся после
замены переменной при 𝑎 = 2/(2𝑟 + 1), 𝑟 ∈ Z+, лишено деформационных свойств и, в
значительной степени, уже изучено. В настоящей работе изучается обобщенное преобра-
зование Ганкеля, получающееся после замены переменной при 𝑎 = 1/𝑟, 𝑟 ∈ N. Для него
описано инвариантное подпространство из быстро убывающих на бесконечности функций,
найден дифференциально-разностный оператор, для которого ядро обобщенного преобра-
зования Ганкеля является собственной функцией. На основе новой теоремы умножения
для функций Бесселя Boubatra — Negzaoui — Sifi построены два оператора обобщенного
сдвига, исследована их 𝐿𝑝-ограниченность и положительность. Для теоремы умножения
дано простое доказательство. Определены две свертки, для которых доказаны теоремы
Юнга. С помощью сверток определены обобщенные средние, для которых предложены
достаточные условия 𝐿𝑝-сходимости и сходимости почти всюду. Исследованы обобщенные
аналоги средних Гаусса — Вейерштрасса, Пуассона и Бохнера–Рисса.

Ключевые слова: (𝑘, 𝑎)-обобщенное преобразование Фурье, обобщенное преобразование
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Abstract

Since 2012, in harmonic analysis on the line with a power-law weight, the two-parameter
(𝑘, 𝑎)-generalized Fourier transform proposed by S. Ben Säıd, T. Kobayashi, B. Orsted has been
intensively studied. It generalizes the Dunkl transform depending on only one parameter 𝑘 ⩾ 0.
Together with an increase in the variety of unitary transforms, the presence of a parameter
𝑎 > 0 for 𝑎 ̸= 2 leads to the appearance of deformation properties, for example, for functions
from the Schwartz space, the generalized Fourier transform may not be infinitely differentiable
or rapidly decreasing at infinity. The fast decay is preserved only for the sequence 𝑎 = 2/𝑛,
𝑛 ∈ N. Some change of variable in this case also improves other properties of the generalized
Fourier transform. The generalized Dunkl transform obtained after changing the variable at
𝑎 = 2/(2𝑟 + 1), 𝑟 ∈ Z+ is devoid of deformation properties and, to a large extent, has already
been studied. In this paper, we study the generalized Hankel transform obtained after a change
of variable for 𝑎 = 1/𝑟, 𝑟 ∈ N. An invariant subspace of functions rapidly decreasing at
infinity is described for it, and a differential-difference operator is found for which the kernel
of the generalized Hankel transform is an eigenfunction. On the basis of a new multiplication
theorem for the Bessel functions Boubatra–Negzaoui–Sifi, two generalized translation operators
are constructed, and their 𝐿𝑝-boundedness and positivity are investigated. A simple proof is
given for the multiplication theorem. Two convolutions are defined for which Young’s theorems
are proved. With the help of convolutions, generalized means are defined, for which sufficient
conditions for 𝐿𝑝-convergence and convergence almost everywhere are proposed. Generalized
analogs of the Gauss-Weierstrass, Poisson and Bochner–Riesz means are investigated.

Keywords: (𝑘, 𝑎)-generalized Fourier transform, generalized Dunkl transform, generalized
Hankel transform, generalized translation operator, convolution, generalized means.
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1. Введение

Пусть 𝒮(R) — пространство Шварца бесконечно дифференцируемых на R и быстро убыва-
ющих на бесконечности функций, 𝐽𝛼(𝑥) — функция Бесселя первого рода порядка 𝛼 ⩾ −1/2,
𝑗𝛼(𝑥) = 2𝛼Γ(𝛼+ 1)𝑥−𝛼𝐽𝛼(𝑥) — нормированная функция Бесселя,

(𝛼)0 = 1, (𝛼)𝑛 =
Γ(𝛼+ 𝑛)

Γ(𝛼)
= 𝛼(𝛼+ 1) · · · (𝛼+ 𝑛− 1), 𝑛 ⩾ 1,

— символ Похгаммера.
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Пусть 𝑎 > 0, 𝑘 ⩾ 0, 2𝑘 + 𝑎 − 1 > 0, 𝜆 = (2𝑘−1)/𝑎, 𝑣𝑘,𝑎(𝑥) = |𝑥|2𝑘+𝑎−2 – степенной вес,
𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑥) = 𝑐𝑘,𝑎𝑣𝑘,𝑎(𝑥)𝑑𝑥 – нормированная мера на прямой, 𝑐−1

𝑘,𝑎 = 2𝑎𝜆Γ(𝜆+ 1).
В 2012 г. С. Бен Саид, Т. Кобаяши и Б. Орстед [1] определили двупараметрическое (𝑘, 𝑎)-

обобщенное унитарное преобразование Фурье, которое в одномерном случае имеет вид

ℱ𝑘,𝑎(𝑓)(𝑦) =

∫︁
R
𝑓(𝑥)𝑏𝑘,𝑎(𝑥𝑦) 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑥), (1)

где ядро

𝑏𝑘,𝑎(𝑥𝑦) = 𝑗𝜆

(︁2

𝑎
|𝑥𝑦|𝑎/2

)︁
+

Γ(𝜆+ 1)

Γ(𝜆+ 1 + 2/𝑎)

𝑥𝑦

(𝑎𝑖)2/𝑎
𝑗𝜆+ 2

𝑎

(︁2

𝑎
|𝑥𝑦|𝑎/2

)︁
. (2)

Оно стало обобщением классического преобразования Фурье на случай степенного веса
на прямой (𝑎 = 2, 𝑘 = 0), а также обобщением преобразования Данкля (𝑎 = 2) [2]. Но в
отличие от преобразований Фурье и Данкля, для которых пространство Шварца является
инвариантным, обобщенное преобразование Фурье при 𝑎 ̸= 2 обладает деформационными
свойствами и пространство Шварца для него не является инвариантным [3]. В частности,
ℱ𝑘,𝑎(𝑓) быстро убывает на бесконечности для любой 𝑓 ∈ 𝒮(R), если только 𝑎 = 2

𝑛 , 𝑛 ∈ N.
Понятно, что деформационные свойства во многом связаны с аргументом |𝑥𝑦|𝑎/2 в ядре

(2). Если в (1) и (2) сделать замены

(2/𝑎)1/2|𝑥|𝑎/2sign𝑥→ 𝑥, (2/𝑎)1/2|𝑦|𝑎/2sign𝑦 → 𝑦, (3)

то мера 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑥) перейдет в меру 𝑑𝜈𝜆(𝑥) = 𝑐𝜆|𝑥|2𝜆 𝑑𝑥, 𝑐−1
𝜆 = 2𝜆+1Γ(𝜆+ 1), ядро (2) перейдет в

ядро

𝑒𝑘,𝑎(𝑥𝑦) = 𝑗𝜆(𝑥𝑦) +
𝑒−𝑖𝜋/𝑎Γ(𝜆+ 1)

22/𝑎Γ(𝜆+ 1 + 2/𝑎)
|𝑥𝑦|2/𝑎sign(𝑥𝑦) 𝑗𝜆+ 2

𝑎
(𝑥𝑦),

а унитарное преобразование (1) — в унитарное преобразование

̃︀ℱ𝑘,𝑎(𝑓)(𝑦) =

∫︁
R
𝑓(𝑥)𝑒𝑘,𝑎(𝑥𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑥).

Если 𝑎 = 2
2𝑟+1 , 𝑟 ∈ Z+, то функция 𝑒𝑘,𝑎(𝑥) будет целой функцией экспоненциального типа 1

и преобразование ̃︀ℱ𝑘,𝑎 становится недеформированным. Оно носит название обобщенного пре-
образования Данкля, так как при 𝑟 = 0 получается обычное преобразование Данкля. Свойства
обобщенного преобразования Данкля изучены в [3, 4].

В настоящей работе мы остановимся на свойствах преобразования ̃︀ℱ𝑘,𝑎 при 𝑎 = 1
𝑟 , 𝑟 ∈ N.

Мы назовем его обобщенным преобразованием Ганкеля. Оно имеет вид

ℱ𝑟,𝜆(𝑓)(𝑦) =

∫︁
R
𝑓(𝑥)𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑥), (4)

где 𝜆 > −1/2,

𝑒𝑟,𝜆(𝑥) = 𝑗𝜆(𝑥) +
(−1)𝑟

22𝑟(𝜆+ 1)2𝑟
𝑥2𝑟sign𝑥 𝑗𝜆+2𝑟(𝑥). (5)

Хотя функция (5) имеет конечную гладкость в нуле, мы увидим, что преобразование (4) яв-
ляется достаточно содержательным.

Пусть 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) — лебегово пространство измеримых комплекснозначных
функций с конечной нормой

‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 =
(︁∫︁

R
|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝜈𝜆(𝑥)

)︁1/𝑝
, 1 ⩽ 𝑝 <∞, ‖𝑓‖∞ = vrai sup

R
|𝑓(𝑥)|, 𝑝 = ∞,
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𝐶𝑏(R) — множество непрерывных ограниченных функций, 𝐶0(R) — множество непрерывных
бесконечно малых на бесконечности функций, 𝐶𝐾(R) — множество непрерывных функций
с компактным носителем. Как обычно, показатель 𝑝 и сопряженный показатель 𝑝′ связаны
соотношением 1/𝑝+ 1/𝑝′ = 1.

Мы будем писать 𝐴 ≲ 𝐵, если выполнено неравенство 𝐴 ⩽ 𝑐𝐵 с константой 𝑐 > 0, зави-
сящей только от несущественных параметров. Для функции 𝑓(𝑥), заданной на прямой, 𝑓𝑒(𝑥),
𝑓𝑜(𝑥) — ее четная и нечетная части.

В секции 2 для преобразования (4) устанавливается инвариантное подпространство из
быстро убывающих на бесконечности функций и находится дифференциально-разностный
оператор, для которого ядро 𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) является собственной функцией по каждой переменной.
В секции 3 строятся два оператора обобщенного сдвига. Построения существенно опираются
на новую теорему умножения для нормированных функций Бесселя, установленную в 2022
году M.A. Boubatra, S. Negzaoui и M. Sifi [6]. В приложении для нее дается простое доказа-
тельство. В секции 4 определяются две свертки и для них приводятся неравенства Юнга. В
секциях 5, 6 для обобщенных средних, определяемых с помощью сверток, исследуется сходи-
мость в пространствах 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) и почти всюду.

2. Некоторые свойства преобразования ℱ𝑟,𝜆

Пусть {𝑃 (𝛼)
𝑛 (𝑡)}∞𝑛=0 — многочлены Гегенбауэра, ортогональные на отрезке [−1, 1] с весом

(1 − 𝑡2)𝛼, 𝛼 > −1, и нормированные условием 𝑃
(𝛼)
𝑛 (1) = 1,

𝑑𝑛,𝛼 = max
[−1,1]

|𝑃 (𝛼)
𝑛 (𝑡)|. (6)

При 𝛼 ⩾ −1/2, 𝑑𝑛,𝛼 = 1 (см. [3]). С многочленами Гегенбауэра 𝐶𝜆𝑛(𝑡), ортогональными с весом

(1 − 𝑡2)𝜆−1/2 (см. [7, Chap. X, 10.9]), многочлены 𝑃
(𝛼)
𝑛 (𝑡) связаны соотношением

1

𝜆
𝐶𝜆𝑛(𝑡) =

2Γ(2𝜆+ 𝑛)

𝑛! Γ(2𝜆+ 1)
𝑃 (𝜆−1/2)
𝑛 (𝑡), 𝜆 > −1/2. (7)

Пусть 𝜆 > −1/2, 𝑑𝑚𝜆(𝑡) = 𝑐𝜆(1 − 𝑡2)𝜆−1/2 𝑑𝑡 — вероятностная мера на отрезке [−1, 1],

𝑐−1
𝜆 =

∫︁ 1

−1
(1 − 𝑡2)𝜆−1/2 𝑑𝑡 =

√
𝜋Γ(𝜆+ 1/2)

Γ(𝜆+ 1)
. (8)

Приведем некоторые свойства преобразования ℱ𝑟,𝜆, вытекающие из [1, 3, 4].
Обозначим ‖𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦)‖∞ = 𝑀𝑟,𝜆. При 𝜆 > −1/2 для ℱ𝑟,𝜆 справедливо представление

𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) =

∫︁ 1

−1
(1 + sign(𝑥𝑦)𝑃

(𝜆−1/2)
2𝑟 (𝑡)) 𝑒−𝑖𝑥𝑦𝑡 𝑑𝑚𝜆(𝑡). (9)

Из (6)–(9) вытекают оценки

𝑀𝑟,𝜆 ⩽ 1 + 𝑑2𝑟,𝜆−1/2, −
1

2
< 𝜆 < 0; 𝑀𝑟,𝜆 = 1, 𝜆 ⩾ 0.

Преобразование ℱ𝑟,𝜆 — унитарный оператор, ℱ𝑟,𝜆(𝑒−|·|2/2)(𝑦) = 𝑒−|𝑦|2/2, и для 𝑓 ∈ 𝐿2(R, 𝑑𝜈𝜆)
справедливо обобщенное равенство Планшереля

(ℱ𝑟,𝜆(𝑓),ℱ𝑟,𝜆(𝑔)) = (𝑓, 𝑔),
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где

(𝑓, 𝑔) =

∫︁
R
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝜈𝜆(𝑥).

Обратный оператор имеет вид

(ℱ𝑟,𝜆)−1(𝑔)(𝑥) =

∫︁
R
𝑔(𝑦)𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦).

Равенство

𝑓(𝑥) =

∫︁
R
ℱ𝑟,𝜆(𝑓)(𝑦)𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦)

справедливо не только в 𝐿2(R, 𝑑𝜈𝜆), но и поточечно, если 𝑓 принадлежит классу

𝒜 = {𝑓 ∈ 𝐶𝑏(R) : 𝑓,ℱ𝑟,𝜆(𝑓) ∈ 𝐿1(R, 𝑑𝜈𝜆)}.

Неравенство Хаусдорфа–Юнга имеет вид

‖ℱ𝑟,𝜆(𝑓)‖𝑝′,𝑑𝜈𝜆 ⩽𝑀
2
𝑝
−1

𝑟,𝜆 ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 , 1 ⩽ 𝑝 ⩽ 2.

Укажем дифференциально-разностный оператор, для которого ядро 𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) является соб-
ственной функцией. Пусть

Δ𝜆𝑓(𝑥) = 𝑓 ′′(𝑥) +
2𝜆+ 1

𝑥
𝑓 ′(𝑥) −

(︁
𝜆+

1

2

)︁𝑓(𝑥) − 𝑓(−𝑥)

𝑥2

— лапласиан Данкля [2],

Δ𝑟,𝜆𝑓(𝑥) = Δ𝜆𝑓(𝑥) − (2𝑟 − 1)
(︁
𝜆+ 𝑟 +

1

2

)︁𝑓(𝑥) − 𝑓(−𝑥)

𝑥2

= 𝑓 ′′(𝑥) +
2𝜆+ 1

𝑥
𝑓 ′(𝑥) − 2𝑟(𝑟 + 𝜆)

𝑓(𝑥) − 𝑓(−𝑥)

𝑥2
. (10)

Замечание. Оператор Δ𝑟,𝜆 получен из оператора 𝛿𝑘,𝑎𝑓(𝑥) = |𝑥|2−𝑎Δ𝑘𝑓(𝑥) при 𝑎 = 1
𝑟 ,

𝑘 = 𝜆+ 1/2.
Задача. Если 𝐷𝜆𝑓(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥) + (𝜆 + 1/2)(𝑓(𝑥) − 𝑓(−𝑥))/𝑥, то 𝐷2

𝜆𝑓 = Δ𝜆𝑓 . Для какого
оператора 𝐷𝑟,𝜆𝑓 , 𝐷2

𝑟,𝜆𝑓 = Δ𝑟,𝜆𝑓? Существование оператора 𝐷𝑟,𝜆𝑓 основано на том, что для
операторов 𝐴 = Δ𝜆,Δ𝑟,𝜆 и подходящих функций квадратичная форма (𝐴𝑓, 𝑓) ⩽ 0.

Предложение 1. Справедливы равенства

(Δ𝑟,𝜆)𝑥𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) = −𝑦2𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦), Δ𝑟,𝜆(𝑥2𝑟sign𝑥) = 0. (11)

Доказательство. Ядро 𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) запишем в виде

𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) = 𝑓1(𝑥) +
(−1)𝑟

22𝑟(𝜆+ 1)2𝑟
𝑦2𝑟sign𝑦𝑓2(𝑥),

где
𝑓1(𝑥) = 𝑗𝜆(𝑥𝑦), 𝑓2(𝑥) = 𝑥2𝑟sign𝑥𝑗𝜆+2𝑟(𝑥𝑦).

Нужно показать, что

Δ𝑟,𝜆𝑓1(𝑥) = −𝑦2𝑓1(𝑥), Δ𝑟,𝜆𝑓2(𝑥) = −𝑦2𝑓2(𝑥). (12)

Так как ядро 𝑗𝜆(𝑥𝑦) является собственной функцией оператора Бесселя

𝐵𝜆𝑓(𝑥) = 𝑓 ′′(𝑥) +
2𝜆+ 1

𝑥
𝑓 ′(𝑥)
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(см., например, [8]), то равенство Δ𝑟,𝜆𝑓1(𝑥) = −𝑦2𝑓1(𝑥) выполнено.
Воспользовавшись формулами

𝑗′𝜆(𝑥) = − 𝑥

2(𝜆+ 1)
𝑗𝜆+1(𝑥),

𝑥2

4(𝜆+ 1)(𝜆+ 2)
𝑗𝜆+2(𝑥) = 𝑗𝜆+1(𝑥) − 𝑗𝜆(𝑥)

[3, 8], получим

𝑓 ′2(𝑥) = 2𝑟|𝑥|2𝑟−1𝑗𝜆+2𝑟(𝑥𝑦) − 1

2(𝜆+ 2𝑟 + 1)
|𝑥|2𝑟+1𝑦2𝑗𝜆+2𝑟+1(𝑥𝑦),

𝑓 ′′2 (𝑥) = 2𝑟(2𝑟 − 1)𝑥2𝑟−2sign𝑥𝑗𝜆+𝑟(𝑥𝑦) − (4𝑟 + 1)

2(𝜆+ 2𝑟 + 1)
𝑦2𝑥2𝑟sign𝑥𝑗𝜆+2𝑟+1(𝑥𝑦)

+
(𝑥𝑦)2

4(𝜆+ 2𝑟 + 1)(𝜆+ 2𝑟 + 2)
𝑦2𝑥2𝑟sign𝑥𝑗𝜆+2𝑟+2(𝑥𝑦) = 2𝑟(2𝑟 − 1)𝑥2𝑟−2 sign𝑥𝑗𝜆+𝑟(𝑥𝑦)

− (4𝑟 + 1)

2(𝜆+ 2𝑟 + 1)
𝑦2𝑥2𝑟sign𝑥𝑗𝜆+2𝑟+1(𝑥𝑦) + 𝑦2𝑥2𝑟sign𝑥(𝑗𝜆+2𝑟+1(𝑥𝑦) − 𝑗𝜆+2𝑟(𝑥𝑦))

= 2𝑟(2𝑟 − 1)𝑥2𝑟−2 sign𝑥𝑗𝜆+𝑟(𝑥𝑦) +
(2𝜆+ 1)

2(𝜆+ 2𝑟 + 1)
𝑦2𝑥2𝑟sign𝑥𝑗𝜆+2𝑟+1(𝑥𝑦)

−𝑦2𝑥2𝑟sign𝑥𝑗𝜆+2𝑟(𝑥𝑦),
𝑓2(𝑥) − 𝑓2(−𝑥)

𝑥2
= 2𝑥2𝑟−2 sign𝑥𝑗𝜆+2𝑟(𝑥𝑦).

Отсюда и из (10) вытекает (12) для 𝑓2. Первое равенство в (7) получено. Второе равенство в
(11) получается из (12) для 𝑓2 при 𝑦 = 0. Предложение 1 доказано.

Пусть для 𝑟 ∈ N

𝒮𝑟(R) = {𝑓(𝑥) = 𝐹1(𝑥) + 𝑥2𝑟sign𝑥𝐹2(𝑥) : 𝐹1, 𝐹2 ∈ 𝒮(R), 𝐹1, 𝐹2 − четные}. (13)

Отметим, что 𝒮𝑟(R) ⊂ 𝒜 и 𝒮𝑟(R) плотно в пространствах 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆), 1 ⩽ 𝑝 <∞.
Теорема 1. Если 𝑓 ∈ 𝒮𝑟(R), то ℱ𝑟,𝜆(𝑓), Δ𝑟,𝜆𝑓 ∈ 𝒮𝑟(R).
Доказательство. Если 𝑓 ∈ 𝒮𝑟(R), то согласно (4), (5), (13)

ℱ𝑟,𝜆(𝑓)(𝑦) =

∫︁
R
𝐹1(𝑥)𝑗𝜆(𝑥𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑥) +

(−1)𝑟𝑦2𝑟sign𝑦
22𝑟(𝜆+ 1)2𝑟

∫︁
R
𝑥4𝑟𝐹2(𝑥)𝑗𝜆+2𝑟(𝑥𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑥).

Так как ∫︁
R
𝐹1(𝑥)𝑗𝜆(𝑥𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑥),

∫︁
R
𝑥4𝑟𝐹2(𝑥)𝑗𝜆+2𝑟(𝑥𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑥) ∈ 𝒮(R)

(см. [2]), то ℱ𝑟,𝜆(𝑓) ∈ 𝒮𝑟(R).
Далее, применяя (11), (13), получим

Δ𝜆,𝑟𝑓(𝑥) = 𝐹
′′
1 (𝑥) + (2𝜆+ 1)

𝐹
′
1(𝑥)

𝑥
+ 𝑥2𝑟sign𝑥

(︁
𝐹

′′
2 (𝑥) + (4𝑟 + 2𝜆+ 1)

𝐹
′
2(𝑥)

𝑥

)︁
+𝐹2(𝑥)Δ𝜆,𝑟(𝑥

2𝑟sign𝑥) = 𝐺1(𝑥) + 𝑥2𝑟sign𝑥𝐺2(𝑥),

где

𝐺1(𝑥) = 𝐹
′′
1 (𝑥) + (2𝜆+ 1)

𝐹
′
1(𝑥)

𝑥
∈ 𝒮(R), 𝐺2(𝑥) = 𝐹

′′
2 (𝑥) + (4𝑟 + 2𝜆+ 1)

𝐹
′
2(𝑥)

𝑥
∈ 𝒮(R)
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и 𝐺1(𝑥), 𝐺2(𝑥) — четные функции. Следовательно, Δ𝜆,𝑟𝑓 ∈ 𝒮𝑟(R). Теорема 1 доказана.
Предложение 2. Если 𝑓 ∈ 𝒮𝑟(R) и 𝑛 ∈ N, то∫︁

R
Δ𝑛
𝜆,𝑟𝑓(𝑥)𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑥) = (−1)𝑛𝑦2𝑛

∫︁
R
𝑓(𝑥)𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑥).

Доказательство. Для 𝑛 = 1 предложение 2 доказывается как равенство (6.7) в [3],
опираясь на теорему 5.6 из [1]. Для 𝑛 > 1 предложение 2 вытекает из теоремы 1.

3. Операторы обобщенного сдвига

При построении операторов обобщенного сдвига будем следовать работам [4, 5]. Для
𝑥, 𝑦 ∈ R рассмотрим два оператора обобщенного сдвига

𝜏𝑦𝑓(𝑥) =

∫︁ ∞

−∞
𝑒𝑟,𝜆(𝑦𝑧)𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑧)ℱ𝑟,𝜆(𝑓)(𝑧) 𝑑𝜈𝜆(𝑧) (14)

и

𝑇 𝑦𝑓(𝑥) =
𝜏𝑦𝑓(𝑥) + 𝜏−𝑦𝑓(𝑥)

2
=

∫︁ ∞

−∞
𝑗𝜆(𝑦𝑧)𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑧)ℱ𝑟,𝜆(𝑓)(𝑧) 𝑑𝜈𝜆(𝑧). (15)

В пространстве 𝐿2(R, 𝑑𝜈𝜆) для них справедливы оценки

‖𝜏𝑦𝑓‖2,𝑑𝜈𝜆 ⩽𝑀𝑟,𝜆‖𝑓‖2,𝑑𝜈𝜆 , ‖𝑇 𝑦𝑓‖2,𝑑𝜈𝜆 ⩽ ‖𝑓‖2,𝑑𝜈𝜆 , 𝑦 ∈ R, 𝜆 > −1

2
.

Получим для операторов (14), (15) интегральные представления. Напомним теорему сло-
жения Гегенбауэра для нормированной функции Бесселя [9, Chap. XI, 11.4]:

𝑗𝜆(𝐴) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑘 + 𝜆

𝜆

𝑥𝑘

2𝑘(𝜆+ 1)𝑘
𝑗𝜆+𝑘(𝑥)

𝑦𝑘

2𝑘(𝜆+ 1)𝑘
𝑗𝜆+𝑘(𝑦)𝐶𝜆𝑘 (𝑡),

где 𝜆 > −1/2, 𝐴 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥𝑦𝑡, 𝑥, 𝑦 ∈ R+, |𝑡| ⩽ 1.

Используя ортогональность многочленов Гегенбауэра, из теоремы сложения легко получа-
ются следующие теоремы умножения Гегенбауэра [9, Chap. XI, 11.41]:

𝑗𝜆(𝑥𝑧)𝑗𝜆(𝑦𝑧) =

∫︁ 1

−1
𝑗𝜆(𝐴𝑧) 𝑑𝑚𝜆(𝑡), (16)

(𝑥𝑧)2𝑟𝑗𝜆+2𝑟(𝑥𝑧)

22𝑟(𝜆+ 1)2𝑟

(𝑦𝑧)2𝑟𝑗𝜆+2𝑟(𝑦𝑧)

22𝑟(𝜆+ 1)2𝑟
=

∫︁ 1

−1
𝑗𝜆(𝐴𝑧)𝑃

(𝜆−1/2)
2𝑟 (𝑡) 𝑑𝑚𝜆(𝑡). (17)

Использование многочлена 𝑃 (𝜆−1/2)
2𝑟 (𝑡) в (17) дает более компактную форму записи.

Новая теорема умножения [6], записанная нами с использованием многочленов Гегенбауэра

𝑃
(𝜆−1/2)
𝑛 (𝑥), имеет вид:

(𝑥𝑧)2𝑟𝑗𝜆+2𝑟(𝑥𝑧)𝑗𝜆(𝑦𝑧) =

∫︁ 1

−1
𝑗𝜆+2𝑟(𝐴𝑧)(𝐴𝑧)2𝑟𝑃

(𝜆−1/2)
2𝑟

(︁𝑥− 𝑦𝑡

𝐴

)︁
𝑑𝑚𝜆(𝑡). (18)

Левые части (16)–(18) являются четными по 𝑥, 𝑦. Правые части также четным образом
зависят от 𝑥, 𝑦. В этом можно убедиться, делая в интегралах замены переменных 𝑡 → −𝑡;
𝑥 → −𝑥, 𝑡 → −𝑡; 𝑦 → −𝑦, 𝑡 → −𝑡. Следовательно, равенства (16)–(18) справедливы при
𝑥, 𝑦 ∈ R.
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Ввиду важности теоремы умножения (18) в приложении для нее приводится более простое
чем в [6] доказательство.

Если 𝑓𝑒(𝑥), 𝑓𝑜(𝑥) — четная и нечетная составляющие функции 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ R, то применяя
(5), (16)–(18) и используя для краткости обозначение 𝜆0 = 𝜆− 1/2, получим

𝑒𝑟,𝜆(𝑦𝑧)𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑧) = 𝑗𝜆(𝑥𝑧)𝑗𝜆(𝑦𝑧)

+
(−1)𝑟

22𝑟(𝜆+ 1)2𝑟

{︁
(𝑥𝑧)2𝑟sign(𝑥𝑧)𝑗𝜆+2𝑟(𝑥𝑧)𝑗𝜆(𝑦𝑧) + (𝑦𝑧)2𝑟sign(𝑦𝑧)𝑗𝜆+2𝑟(𝑦𝑧)𝑗𝜆(𝑥𝑧)

}︁
+

(𝑥𝑧)2𝑟sign𝑥𝑗𝜆+2𝑟(𝑥𝑧)

22𝑟(𝜆+ 1)2𝑟

(𝑦𝑧)2𝑟sign𝑦𝑗𝜆+2𝑟(𝑦𝑧)

22𝑟(𝜆+ 1)2𝑟

=

∫︁ 1

−1

{︁
(𝑒𝑟,𝜆(𝐴𝑧))𝑒(1 + sign(𝑥𝑦)𝑃

(𝜆0)
2𝑟 (𝑡))

+(𝑒𝑟,𝜆(𝐴𝑧))𝑜

(︁
sign𝑥𝑃 (𝜆0)

2𝑟

(︁𝑥− 𝑦𝑡

𝐴

)︁
+ sign𝑦𝑃 (𝜆0)

2𝑟

(︁𝑦 − 𝑥𝑡

𝐴

)︁)︁}︁
𝑑𝑚𝜆(𝑡)

=
1

2

∫︁ 1

−1

{︁
𝑒𝑟,𝜆(𝐴𝑧)

(︁
1 + sign(𝑥𝑦)𝑃

(𝜆0)
2𝑟 (𝑡)

+sign𝑥𝑃 (𝜆0)
2𝑟

(︁𝑥− 𝑦𝑡

𝐴

)︁
+ sign𝑦𝑃 (𝜆0)

2𝑟

(︁𝑦 − 𝑥𝑡

𝐴

)︁)︁
+ 𝑒𝑟,𝜆(−𝐴𝑧)

(︁
1 + sign(𝑥𝑦)𝑃

(𝜆0)
2𝑟 (𝑡)

−sign𝑥𝑃 (𝜆0)
2𝑟

(︁𝑥− 𝑦𝑡

𝐴

)︁
− sign𝑦𝑃 (𝜆0)

2𝑟0

(︁𝑦 − 𝑥𝑡

𝐴

)︁)︁}︁
𝑑𝑚𝜆(𝑡). (19)

Аналогично,

𝑗𝜆(𝑦𝑧)𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑧) = 𝑗𝜆(𝑥𝑧)𝑗𝜆(𝑦𝑧) +
(−1)𝑟(𝑥𝑧)2𝑟sign(𝑥𝑧)

22𝑟(𝜆+ 1)2𝑟
𝑗𝜆+2𝑟(𝑥𝑧)𝑗𝜆(𝑦𝑧)

=
1

2

∫︁ 1

−1

{︁
𝑒𝑟,𝜆(𝐴𝑧) + 𝑒𝑟,𝜆(−𝐴𝑧) sign𝑥𝑃 (𝜆0)

2𝑟

(︁𝑥− 𝑦𝑡

𝐴

)︁}︁
𝑑𝑚𝜆(𝑡).

=
1

2

∫︁ 1

−1

{︁
𝑒𝑟,𝜆(𝐴𝑧)

(︁
1 + sign𝑥𝑃 (𝜆0)

2𝑟

(︁𝑥− 𝑦𝑡

𝐴

)︁)︁
+𝑒𝑟,𝜆(−𝐴𝑧)

(︁
1 − sign𝑥𝑃 (𝜆0)

2𝑟

(︁𝑥− 𝑦𝑡

𝐴

)︁)︁}︁
𝑑𝑚𝜆(𝑡). (20)

Отметим, что при |𝑡| ⩽ 1

1 − (𝑥− 𝑦𝑡)2

𝐴2
=

(1 − 𝑡2)𝑦2

𝐴2
⩾ 0,

|𝑥− 𝑦𝑡|
𝐴

⩽ 1. (21)

Пусть 𝑥, 𝑦 ∈ R. Опираясь на (19) и (20), определим два линейных оператора

𝜏𝑦1 𝑓(𝑥) =
1

2

∫︁ 1

−1

{︁
𝑓(𝐴)

(︁
1 + sign(𝑥𝑦)𝑃

(𝜆0)
2𝑟 (𝑡)

+sign𝑥𝑃 (𝜆0)
2𝑟

(︁𝑥− 𝑦𝑡

𝐴

)︁
+ sign𝑦𝑃 (𝜆0)

2𝑟

(︁𝑦 − 𝑥𝑡

𝐴

)︁)︁
+𝑓(−𝐴)

(︁
1 + sign(𝑥𝑦)𝑃

(𝜆0)
2𝑟 (𝑡) − sign𝑥𝑃 (𝜆0)

2𝑟

(︁𝑥− 𝑦𝑡

𝐴

)︁
− sign𝑦𝑃 (𝜆0)

2𝑟

(︁𝑦 − 𝑥𝑡

𝐴

)︁)︁}︁
𝑑𝑚𝜆(𝑡) (22)

и

𝑇 𝑦1 𝑓(𝑥) =
1

2

∫︁ 1

−1

{︁
𝑓(𝐴)

(︁
1 + sign𝑥𝑃 (𝜆0)

2𝑟

(︁𝑥− 𝑦𝑡

𝐴

)︁)︁
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+𝑓(−𝐴)
(︁

1 − sign𝑥𝑃 (𝜆0)
2𝑟

(︁𝑥− 𝑦𝑡

𝐴

)︁)︁}︁
𝑑𝑚𝜆(𝑡). (23)

На подпространстве четных функций

𝜏𝑦1 𝑓(𝑥) =

∫︁ 1

−1
𝑓(𝐴)

(︀
1 + sign(𝑥𝑦)𝑃

(𝜆0)
2𝑟 (𝑡)

)︀
𝑑𝑚𝜆(𝑡). (24)

Оператор (22) навеян соответствующим оператором в работах [10, 11]. Из (23) и (24) вытекает,
что оператор 𝜏𝑦1 на четных функциях и оператор 𝑇 𝑦1 при 𝜆 ⩾ 0 положительные и 𝑇−𝑦

! = 𝑇 𝑦1
при 𝜆 > −1/2.

Для оценки 𝐿𝑝-норм операторов (22)–(24) определим некоторые вспомогательные опера-
торы.

Пусть функция 𝑔 : [−1, 1] → [−1, 1] – четная и измеримая по Борелю, функция 𝜓(𝑥, 𝑦) :
: R2 → [−1, 1] – нечетная по 𝑥, функция 𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑦) : [−1, 1] × R2 → [−1, 1] и 𝑔(𝜙(−𝑡,−𝑥, 𝑦)) =
= 𝑔(𝜙(−𝑡, 𝑥,−𝑦)) = 𝑔(𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑦)), функции 𝜓,𝜙 — измеримые по Лебегу, и линейные операторы
𝑇 𝑦𝑔 , ̃︀𝑇 𝑦𝑔 , определены равенствами

𝑇 𝑦𝑔 𝑓(𝑥) =
1

2

∫︁ 1

−1

{︀
𝑓(𝐴)

(︀
1 + 𝜓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑦))

)︀
+𝑓(−𝐴)

(︀
1 − 𝜓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑦))

}︀
𝑑𝑚𝜆(𝑡), (25)

̃︀𝑇 𝑦𝑔 𝑓(𝑥) =

∫︁ 1

−1
𝑓(𝐴)

(︀
1 + 𝜓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑦))

)︀
𝑑𝑚𝜆(𝑡). (26)

Лемма 1. Для всех 𝑛 ∈ N и 𝑦 ∈ R операторы 𝑇 𝑦𝑔 𝑓(𝑥), ̃︀𝑇 𝑦𝑔 𝑓(𝑥) положительные. Если
𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜇𝑘,𝑎), 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, то

‖𝑇 𝑦𝑔 𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎 ⩽ ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎 , (27)

если дополнительно
∫︀ 1
−1 𝑔(𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑦)) 𝑑𝑚𝜆(𝑡) = 0 для всех 𝑥, 𝑦, то

‖ ̃︀𝑇 𝑦𝑔 𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎 ⩽ ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘,𝑎 . (28)

Если функция 𝜓(𝑥, 𝑦) четная по 𝑦, то и операторы 𝑇 𝑦𝑔 , ̃︀𝑇 𝑦𝑔 четные по 𝑦.

Доказательство. Если 𝑓(𝑥) ⩾ 0, то 𝑇 𝑦𝑔 𝑓(𝑥) ⩾ 0, ̃︀𝑇 𝑦𝑔 𝑓(𝑥) ⩾ 0.
Если 𝑝 = ∞, то согласно (25)

‖𝑇 𝑦𝑔 𝑓‖∞ ⩽
1

2
sup
𝑥

∫︁ 1

−1

{︀(︀
1 + 𝜓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑦))

)︀
+
(︀
1 − 𝜓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑦))

)︀}︀
𝑑𝑚𝜆(𝑡)‖𝑓‖∞ = ‖𝑓‖∞.

Аналогичное неравенство справедливо и для оператора ̃︀𝑇 𝑦𝑔 𝑓 при дополнительном условии, что
среднее значение функции 𝑔(𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑦)) по 𝑡 равно нулю.

Если 𝑝 = 1, то делая замены 𝑥 → −𝑥, 𝑡 → −𝑡, и учитывая свойства функций 𝐴, 𝑔, 𝜓, 𝜙,
получим

2

∫︁ ∞

−∞
|𝑇 𝑦𝑔 𝑓(𝑥)| 𝑑𝜈𝜆(𝑥) ⩽

∫︁ ∞

0

∫︁ 1

−1

{︁
|𝑓(𝐴)|

(︀
1 + 𝜓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑦))

)︀
+ |𝑓(−𝐴)|

(︀
1 − 𝜓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑦))

)︀}︀
𝑑𝑚𝜆(𝑡)𝑑𝜈𝜆(𝑥)

+

∫︁ ∞

0

∫︁ 1

−1

{︀
|𝑓(𝐴)|

(︀
1 − 𝜓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑦))

)︀
+ |𝑓(−𝐴)|

(︀
1 + 𝜓(𝑥, 𝑦)𝑔(𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑦))

)︀}︀
𝑑𝑚𝜆(𝑡)𝑑𝜈𝜆(𝑥)

= 2

∫︁ ∞

0

∫︁ 1

−1
{|𝑓(𝐴)| + |𝑓(−𝐴)|} 𝑑𝑚𝜆(𝑡)𝑑𝜈𝜆(𝑥).
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Так как ∫︁ ∞

0

∫︁ 1

−1
|𝑓(𝐴)| 𝑑𝑚𝜆(𝑡)𝑑𝜈𝜆(𝑥) ⩽

∫︁ ∞

0
|𝑓(𝑥)| 𝑑𝜈𝜆(𝑥)

(см., например, [12]), то

‖𝑇 𝑦𝑔 𝑓‖1,𝑑𝜇𝑘,𝑎 ⩽
∫︁ ∞

0
|𝑓(𝑥)| 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑥) +

∫︁ ∞

0
|𝑓(−𝑥)| 𝑑𝜇𝑘,𝑎(𝑥) = ‖𝑓‖1,𝑑𝜇𝑘,𝑎 .

Аналогичное неравенство справедливо и для оператора ̃︀𝑇 𝑦𝑔 𝑓 .
По интерполяционной теореме Рисса–Торина неравенства (27), (28) выполнены для всех

1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞.
Если 𝜓(𝑥, 𝑦) — четная относительно 𝑦, то при замене 𝑦 → −𝑦, 𝑡→ −𝑡, интегралы (25), (26)

не изменятся, поэтому 𝑇−𝑦
𝑔 = 𝑇 𝑦𝑔 , ̃︀𝑇−𝑦

𝑔 = ̃︀𝑇 𝑦𝑔 . Лемма 1 доказана.
Пусть

𝑀 𝜏
𝜆,𝑟 =

{︃
1 + 3𝑑2𝑟,𝜆0 , −1/2 < 𝜆 < 0,

4, 𝜆 ⩾ 0,

𝑀𝑇
𝜆,𝑟 =

{︃
1 + 𝑑2𝑟,𝜆0 , −1/2 < 𝜆 < 0,

1, 𝜆 ⩾ 0.

Для линейных операторов (22), (23) справедливы оценки

|𝜏𝑦1 𝑓(𝑥)| ⩽ 1

2

(︀
1 + 3𝑑2𝑟,𝜆0

)︀ ∫︁ 1

−1
{|𝑓(𝐴)| + |𝑓(−𝐴)|} 𝑑𝑚𝜆(𝑡), −1/2 < 𝜆 < 0,

|𝜏𝑦1 𝑓(𝑥)| ⩽ 2

∫︁ 1

−1
{|𝑓(𝐴)| + |𝑓(−𝐴)|} 𝑑𝑚𝜆(𝑡), 𝜆 ⩾ 0,

|𝑇 𝑦1 𝑓(𝑥)| ⩽ 1

2

(︀
1 + 𝑑2𝑟,𝜆0

)︀ ∫︁ 1

−1
{|𝑓(𝐴)| + |𝑓(−𝐴)|} 𝑑𝑚𝜆(𝑡), −1/2 < 𝜆 < 0,

|𝑇 𝑦1 𝑓(𝑥)| ⩽ 1

2

∫︁ 1

−1

{︁
|𝑓(𝐴)|

(︁
1 + sign𝑥𝑃 (𝜆0)

2𝑟

(︁𝑥− 𝑦𝑡

𝐴

)︁)︁
+|𝑓(−𝐴)|

(︁
1 − sign𝑥𝑃 (𝜆0)

2𝑟

(︁𝑥− 𝑦𝑡

𝐴

)︁)︁}︁
𝑑𝑚𝜆(𝑡), 𝜆 ⩾ 0.

На подпространстве четных функций

|𝜏𝑦1 𝑓(𝑥)| ⩽
(︀
1 + 𝑑2𝑟,𝜆0

)︀ ∫︁ 1

−1
|𝑓(𝐴)| 𝑑𝑚𝜆(𝑡), −1/2 < 𝜆 < 0.

|𝜏𝑦1 𝑓(𝑥)| ⩽
∫︁ 1

−1
|𝑓(𝐴)|

(︀
1 + sign(𝑥𝑦)𝑃

(𝜆0)
2𝑟 (𝑡)

)︀
𝑑𝑚𝜆(𝑡), 𝜆 ⩾ 0.

Применяя лемму 1 для 𝑔(𝑡) = 0, 𝑃
(𝜆0)
2𝑟 (𝑡), 𝜓(𝑥, 𝑦) = sign𝑥, sign(𝑥𝑦), 𝜙(𝑡, 𝑥, 𝑦) = 𝑡, (𝑥− 𝑦𝑡)/𝐴,

и учитывая (21), приходим к следующему утверждению.
Теорема 2. Для всех 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, 𝑦 ∈ R, 𝑟 ∈ N, 𝜆 > −1/2, линейные операторы (22) и

(23) ограничены в пространствах 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) и для их норм справедливы оценки

‖𝜏𝑦1 ‖𝑝→𝑝 ⩽𝑀 𝜏
𝜆,𝑟, ‖𝑇 𝑦1 ‖𝑝→𝑝 ⩽𝑀𝑇

𝜆,𝑟. (29)

На подпространстве четных функций

‖𝜏𝑦1 ‖𝑝→𝑝 ⩽𝑀𝑇
𝜆,𝑟.
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Оценки 𝐿𝑝-норм оператора обобщенного сдвига для (𝑘, 𝑎)-обобщенного преобразования Фу-
рье, аналогичного оператору 𝜏𝑦, при 𝜆 ⩾ 0 получены в [6].

Лемма 2. Линейные операторы (14) и (22), а также (15) и (23), как операторы из
𝐿2(R, 𝑑𝜈𝜆) в 𝐿2(R, 𝑑𝜈𝜆), совпадают.

Доказательство. Пусть 𝑅 > 0, 𝑓 ∈ 𝐿2(R, 𝑑𝜈𝜆),

𝑆𝑅(𝑥, 𝑓) =

∫︁ 𝑅

−𝑅
ℱ𝑟,𝜆(𝑓)(𝑧)𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑧) 𝑑𝜈𝜆(𝑧)

— частичный интеграл для 𝑓(𝑥). Согласно (19), (22) 𝜏𝑦1 𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑧) = 𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑧)𝑒𝑟,𝜆(𝑦𝑧), поэтому

𝜏𝑦1𝑆𝑅(𝑥, 𝑓) =

∫︁ 𝑅

−𝑅
𝜏𝑦1 𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑧)ℱ𝑟,𝜆(𝑓)(𝑧) 𝑑𝜈𝜆(𝑧)

=

∫︁ 𝑅

−𝑅
𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑧)𝑒𝑟,𝜆(𝑦𝑧)ℱ𝑟,𝜆(𝑓)(𝑧) 𝑑𝜈𝜆(𝑧) = 𝜏𝑦𝑆𝑅(𝑥, 𝑓).

Из ограниченности операторов 𝜏𝑦1 , 𝜏
𝑦 в 𝐿2(R, 𝑑𝜈𝜆), 𝜏𝑦1 𝑓(𝑥) = 𝜏𝑦𝑓(𝑥). Случай операторов (15)

и (23) разбирается аналогично. Лемма 2 доказана.
Таким образом, операторы (22), (23) являются продолжениями операторов (14), (15) на

пространства 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆), 𝑝 ̸= 2. В дальнейшем операторы (22), (23) будем обозначать 𝜏𝑦, 𝑇 𝑦

соответственно. В силу (15) оператор 𝑇 𝑦 четный относительно 𝑦.
Теорема 3. Для всех 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, 𝑥 ∈ R, 𝑟 ∈ Z+, 𝜆 > −1/2, справедливы оценки(︁∫︁

R
|𝑇 𝑦𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝜈𝜆(𝑦)

)︁1/𝑝
⩽
(︀
1 + 𝑑2𝑟,𝜆0

)︀⃦⃦
𝑓
⃦⃦
𝑝,𝑑𝜈𝜆

, −1

2
< 𝜆 < 0, (30)

(︁∫︁
R
|𝑇 𝑦𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝜈𝜆(𝑦)

)︁1/𝑝
⩽
⃦⃦
𝑓
⃦⃦
𝑝,𝑑𝜈𝜆

, 𝜆 ⩾ 0. (31)

Доказательство. Для 𝑥 ∈ R рассмотрим линейный оператор 𝐵𝑥𝑓(𝑦) = 𝑇 𝑦𝑓(𝑥). Нера-
венство (30) вытекает из оценки

|𝐵𝑥𝑓(𝑦)| ⩽ 1

2

(︀
1 + 𝑑2𝑟,𝜆0

)︀ ∫︁ 1

−1
{|𝑓(𝐴)| + |𝑓(−𝐴)|} 𝑑𝑚𝜆(𝑡), −1

2
< 𝜆 < 0,

и леммы 1.
При 𝜆 ⩾ 0 применяем интерполяционную теорему Рисса–Торина. Как и в лемме 2,

‖𝐵𝑥𝑓‖∞ ⩽ ‖𝑓‖∞, поэтому достаточно доказать (31) для 𝑝 = 1. Так как 𝑇−𝑦 = 𝑇 𝑦, то

‖𝐵𝑥𝑓‖1,𝑑𝜈𝜆 = sup
{︁∫︁

R
𝑇 𝑦𝑓(𝑥)𝑔(𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦) : ‖𝑔‖∞ ⩽ 1, 𝑔 ∈ 𝐶𝐾(R), 𝑔 − четная

}︁
.

Применяя равенство Планшереля и (14), (15), получим∫︁
R
𝑇 𝑦𝑓(𝑥)𝑔(𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦) =

∫︁
R
ℱ𝑟,𝜆(𝑓)(𝑧)𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑧)ℱ𝑟,𝜆(𝑔)(𝑧) 𝑑𝜈𝜆(𝑧)

=

∫︁
R
𝑓(𝑦)𝜏𝑥𝑔(𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦),

поэтому

‖𝐵𝑥𝑓‖1,𝑑𝜈𝜆 ⩽ ‖𝑓‖1,𝑑𝜈𝜆 sup
{︀
‖𝜏𝑥𝑔(𝑦)‖∞ : ‖𝑔‖∞ ⩽ 1, 𝑔 ∈ 𝐶𝐾(R), 𝑔 − четная

}︀
.
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Если ‖𝑔‖∞ ⩽ 1, то согласно (24)

‖𝜏𝑥𝑔(𝑡)‖∞ ⩽
∫︁ 1

−1
(1 − 𝑃

(𝜆0)
2𝑟 (𝑡)) 𝑑𝑚𝜆(𝑡) = 1

и неравенство (31) при 𝑝 = 1 выполнено. Теорема 3 доказана.
Соберем вместе некоторые свойства операторов обобщенного сдвига. Далее до конца статьи

𝜆 > −1/2, 𝑟 ∈ N.
Предложение 3. Для операторов обобщенного сдвига 𝜏𝑦, 𝑇 𝑦 справедливы следующие

свойства:

1) если 𝜆 ⩾ 0, 𝑓(𝑥) ⩾ 0, то 𝑇 𝑦𝑓(𝑥) ⩾ 0;

2) 𝜏0𝑓(𝑥) = 𝑇 0𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥);

3) 𝜏𝑦1 = 𝑇 𝑦1 = 1;

4) 𝜏𝑦𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑧) = 𝑒𝑟,𝜆(𝑦𝑧)𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑧), 𝑇 𝑦𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑧) = 𝑗𝜆(𝑦𝑧)𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑧);

5) если 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(R, 𝑑𝜈𝜆),то∫︁
R
𝜏𝑦𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝜈𝜆(𝑥) =

∫︁
R
𝑓(𝑥)𝜏−𝑦𝑔(𝑥) 𝑑𝜈𝜆(𝑥),∫︁

R
𝑇 𝑦𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝜈𝜆(𝑥) =

∫︁
R
𝑓(𝑥)𝑇 𝑦𝑔(𝑥) 𝑑𝜈𝜆(𝑥);

6) если𝑓 ∈ 𝐿1(R, 𝑑𝜈𝜆),то∫︁
R
𝜏 𝑡𝑓(𝑥)𝑑𝜈𝜆(𝑥) =

∫︁
R
𝑓(𝑥)𝑑𝜈𝜆(𝑥),∫︁

R
𝑇 𝑡𝑓(𝑥)𝑑𝜈𝜆(𝑥) =

∫︁
R
𝑓(𝑥)𝑑𝜈𝜆(𝑥);

7) если 𝛿 > 0, supp 𝑓 ⊂ [−𝛿, 𝛿], |𝑦| ⩽ 𝛿, то

supp 𝜏𝑦𝑓, supp𝑇 𝑦𝑓 ⊂ [−|𝑦| − 𝛿, |𝑦| + 𝛿],

если |𝑦| > 𝛿, то

supp 𝜏𝑦𝑓, supp𝑇 𝑦𝑓 ⊂ [−|𝑦| − 𝛿, −|𝑦| + 𝛿]
⋃︁

[|𝑦| − 𝛿, |𝑦| + 𝛿].

Доказательство проводится как в [4].

4. Свертки

С помощью операторов 𝜏𝑦 и 𝑇 𝑦 определим две свертки

(𝑓 *𝜏 𝑔)(𝑥) =

∫︁
R
𝑓(𝑦)𝜏𝑥𝑔(𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦), (32)

(𝑓 *𝑇 𝑔)(𝑥) =

∫︁
R
𝑇 𝑦𝑓(𝑥)𝑔(𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦). (33)

В (33) предполагается, что функция 𝑔(𝑥) четная.
Приведем без доказательств некоторые свойства сверток. Доказательства проводятся как

в [4]. Для сверток справедливы неравенства Юнга.
Теорема 4. Пусть 1 ⩽ 𝑝, 𝑞 ⩽ ∞, 1/𝑝+ 1/𝑞 ⩾ 1 и 1/𝑠 = 1/𝑝+ 1/𝑞− 1. Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆),

𝑔 ∈ 𝐿𝑞(R, 𝑑𝜈𝜆), то

‖(𝑓 *𝜏 𝑔)‖𝑠,𝑑𝜈𝜆 ⩽𝑀 𝜏
𝑟,𝜆‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆‖𝑔‖𝑞,𝑑𝜈𝜆 , (34)
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‖(𝑓 *𝑇 𝑔𝑒)‖𝑠,𝑑𝜈𝜆 ⩽𝑀𝑇
𝑟,𝜆‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆‖𝑔𝑒‖𝑞,𝑑𝜈𝜆 . (35)

При доказательстве неравенств (34) и (35) используются оценки (29).
Предложение 4. Если 𝑓 ∈ 𝒜, 𝑔 ∈ 𝐿1(R, 𝑑𝜈𝜆) и 𝑔 — четная, то для всех 𝑥, 𝑦 ∈ R,

(𝑓 *𝜏 𝑔)(𝑥) = (𝑓 *𝑇 𝑔)(𝑥) =

∫︁
R
𝜏𝑦𝑓(𝑥)𝑔(𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦), (36)

ℱ𝜆
𝑟 (𝑓 *𝜏 𝑔)(𝑦) = ℱ𝜆

𝑟 (𝑓 *𝑇 𝑔)(𝑦) = ℱ𝜆
𝑟 (𝑓)(𝑦)ℱ𝜆

𝑟 (𝑔)(𝑦).

Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆), 1 ⩽ 𝑝 <∞, то (𝑓 *𝜏 𝑔)(𝑥) = (𝑓 *𝑇 𝑔)(𝑥) почти всюду.

5. Обобщенные средние. 𝐿𝑝-сходимость

В этой секции мы следуем [4]. Пусть 𝜀 > 0, ̂︀𝜙 = ℱ𝜆
𝑟 (𝜙), 𝜙, ̂︀𝜙 ∈ 𝒜, 𝜙(0) = 1,̂︀𝜙𝜀(𝑦) = ℱ𝜆

𝑟 (𝜙(𝜀(·)))(𝑦). Тогда

̂︀𝜙𝜀(𝑦) = 𝜀−2(𝜆+1) ̂︀𝜙(︀𝜀−1𝑦
)︀
, ̂︀𝜙𝜀 ∈ 𝐿1(R, 𝑑𝜈𝜆) ∩ 𝐶0(R),

∫︁
R
̂︀𝜙𝜀(𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦) = 1.

Под 𝐿∞(R, 𝑑𝜈𝜆) далее будем понимать 𝐶0(R). Для 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆), 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, с помощью
свертки (32) определим (𝑟, 𝜆)-обобщенные средние

Φ𝜏
𝜀𝑓(𝑥) = (𝑓 *𝜏 ̂︀𝜙𝜀)(𝑥) =

∫︁
R
𝑓(𝑦)𝜏𝑥 ̂︀𝜙𝜀(𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦). (37)

Функцию 𝜙 назовем генератором обобщенных средних (37). Если функция 𝜙(𝑥) — четная, то
согласно предложению 4 почти всюду

Φ𝜏
𝜀𝑓(𝑥)=Φ𝑇

𝜀 𝑓(𝑥)=(𝑓 *𝑇 ̂︀𝜙𝜀)(𝑥)=

∫︁
R
𝑇 𝑦𝑓(𝑥)̂︀𝜙𝜀(𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦)=2

∫︁ ∞

0
𝑇 𝑦𝑓(𝑥)̂︀𝜙𝜀(𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦).

При рассмотрении средних Φ𝑇
𝜀 𝑓(𝑥) будем всегда предполагать, что генератор четный.

В силу (34), (35)
‖Φ𝜏

𝜀𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 ⩽𝑀 𝜏
𝑟,𝜆‖̂︀𝜙𝜀‖1,𝑑𝜈𝜆‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 , (38)

‖Φ𝑇
𝜀 𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 ⩽𝑀𝑇

𝑟,𝜆‖̂︀𝜙𝜀‖1,𝑑𝜈𝜆‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 . (39)

Исследуем 𝐿𝑝-сходимость обобщенных средних. Пусть

𝜔𝜏 (𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 = sup
|𝑦|⩽𝛿

‖𝜏𝑦𝑓 − 𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 , 𝜔𝑇 (𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 = sup
|𝑦|⩽𝛿

‖𝑇 𝑦𝑓 − 𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆

– модули непрерывности функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆), 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞.
Лемма 3. Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆), 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, то

𝜔𝜏 (𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 ⩽
(︀
1 +𝑀 𝜏

𝑟,𝜆

)︀
‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 , 𝜔𝑇 (𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 ⩽

(︀
1 +𝑀𝑇

𝑟,𝜆

)︀
‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 , (40)

lim
𝛿→0

𝜔𝜏 (𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 = 0, lim
𝛿→0

𝜔𝑇 (𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 = 0. (41)

Доказательство. Применяя (29), получим (40). Равенство (41) докажем для модуля
непрерывности 𝜔𝜏 (𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 Второе равенство будет доказываться аналогично. Так как для
𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆)

|𝜔𝜏 (𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 − 𝜔𝜏 (𝛿, 𝑔)𝑝,𝑑𝜈𝜆 | ⩽
(︀
1 +𝑀 𝜏

𝑟,𝜆

)︀
‖𝑓 − 𝑔‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 ,

равенство (41) можно доказывать для функций из плотного множества 𝒮𝑟(R).
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Пусть 𝑓 ∈ 𝒮𝑟(R). Для функции Бесселя 𝑗
′
𝜆(𝑧) = −𝑧𝑗𝜆+1(𝑧)/(2(𝜆+ 1)), поэтому |𝑗𝜆(𝑧)−1| ⩽

⩽ |𝑧|/(2(𝜆+ 1)) и из (4) |𝑒𝑟,𝜆(𝑦, 𝑧) − 1| ≲ |𝑦𝑧|.
Так как ℱ𝑟,𝜆(𝑓)(𝑧) быстро убывает на бесконечности, то согласно (14) и ограниченности

𝑀𝑟,𝜆

|𝜏𝑦𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥)| ⩽
∫︁
R
|𝑒𝑟,𝜆(𝑥𝑧)||𝑒𝑟,𝜆(𝑦𝑧) − 1||ℱ𝑟,𝜆(𝑓)(𝑧)| 𝑑𝜈𝜆(𝑧)

≲
∫︁
R
|𝑒𝑟,𝜆(𝑦𝑧) − 1||ℱ𝑟,𝜆(𝑓)(𝑧)| 𝑑𝜈𝜆(𝑧) ≲

∫︁
R
|𝑦𝑧||ℱ𝑟,𝜆(𝑓)(𝑧)| 𝑑𝜈𝜆 ≲ |𝑦|. (42)

Отсюда вытекает (41) при 𝑝 = ∞.
Рассмотрим случай 𝑝 <∞. Так как из (5) и (13) для всех 𝑦 произведение 𝑒𝑟,𝜆(𝑦𝑧)𝑓(𝑧) ∈

∈ 𝒮𝑟(R), то по теореме 1 𝜏𝑦𝑓(𝑥) ∈ 𝒮𝑟(R). Получим равномерные оценки по 𝑦. Для любого на-
турального 𝑚, (Δ𝑟,𝜆)𝑚𝑧 (𝑒𝑟,𝜆(𝑦𝑧)ℱ𝑟,𝜆(𝑓)(𝑧)) является конечной линейной комбинацией функций
вида

|𝑦|𝛼𝑠𝑗𝜆+𝑠(𝑦𝑧)𝑓𝑠(𝑧), |𝑦|𝛽𝑠sign𝑦𝑗𝜆+𝑠(𝑦𝑧)𝑔𝑠(𝑧), 𝛼𝑠, 𝛽𝑠 ⩾ 0, 𝑓𝑠, 𝑔𝑠 ∈ 𝒮𝑟(R),

и согласно предложению 2 равномерно по |𝑦| ⩽ 1

|𝜏𝑦𝑓(𝑥)| ≲ |𝑥|−2𝑚, |𝑓(𝑥)| ≲ |𝑥|−2𝑚.

Отсюда и из (42) для 𝑅 > 0 и 𝑚 ∈ N∫︁
R
|𝜏𝑦𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝜈𝜆(𝑥) ≲ |𝑦|𝑝

∫︁ 𝑅

−𝑅
𝑑𝜈𝜆 +

∫︁
|𝑥|⩾𝑅

|𝑥|−2𝑚𝑝 𝑑𝜈𝜆(𝑥).

Следовательно, (41) выполнено. Лемма 3 доказана.
Теорема 5. Пусть ̂︀𝜙 = ℱ𝑟,𝜆(𝜙), функции 𝜙, ̂︀𝜙 ∈ 𝒜, 𝜙(0) = 1. Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) при

1 ⩽ 𝑝 <∞ или 𝑓 ∈ 𝐶0(R) при 𝑝 = ∞, то

lim
𝜀→0

‖𝑓 − Φ𝜏
𝜀𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 = 0.

Доказательство. Учитывая (38) и теорему Банаха–Штейнгауза, теорему 5 достаточно
доказывать на плотном множестве 𝒮𝑟(R). Если 𝑓 ∈ 𝒮𝑟(R), то в силу (36)

Φ𝜏
𝜀𝑓(𝑥) = (𝑓 *𝜏 ̂︀𝜙𝜀)(𝑥) =

∫︁
R
𝑓(𝑦)𝜏𝑥 ̂︀𝜙𝜀(𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦) =

∫︁
R
𝜏𝑦𝑓(𝑥)̂︀𝜙𝜀(𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦),

поэтому

‖𝑓−Φ𝜏
𝜀𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 =

⃦⃦⃦∫︁
R

(𝜏 𝜀𝑦𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥))̂︀𝜙(𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦)
⃦⃦⃦
𝑝,𝑑𝜈𝜆

⩽
∫︁
R
‖𝜏 𝜀𝑦𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥)‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 |̂︀𝜙(𝑦)| 𝑑𝜈𝜆(𝑦) ⩽

∫︁
R
𝜔𝜏 (𝜀𝑦, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 |̂︀𝜙(𝑦)| 𝑑𝜈𝜆(𝑦).

Утверждение теоремы 6 вытекает из (40), (41) и оценки∫︁
R
𝜔𝜏 (𝜀𝑦, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆 |̂︀𝜙(𝑦)| 𝑑𝜈𝜆(𝑦)

⩽ 𝜔𝜏 (𝜀𝑅, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆

∫︁
|𝑦|⩽𝑅

|̂︀𝜙(𝑦)| 𝑑𝜈𝜆(𝑦) +
(︀
1 +𝑀 𝜏

𝑟,𝜆

)︀
‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆

∫︁
|𝑦|⩾𝑅

|̂︀𝜙(𝑦)| 𝑑𝜈𝜆(𝑦).

Теорема 5 доказана.
Следствие. Если в условиях теоремы 5 функция 𝜙 — четная, то, учитывая неравенство

(39),
lim
𝜀→0

‖𝑓 − Φ𝑇
𝜀 𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 = 0.
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Обобщенные средние Φ𝜏
𝜀𝑓 , для которых имеет место сходимость в пространствах

𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆), 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, назовем регулярными.
В [13] рассмотрены следующие примеры средних для преобразования Данкля с четными

генераторами: средние Гаусса–Вейерштрасса, Пуассона, Бохнера–Рисса. Они будут примерами
средних и для обобщенного преобразования Ганкеля, как и для обобщенного преобразования
Данкля [4]. Для обобщенных средних Гаусса–Вейерштрасса 𝜙(𝑥) = ̂︀𝜙(𝑥) = 𝑒−𝑥

2/2 ∈ 𝐿1(R, 𝑑𝜈𝜆).
Для обобщенных средних Пуассона

𝜙(𝑥) = 𝑒−|𝑥| ∈ 𝐿1(R, 𝑑𝜈𝜆), ̂︀𝜙(𝑦) =
𝑐𝜆

(1 + 𝑦2)𝜆+3/2
∈ 𝐿1(R, 𝑑𝜈𝜆).

Таким образом, обобщенные средние Гаусса–Вейерштрасса и Пуассона являются регулярны-
ми. Для обобщенных средних Бохнера–Рисса

𝜙(𝑥) =

{︃
(1 − |𝑥|2)𝛿, |𝑥| ⩽ 1,

0, |𝑥| ⩾ 1,
̂︀𝜙(𝑦) = 𝑐𝜆,𝛿𝑗𝜆+𝛿+1(𝑦), 𝛿 > 0.

Генератор 𝜙 ∈ 𝐿1(R, 𝑑𝜈𝜆). Так как |̂︀𝜙(𝑦)| ≲ (1 + |𝑦|)−(𝜆+𝛿+3/2), то ̂︀𝜙 ∈ 𝐿1(R, 𝑑𝜈𝜆), если только
𝛿 > 𝛿0 = 𝜆 + 1/2. Число 𝛿0 называют критическим показателем. Если 𝛿 > 𝛿0, то обобщенные
средние Бохнера–Рисса являются регулярными.

6. Обобщенные средние. Сходимость почти всюду

Пусть 𝜙, ̂︀𝜙 ∈ 𝒜, 𝜙(0) = 1, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆), 1 ⩽ 𝑝 <∞, Φ𝜏
𝜀𝑓(𝑥) — обобщенные средние (37),

Φ𝜏𝑓(𝑥) = sup
𝜀>0

|Φ𝜏
𝜀𝑓(𝑥)|

— мажоранта обобщенных средних,

𝑑𝑓 (𝛼) =

∫︁
{𝑥∈R : |𝑓(𝑥)|>𝛼}

𝑑𝜈𝜆(𝑥)

— функция распределения 𝑓 , 𝐿𝑝,∞(R, 𝑑𝜈𝜆) — множество измеримых функций, для которых
конечна квазинорма

‖𝑓‖𝑝,∞,𝑑𝜈𝜆 = sup{𝛼(𝑑𝑓 (𝛼))
1
𝑝 : 𝛼 > 0}

(неравенство треугольника выполняется с константой, большей единицы [14, Sect. 1.4.1]).
Пространство 𝐿𝑝,∞(R, 𝑑𝜈𝜆) называют слабым 𝐿𝑝-пространством, так как имеет место стро-

гое вложение 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) ⊂ 𝐿𝑝,∞(R, 𝑑𝜈𝜆) и ‖𝑓‖𝑝,∞,𝑑𝜈𝜆 ⩽ ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 .
При исследовании сходимости почти всюду обобщенных средних Φ𝜏

𝜀𝑓(𝑥) будем опираться
на следующее утверждение типа теоремы Банаха–Штейнгауза (см., например, [14, Theorem
2.1.14]).

Предложение 5. Пусть 1 ⩽ 𝑝 < ∞, множество 𝐷 ⊂ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) плотно в 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆).
Если для любой 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆) выполнено неравенство

‖Φ𝜏𝑓‖𝑝,∞,𝑑𝜈𝜆 ≲ ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆 (43)

и для любой 𝑓 ∈ 𝐷 обобщенные средние Φ𝜏
𝜀𝑓(𝑥) сходятся к 𝑓(𝑥) почти всюду, то они сходятся

к 𝑓(𝑥) почти всюду для любой 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆).
Неравенство (43) называют слабым 𝐿𝑝-неравенством. По теореме 6 в качестве множества

𝐷 можно взять 𝐶0(R). В этом случае будет иметь место даже равномерная сходимость. Для
доказательства неравенства (43) нам понадобится максимальная функция Харди–Литтлвуда.
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Пусть 𝜒𝐸(𝑥) — характеристическая функция множества 𝐸 ⊂ R. Для функции 𝑓 ∈
∈ 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆), 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞ и (𝑟, 𝜆)-обобщенного преобразования Ганкеля максимальную функцию
ℳ𝑟,𝜆𝑓 определим с помощью свертки (32)

ℳ𝑟,𝜆𝑓(𝑥) = sup
𝑠>0

⃒⃒⃒∫︀
R 𝑓(𝑦)𝜏𝑥𝜒[−𝑠,𝑠](𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦)

⃒⃒⃒
∫︀
R 𝜒[−𝑠,𝑠](𝑦)𝑑𝜈𝜆(𝑦)

.

Применяя предложение 4 и четность оператора 𝑇 𝑦 по 𝑦, получим

ℳ𝑟,𝜆𝑓(𝑥) = sup
𝑠>0

⃒⃒⃒∫︀
R 𝑇

𝑦𝑓(𝑥)𝜒[−𝑠,𝑠](𝑦)𝑑𝜈𝜆(𝑦)
⃒⃒⃒

∫︀
R 𝜒[−𝑠,𝑠](𝑦)𝑑𝜈𝜆(𝑦)

= sup
𝑠>0

⃒⃒⃒∫︀∞
0 𝑇 𝑦𝑓(𝑥)𝜒[0,𝑠](𝑦)𝑑𝜈𝜆(𝑦)

⃒⃒⃒
∫︀∞
0 𝜒[0,𝑠](𝑦)𝑑𝜈𝜆(𝑦)

.

Лемма 4. Если 𝜆, 𝑦 ⩾ 0, 𝛾 > 0, 𝜙(𝑥) — четный генератор, справедлива оценка
|̂︀𝜙(𝑦)| ≲ (1 + 𝑦)−(2𝜆+2+𝛾) и 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜈𝜆), 1 ⩽ 𝑝 <∞, то для почти всех 𝑥 ∈ R

Φ𝜏𝑓(𝑥) ≲ ℳ𝑟,𝜆|𝑓 |(𝑥).

Доказательство. Согласно предложениям 3, 4, 𝑇 𝑦 — положительный оператор и для
почти всех 𝑥, (𝑓 *𝜏 ̂︀𝜙𝜀)(𝑥) = (𝑓 *𝑇 ̂︀𝜙𝜀)(𝑥). Отсюда |𝑇 𝑦𝑓(𝑥)| ⩽ 𝑇 𝑦|𝑓 |(𝑥) и

Φ𝜏𝑓(𝑥) = Φ𝑇 𝑓(𝑥) ⩽ sup
𝜀>0

(|𝑓 | *𝑇 |̂︀𝜙𝜀)|(𝑥), ℳ𝑟,𝜆𝑓(𝑥) ⩽ ℳ𝑟,𝜆|𝑓 |(𝑥).

Следовательно, мы можем далее считать, что 𝑓(𝑥), ̂︀𝜙(𝑦) ⩾ 0.
Используя разложение

̂︀𝜙𝜀(𝑦) =
∞∑︁

𝑗=−∞
̂︀𝜙𝜀(𝑦)𝜒[𝜀2𝑗 ,𝜀2𝑗+1](𝑦)

и равенство ̂︀𝜙𝜀(𝑦) = 𝜀−2(𝜆+1) ̂︀𝜙(𝜀−1𝑦), получим∫︁ ∞

0
𝑇 𝑦𝑓(𝑥)̂︀𝜙𝜀(𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦) =

∞∑︁
𝑗=−∞

∫︁ ∞

0
𝑇 𝑦𝑓(𝑥)̂︀𝜙𝜀(𝑦)𝜒[𝜀2𝑗 ,𝜀2𝑗+1](𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦)

≲
∞∑︁

𝑗=−∞
(1 + 2𝑗)−𝛾

(︁ 2𝑗

1 + 2𝑗

)︁2(𝜆+1)
∫︀∞
0 𝑇 𝑦𝑓(𝑥)𝜒[0,𝜀2𝑗+1](𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦)∫︀∞

0 𝜒[0,𝜀2𝑗+1](𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑦)

≲
∞∑︁
𝑗=0

(︀
2−𝛾𝑗 + 2−2(𝜆+1)𝑗

)︀
ℳ𝑟,𝜆𝑓(𝑥) ≲ ℳ𝑟,𝜆𝑓(𝑥).

Лемма 4 доказана.
Для максимальной функции Харди–Литтлвуда 𝑀𝑘,𝑎𝑓 обобщенного преобразования Фурье

при 𝑎 = 1
𝑟 справедливо слабое 𝐿

1-неравенство и сильное 𝐿𝑝-неравенство при 1 < 𝑝 < ∞ [15].
С помощью замен переменных (3) убеждаемся, что аналогичные утверждения справедливы и
для максимальной функции Харди–Литтлвуда ℳ𝑟,𝜆𝑓 обобщенного преобразования Ганкеля.
Следовательно, в условиях леммы 4 для мажоранты обобщенных средних Φ𝜏𝑓 справедливо
неравенство (43) и мы приходим к следующему утверждению.

Теорема 6. Пусть 𝜆 ⩾ 0, 𝛾 > 0, четные функции 𝜙, ̂︀𝜙 ∈ 𝒜, 𝜙(0) = 1, и |̂︀𝜙(𝑦)| ≲
≲ (1 + |𝑦|)−(2𝜆+2+𝛾). Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘,1), 1 ⩽ 𝑝 <∞, то почти всюду

lim
𝜀→0

Φ𝜏
𝜀𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥).

Учитывая оценки для обобщенных преобразований Ганкеля генераторов обобщенных сред-
них Гаусса–Вейерштрасса, Пуассона и Бохнера–Рисса при 𝛿 > 𝛿0, мы получаем их сходимость
почти всюду для функций из 𝐿𝑝(R, 𝑑𝜈𝜆), 1 ⩽ 𝑝 <∞, если 𝜆 = 𝑟(2𝑘 − 1) ⩾ 0 или 𝑘 ⩾ 1/2.
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7. Приложение

В этой секции дается простое доказательство теоремы умножения Boubatra–Negzaoui–
Sifi [6] для нормированных функций Бесселя, используемой при получении интегрального
представления операторов обобщенного сдвига для (𝑘, 𝑎)-обобщенного преобразования Фурье,
обобщенного преобразования Данкля и обобщенного преобразования Ганкеля.

Теорема 7. Если 𝑛 ∈ N, 𝜆 > −1/2, 𝑥, 𝑦 ∈ R+, |𝑡| ⩽ 1, 𝐴 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥𝑦𝑡, то

𝑥𝑛𝑗𝜆+𝑛(𝑥)𝑗𝜆(𝑦) =

∫︁ 1

−1
𝑗𝜆+𝑛(𝐴)𝐴𝑛𝑃 (𝜆−1/2)

𝑛

(︁𝑥− 𝑦𝑡

𝐴

)︁
𝑑𝑚𝜆(𝑡). (44)

При 𝑛 = 0, 𝑃 (𝜆−1/2)
0 (𝑡) = 1, получается известная теорема умножения Гегенбауэра [9, Chap.

XI, 11.41]:

𝑗𝜆(𝑥)𝑗𝜆(𝑦) =

∫︁ 1

−1
𝑗𝜆(𝐴) 𝑑𝑚𝜆(𝑡), (45)

которая позволяет записать оператор обобщенного сдвига

𝜏𝑦𝑓(𝑥) =

∫︁ 1

−1
𝑓(𝐴) 𝑑𝑚𝜆(𝑡)

для преобразования Ганкеля

ℋ𝜆(𝑓)(𝑦) = 2

∫︁ ∞

0
𝑓(𝑥)𝑗𝜆(𝑥𝑦) 𝑑𝜈𝜆(𝑥).

При 𝑛 = 1, 𝑃 (𝜆−1/2)
1 (𝑡) = 𝑡, получается теорема умножения

𝑥𝑗𝜆+1(𝑥)𝑗𝜆(𝑦) =

∫︁ 1

−1
𝑗𝜆+1(𝐴)(𝑥− 𝑦𝑡) 𝑑𝑚𝜆(𝑡), (46)

которая вместе с теоремами умножения Гегенбауэра (45) и

𝑥𝑦𝑗𝜆+1(𝑥)𝑗𝜆+1(𝑦) = 4(𝜆+ 1)2
∫︁ 1

−1
𝑗𝜆+1(𝐴)𝑡 𝑑𝑚𝜆(𝑡)

позволяет получить интегральное представление оператора обобщенного сдвига

𝜏𝑦𝑓(𝑥) =
1

2

∫︁ 1

−1

{︁
𝑓(𝐴)

(︁
1 +

𝑥+ 𝑦

𝐴

)︁
+ 𝑓(−𝐴)

(︁
1 − 𝑥+ 𝑦

𝐴

)︁}︁
(1 − 𝑡) 𝑑𝑚𝜆(𝑡)

для одномерного преобразования Данкля (см., например, [16]).
Формула (46) получается дифференцированием по 𝑥 обеих частей равенства (45). И в

общем случае искомую теорему умножения будем доказывать по индукции, дифференцируя
(44) и используя следующие свойства нормированных функций Бесселя 𝑗𝜆(𝑥)

𝑗′𝜆(𝑥) = − 𝑥

2(𝜆+ 1)
𝑗𝜆+1(𝑥), (47)

𝑥2

4(𝜆+ 1)(𝜆+ 2)
𝑗𝜆+2(𝑥) = 𝑗𝜆+1(𝑥) − 𝑗𝜆(𝑥), (48)

и многочленов Гегенбауэра

(𝑃 (𝜆−1/2)
𝑛 (𝑥))

′
=
𝑛(𝑛+ 2𝜆)

2𝜆+ 1
𝑃

(𝜆+1/2)
𝑛−1 (𝑥), (49)
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(𝑛+ 2𝜆)𝑃
(𝜆−1/2)
𝑛+1 (𝑥) = 2(𝑛+ 𝜆)𝑥𝑃 (𝜆−1/2)

𝑛 (𝑥) − 𝑛𝑃
(𝜆−1/2)
𝑛−1 (𝑥), (50)

(1 − 𝑡2)𝑃
(𝜆+1/2)
𝑛−1 (𝑥) =

2𝜆+ 1

2(𝑛+ 𝜆)

(︁
𝑃

(𝜆−1/2)
𝑛−1 (𝑥) − 𝑃

(𝜆−1/2)
𝑛+1 (𝑥)

)︁
. (51)

Равенство (49) и рекуррентное соотношение (50) можно найти в [17, Chap. 4, 4.7], [18, Lecture
1, 1.5]. Соотношение (51) и даже в более общем виде для многочленов Якоби имеется в [17,
Chap. 4, 4.5].

Нам понадобится еще одно свойство из [6], для которого мы также приведем более простое
доказательство. Отметим, что 𝐴′ = 𝐴

′
𝑥 = (𝑥− 𝑡𝑦)/𝐴.

Лемма 5. Для всех 𝑛 ∈ N справедливо равенство

(𝐴𝑛𝑃 (𝜆−1/2)
𝑛 (𝐴′))′ = 𝑛𝐴𝑛−1𝑃

(𝜆−1/2)
𝑛−1 (𝐴′). (52)

Доказательство. Так как для производных по 𝑥

(𝐴′)2 +𝐴𝐴′′ = (𝐴𝐴′)′ = (𝑥− 𝑡𝑦)′ = 1,

то согласно (49)–(51)

(𝐴𝑛𝑃 (𝜆−1/2)
𝑛 (𝐴′))′ = 𝑛𝐴𝑛−1𝐴′𝑃 (𝜆−1/2)

𝑛 (𝐴′) +
𝑛(𝑛+ 2𝜆)

2𝜆+ 1
𝐴𝑛𝐴′′𝑃

(𝜆+1/2)
𝑛−1 (𝐴′)

= 𝑛𝐴𝑛−1
{︁
𝐴′𝑃 (𝜆−1/2)

𝑛 (𝐴′) +
𝑛+ 2𝜆

2𝜆+ 1
(1 − (𝐴′)2)𝑃

(𝜆+1/2)
𝑛−1 (𝐴′)

}︁
= 𝑛𝐴𝑛−1

{︁ 𝑛+ 2𝜆

2(𝑛+ 𝜆)
𝑃

(𝜆−1/2)
𝑛+1 (𝐴′) +

𝑛

2(𝑛+ 𝜆)
𝑃

(𝜆−1/2)
𝑛−1 (𝐴′)

+
𝑛+ 2𝜆

2(𝑛+ 𝜆)

(︁
𝑃

(𝜆−1/2)
𝑛−1 (𝐴′) − 𝑃

(𝜆−1/2)
𝑛+1 (𝐴′)

)︁}︁
= 𝑛𝐴𝑛−1𝑃

(𝜆−1/2)
𝑛−1 (𝐴′).

Лемма 5 доказана.
Доказательство теоремы 7. Доказательство теоремы будем вести индукцией по 𝑛. При

𝑛 = 0, 1 (45) верно. Пусть (44) верно для всех параметров меньше или равных 𝑛. Продиффе-
ренцируем обе части равенства (45) по 𝑥.

Для производной левой части в силу (47), (48), получим

(𝑥𝑛𝑗𝜆+𝑛(𝑥)𝑗𝜆(𝑥))′ = 𝑛𝑥𝑛−1𝑗𝜆+𝑛(𝑥)𝑗𝜆(𝑦) − 𝑥𝑛+1

2(𝜆+ 𝑛+ 1)
𝑗𝜆+𝑛+1(𝑥)𝑗𝜆(𝑦)

= 𝑛𝑥𝑛−1
(︁
𝑗𝜆+𝑛−1(𝑥) − 𝑥2𝑗𝜆+𝑛+1(𝑥)

4(𝜆+ 𝑛)(𝜆+ 𝑛+ 1)

)︁
𝑗𝜆(𝑦) − 𝑥𝑛+1𝑗𝜆+𝑛+1(𝑥)

2(𝜆+ 𝑛+ 1)
𝑗𝜆(𝑦)

= 𝑛𝑥𝑛−1𝑗𝜆+𝑛−1(𝑥)𝑗𝜆(𝑦) − (𝑛+ 2𝜆)𝑥𝑛+1

4(𝜆+ 𝑛)(𝜆+ 𝑛+ 1)
𝑗𝜆+𝑛+1(𝑥)𝑗𝜆(𝑦). (53)

Применяя для производной подинтегральной функции в правой части последовательно
(48), (52), (50) и (49), получим

(𝑗𝜆+𝑛(𝐴)𝐴𝑛𝑃 𝜆−1/2
𝑛 (𝐴′))′ = − 𝐴𝑛+1

2(𝜆+ 𝑛+ 1)
𝑗𝜆+𝑛+1(𝐴)𝐴′𝑃 (𝜆−1/2)

𝑛 (𝐴′)

+𝑛𝑗𝜆+𝑛(𝐴)𝐴𝑛−1𝑃
(𝜆−1/2)
𝑛−1 (𝐴′) = − (𝑛+ 2𝜆)𝐴𝑛+1

4(𝜆+ 𝑛)(𝜆+ 𝑛+ 1)
𝑗𝜆+𝑛+1(𝐴)𝑃

(𝜆−1/2)
𝑛+1 (𝐴′)

− 𝑛𝐴𝑛+1

4(𝜆+ 𝑛)(𝜆+ 𝑛+ 1)
𝑗𝜆+𝑛+1(𝐴)𝑃

(𝜆−1/2)
𝑛−1 (𝐴′) + 𝑛𝑗𝜆+𝑛(𝐴)𝐴𝑛−1𝑃

(𝜆−1/2)
𝑛−1 (𝐴′)
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= − (𝑛+ 2𝜆)𝐴𝑛+1

4(𝜆+ 𝑛)(𝜆+ 𝑛+ 1)
𝑗𝜆+𝑛+1(𝐴)𝑃

(𝜆−1/2)
𝑛+1 (𝐴′)

−𝑛𝐴𝑛−1
(︀
𝑗𝜆+𝑛(𝐴) − 𝑗𝜆+𝑛−1(𝐴)

)︀
𝑃

(𝜆−1/2)
𝑛−1 (𝐴′) + 𝑛𝑗𝜆+𝑛(𝐴)𝐴𝑛−1𝑃

(𝜆−1/2)
𝑛−1 (𝐴′)

= 𝑛𝑗𝜆+𝑛−1(𝐴)𝐴𝑛−1𝑃
(𝜆−1/2)
𝑛−1 (𝐴′) − (𝑛+ 2𝜆)𝐴𝑛+1

4(𝜆+ 𝑛)(𝜆+ 𝑛+ 1)
𝑗𝜆+𝑛+1(𝐴)𝑃

(𝜆−1/2)
𝑛+1 (𝐴′).

Отсюда и из (52), (53)

𝑛𝑥𝑛−1𝑗𝜆+𝑛−1(𝑥)𝑗𝜆(𝑦) − (𝑛+ 2𝜆)𝑥𝑛+1

4(𝜆+ 𝑛)(𝜆+ 𝑛+ 1)
𝑗𝜆+𝑛+1(𝑥)𝑗𝜆(𝑦)

=

∫︁ 1

−1

{︁
𝑛𝑗𝜆+𝑛−1(𝐴)𝐴𝑛−1𝑃

(𝜆−1/2)
𝑛−1 (𝐴′)

− (𝑛+ 2𝜆)𝐴𝑛+1

4(𝜆+ 𝑛)(𝜆+ 𝑛+ 1)
𝑗𝜆+𝑛+1(𝐴)𝑃

(𝜆−1/2)
𝑛+1 (𝐴′)

}︁
𝑑𝑚𝜆(𝑡).

В силу индуктивного предположения

𝑥𝑛+1𝑗𝜆+𝑛+1(𝑥)𝑗𝜆(𝑦) =

∫︁ 1

−1
𝑗𝜆+𝑛+1(𝐴)𝐴𝑛+1𝑃

(𝜆−1/2)
𝑛+1 (𝐴′) 𝑑𝑚𝜆(𝑡).

Теорема 7 доказана.

8. Заключение

В работе изучены такие свойства обобщенного преобразования Ганкеля, как инвариант-
ное подпространство из быстро убывающих на бесконечности функций, дифференциально-
разностный оператор, для которого ядро является собственной функцией, операторы обоб-
щенного сдвига, свертки, обобщенные средние и их сходимость в пространствах 𝐿𝑝 и почти
всюду. Все это говорит о начале построения гармонического анализа в пространствах 𝐿𝑝 на
прямой со степенным весом, зависящим от двух параметров (𝑘, 𝑎), для которых 𝑎 = 1/𝑟,
𝑟 ∈ N, 𝑘 > 1/2 − 1/(4𝑟). В дальнейшем в этих пространствах нужно будет исследовать ап-
проксимативные свойства обобщенных средних, модельные интегральные операторы такие,
как потенциал Рисса и преобразование Рисса.
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