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Аннотация

Кольцо полиадических чисел можно определять несколькими способами. Можно ввести
метризуемую топологию на кольце целых чисел,считая множество идеалов (𝑚) полной
системой окрестностей нуля. Полной системой окрестностей в кольце целых чисел является
совокупность множеств вида 𝑎+(𝑚). Операции сложения и умножения непрерывны в этой
топологии и кольцо целых чисел с этой топологией является топологическим кольцом.
Пополнение полученного топологического кольца целых чисел - это кольцо полиадических
чисел. Равносильное определение - обратный (проективный) предел

lim←−𝑚
Z/𝑚!Z.

Напоним, что каноническое разложение полиадического числа 𝜆 имеет вид

𝜆 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑛!, 𝑎𝑛 ∈ Z, 0 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 𝑛.

Этот ряд сходится в любом поле 𝑝− адических чисел Q𝑝 . Обозначая сумму этого ряда в
поле Q𝑝 символом 𝜆(𝑝), мы получаем, что любое полиадическое число 𝜆 можно рассмат-
ривать, как элемент прямого произведения колец целых 𝑝− адических чисел Z𝑝 по всем
простым числам 𝑝. Верным является и обратное утверждение, означающее, что кольцо це-
лых полиадических чисел совпадает с этим прямым произведением. Однако доказатель-
ства последнего утверждения обнаружить не удалось. Цель рассматриваемой заметки -
восполнить этот пробел. Кроме того, рассказано о некоторых применениях полиадических
чисел.
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Abstract

The ring of polyadic numbers can be defined in several ways. One can introduce a metrizable
topology on the ring of integers by counting the set of ideals (𝑚) by a complete system
of neighborhoods of zero. The complete system of neighborhoods in the ring of integers is
a collection of sets of the form 𝑎 + (𝑚). The operations of addition and multiplication are
continuous in this topology and the ring of integers with this topology is a topological ring.
Completion of the resulting topological ring of integers - this is the ring of polyadic numbers.
An equivalent definition is the inverse (projective) limit

lim←−𝑚
Z/𝑚!Z.

Let’s recall that the canonical decomposition of the polyadic number 𝜆 has the form

𝜆 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑛!, 𝑎𝑛 ∈ Z, 0 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 𝑛.

This series converges in any field of 𝑝− adic numbers Q𝑝 .Denoting the sum of this series in
the field Q𝑝 with the symbol 𝜆(𝑝), we get that any polyadic number 𝜆 can be considered as
an element of the direct product of rings of integer 𝑝− adic numbers Z𝑝 for all primes 𝑝. The
converse statement is also true, meaning that the ring of polyadic integers coincides with this
direct product. However, evidence of the latter claim could not be found. The purpose of this
note is to fill this gap. In addition, some applications of polyadic numbers are described.
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1. Введение

Одно из определений кольца целых полиадических чисел строится следующим образом. На
кольце целых чисел можно ввести топологию, считая множество идеалов (𝑚) ((𝑚) обозначает
идеал, состоящий из целых чисел, делящихся на число 𝑚 ) полной системой окрестностей
нуля. Полной системой окрестностей в кольце целых чисел является совокупность множеств
вида 𝑎+(𝑚). Операции сложения и умножения непрерывны в этой топологии и кольцо целых
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чисел с этой топологией является топологическим кольцом. Введённую топологию можно
метризовать, положив

𝜌(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁

𝑚=1

(𝜃𝑚(𝑥, 𝑦))/2𝑚,

где 𝜃𝑚(𝑥, 𝑦) = 0,если 𝑥 − 𝑦 делится на 𝑚 и 𝜃𝑚(𝑥, 𝑦) = 1,если 𝑥 − 𝑦 не делится на 𝑚. После-
довательность целых чисел 𝑎𝑛 называется фундаментальной, если для любого натурального
числа 𝑀 найдётся такое натуральное число 𝑁 , что для всех 𝑚,𝑛 > 𝑁 выполняется срав-
нение 𝑎𝑚 ≡ 𝑎𝑛(𝑚𝑜𝑑𝑀 !). Последовательность целых чисел 𝑏𝑛 называется нулевой, если для
любого натурального числа𝑀 найдётся такое натуральное число 𝑁 , что для всех 𝑚 > 𝑁 вы-
полняется сравнение 𝑎𝑚 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑀 !). Фундаментальные последовательности эквивалентны,
если их разность является кулевой последовательностью. Полиадическим числом называется
класс эквивалентных между собой фундаментальных последовательностей целых чисел. По-
лиадические числа были введены в рассмотрение в 1925 г. Прюфером [1], также см. [2]. На
множестве полиадических чисел вводятся операции сложения и умножения, придающие этому
множеству структуру коммутативного кольца с единицей и с делителями нуля. Эквивалентное
определение кольца полиадических чисел - обратный (проективный) предел. Напомним, что
частично упорядоченное множество представляет собой пару (𝐼,⪯), где 𝐼− это множество, а
⪯ − рефлексивное 𝑎 ⪯ 𝑎,транзитивное (из 𝑎 ⪯ 𝑏 и 𝑏 ⪯ 𝑐 следует 𝑎 ⪯ 𝑐 )и точное (из 𝑎 ⪯ 𝑏
и 𝑏 ⪯ 𝑎 следует 𝑎 = 𝑏 ) бинарное отношение на множестве 𝐼. Проективной системой колец
называется множество колец 𝑅𝑖, индексы которых принадлежат индуктивному множеству 𝐼,
такое, что для каждой пары индексов 𝑖 ⪯ 𝑗 задан гомоморфизм 𝜓𝑖𝑗 : 𝑅𝑗 ↦→ 𝑅𝑖, удовлетворяю-
щий условиям:𝜓𝑖𝑖− тождественное отображение и для любых индексов с условием 𝑖 ⪯ 𝑗 ⪯ 𝑘
имеем 𝜓𝑖𝑗 ∘ 𝜓𝑗𝑘 = 𝜓𝑖𝑘. Кольца Z/𝑚!Z образуют проективную систему колец относительно
отображений

Z/(𝑚+ 1)!Z ↦→ Z/𝑚!Z.

Кольцо полиадических чисел представляет собой обратный предел

lim←−𝑚
Z/𝑚!Z.

Легко видеть, что множества 𝑚!Z образуют базу окрестностей нуля. Поэтому определение
кольца полиадических чисел, приведенное в начале, совпадает с определением, использующим
обратный предел. Каноническое разложение полиадического числа 𝜆 имеет вид

𝜆 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑛!, 𝑎𝑛 ∈ Z, 0 ≤ 𝑎𝑛 ≤ 𝑛.

Этот ряд сходится в любом поле 𝑝− адических чисел Q𝑝 . Обозначая сумму этого ряда в поле
Q𝑝 символом 𝜆(𝑝), мы получаем, что любое полиадическое число 𝜆 можно рассматривать, как
элемент прямого произведения колец целых 𝑝− адических чисел Z𝑝 по всем простым числам 𝑝.
Верным является и обратное утверждение, означающее, что кольцо целых полиадических чи-
сел совпадает с этим прямым произведением. Однако доказательства последнего утверждения
обнаружить не удалось. Цель рассматриваемой заметки - восполнить этот пробел.

2. Основной результат

Теорема 1. Пусть
𝑝1 < 𝑝2 < ...−

упорядоченное множество всех простых чисел. Для любых заданных целых 𝑝𝑖− адических
чисел Λ𝑖, 𝑖 = 1, 2, ... существует полиадическое число 𝜆 такое, что 𝜆(𝑝𝑖) = Λ𝑖, 𝑖 = 1, 2, ....
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Иными словами, кольцо полиадических чисел совпадает с прямым произведением колец целых
𝑝− адических чисел Z𝑝 по всем простым числам 𝑝.

Доказательство.Для доказательства этой теоремы предположим, что

Λ𝑖 =

∞∑︁
𝑡=0

𝑎𝑡𝑖𝑝
𝑡
𝑖,Λ

(𝑘)
𝑖 =

𝑘∑︁
𝑡=0

𝑎𝑡𝑖𝑝
𝑡
𝑖, 𝑖 = 1, 2, ...

Рассмотрим произвольное натуральное число 𝑀 и обозначим

𝑝1 < 𝑝2 < ... < 𝑝𝑘(𝑀)

все простые числа, не превосходящие числа 𝑀 . Применяя китайскую теорему об остатках [3],
теорема 5.2 ,мы получаем, что существуют натуральные числа

𝑥
(𝑀)
1 , ..., 𝑥

(𝑀)
𝑘(𝑀)

такие, что
𝑥
(𝑀)
𝑙 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑝𝑀𝑙 ), 𝑥

(𝑀)
𝑙 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑝𝑀𝑟 ), 𝑟, 𝑙 = 1, 2, ..., 𝑘(𝑀), 𝑟 ̸= 𝑙. (1)

При каждом значении 𝑀 определим натуральное число 𝑎𝑀 равенством

𝑎𝑀 = Λ
(𝑀)
1 𝑥

(𝑀)
1 + ...+ Λ

(𝑀)
𝑘(𝑀)𝑥

(𝑀)
𝑘(𝑀).

Докажем, что последовательность чисел 𝑎𝑀 фундаментальная и что её предел - искомое по-
лиадическое число. Для этого зафиксируем число 𝑀 и рассмотрим числа 𝑚 > 𝑀,𝑛 > 𝑀. Им
соответствуют числа

𝑎𝑚 = Λ
(𝑚)
1 𝑥

(𝑚)
1 + ...+ Λ

(𝑚)
𝑘(𝑀)𝑥

(𝑚)
𝑘(𝑀) + ....+ Λ

(𝑚)
𝑘(𝑚)𝑥

(𝑚)
𝑘(𝑚),

𝑎𝑛 = Λ
(𝑛)
1 𝑥

(𝑛)
1 + ...+ Λ

(𝑛)
𝑘(𝑀)𝑥

(𝑛)
𝑘(𝑀) + ....+ Λ

(𝑛)
𝑘(𝑛)𝑥

(𝑛)
𝑘(𝑛).

Разность этих чисел имеет вид

𝑎𝑚 − 𝑎𝑛 = (Λ
(𝑚)
1 𝑥

(𝑚)
1 − Λ

(𝑛)
1 𝑥

(𝑛)
1 ) + ...+ (Λ

(𝑚)
𝑘(𝑀)𝑥

(𝑚)
𝑘(𝑚) − Λ

(𝑛)
𝑘(𝑀)𝑥

(𝑛)
𝑘(𝑀))+

+Λ
(𝑚)
𝑘(𝑀)+1𝑥

(𝑚)
𝑘(𝑀)+1 + ....+ Λ

(𝑚)
𝑘(𝑚)𝑥

(𝑚)
𝑘(𝑚) − Λ

(𝑛)
𝑘(𝑀)+1𝑥

(𝑛)
𝑘(𝑀)+1 − ....− Λ

(𝑛)
𝑘(𝑛)𝑥

(𝑛)
𝑘(𝑛).

Пусть 𝑙 ≤ 𝑘(𝑀). Если 𝑟 > 𝑘(𝑀), то, согласно (1)

𝑥(𝑀)
𝑟 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑝𝑀𝑙 ), 𝑟 = 𝑘(𝑀) + 1, ...,max(𝑘(𝑚), 𝑘(𝑛)), 𝑟 ̸= 𝑙. (2)

Если 𝑠 ≤ 𝑘(𝑀), но 𝑠 ̸= 𝑙, то , согласно (1),

Λ(𝑚)
𝑠 𝑥(𝑚)

𝑠 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑝𝑀𝑙 ),Λ(𝑛)
𝑠 𝑥(𝑛)𝑠 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑝𝑀𝑙 )

и, следовательно,
Λ(𝑚)
𝑠 𝑥(𝑚)

𝑠 − Λ(𝑛)
𝑠 𝑥(𝑛)𝑠 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑝𝑀𝑙 ).

Рассмотрим, далее, разность
Λ
(𝑚)
𝑙 𝑥

(𝑚)
𝑙 − Λ

(𝑛)
𝑙 𝑥

(𝑛)
𝑙 .

Согласно (1)

𝑥
(𝑚)
𝑙 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑝𝑚𝑙 ) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑝𝑀𝑙 ), 𝑥

(𝑛)
𝑙 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑝𝑛𝑙 ) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑝𝑀𝑙 ).
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По определению чисел Λ
(𝑘)
𝑖 =

∑︀𝑘
𝑡=0 𝑎𝑡𝑖𝑝

𝑡
𝑖,

Λ
(𝑚)
𝑙 𝑥

(𝑚)
𝑙 =

𝑚∑︁
𝑡=0

𝑎𝑡𝑖𝑝
𝑡
𝑖𝑥

(𝑚)
𝑙 ≡

𝑀∑︁
𝑡=0

𝑎𝑡𝑖𝑝
𝑡
𝑖(𝑚𝑜𝑑𝑝

𝑀
𝑙 ),

Λ
(𝑛)
𝑙 𝑥

(𝑛)
𝑙 =

𝑛∑︁
𝑡=0

𝑎𝑡𝑖𝑝
𝑡
𝑖𝑥

(𝑛)
𝑙 ≡

𝑀∑︁
𝑡=0

𝑎𝑡𝑖𝑝
𝑡
𝑖(𝑚𝑜𝑑𝑝

𝑀
𝑙 ).

Таким образом,
Λ
(𝑚)
𝑙 𝑥

(𝑚)
𝑙 − Λ

(𝑛)
𝑙 𝑥

(𝑛)
𝑙 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑𝑝𝑀𝑙 ). (3)

Следовательно,согласно (2),(3), для любых 𝑚 > 𝑀,𝑛 > 𝑀 натуральное число 𝑎𝑚 − 𝑎𝑛
делится на каждое из чисел 𝑝𝑀𝑙 , 𝑙 = 1, ..., 𝑘(𝑀). Поэтому 𝑎𝑚−𝑎𝑛 делится на число𝑀 !, так как
степень, в которой простое число 𝑝, меньшее 𝑀, входит в разложение числа 𝑀 ! на простые
множители, равна

𝑀 − 𝑆𝑀
𝑝− 1

,

где 𝑆𝑀 обозначает сумму цифр в 𝑝− ичном разложении числа𝑀, а эта величина меньше,
чем 𝑀. Таким образом, последовательность чисел 𝑎𝑛 является фундаментальной. Пусть она
задает полиадическое число 𝜆.

Осталось доказать, что для любого простого числа 𝑝𝑖 выполняется равенство 𝜆𝑝𝑖 = Λ𝑖. Это
сразу следует из того, что частичная сумма 𝑎𝑀 ряда 𝜆 в поле поле 𝑝𝑖− адических чисел Q𝑝𝑖

равна Λ
(𝑀)
𝑖 . Предел этих частичных сумм равен Λ𝑖. Теорема доказана.

3. Заключение

Теория полиадических чисел развивалась и применялась в нескольких направлениях.
Элементы классического анализа и теории аналитических функций в полиадической об-

ласти, теория меры и интеграла, их приложения к задачам вероятностной теории чисел при-
ведены в работах [3, 4].

Полиадические числа широко применяются в теории абелевых групп [5]-[10] . Достаточ-
но заметить, что 𝑍−адическое пополнение любой абелевой группы 𝐴, т.е. соответствующий
обратный предел, является модулем над кольцом полиадических чисел. Также любая перио-
дическая абелева группа является модулем над кольцом полиадических чисел. Отметим псев-
дорациональные числа - элементы кольца полиадических чисел, для которых существуют
целые числа 𝑎, 𝑏, 𝑏 ̸= 0такие, что для всех, кроме конечного числа, простых чисел 𝑝 в кольце
𝑍𝑝 выполняется равенство 𝑏𝑎(𝑝) = 𝑎.

Доказанная в работе теорема о том, что кольцо полиадических чисел совпадает с прямым
произведением колец целых 𝑝− адических чисел Z𝑝 по всем простым числам 𝑝 составляет осно-
ву многих исследований по теории трансцендентных чисел в полиадической области [11]-[20].
Полиадическое число 𝜆 называется бесконечно трансцендентным, если для любого ненулево-
го многочлена 𝑃 (𝑥) с целыми коэффициентами существует бесконечное множество простых
чисел 𝑝 таких, что в поле Q𝑝 выполняется неравенство 𝑃 (𝜆𝑝) ̸= 0. Рассмотрим интересный
пример. Пусть в обозначениях теоремы Λ𝑛 = 𝑛. Соответствующее полиадическое число 𝜆
является бесконечно трансцендентным, так как многочлен не может обратиться в ноль на
бесконечном множестве точек.При этом все его координаты - целые числа! Другой важный
пример бесконечно трансцендентного числа - ряд Эйлера

∑︀∞
𝑛=0 𝑛!. Бесконечная трансцендент-

ность этого числа доказана в работе [12].
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