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Аннотация

В данной работе рассматривается уравнение КдФ отрицательного порядка со свобод-
ным членом в классе периодических функций. Показано, что уравнение КдФ отрицатель-
ного порядка со свободным членом в классе периодических функций может быть проин-
тегрировано методом обратной спектральной задачи. Определена эволюция спектральных
данных оператораШтурма-Лиувилля с периодическим потенциалом, связанного с решени-
ем уравнение КдФ отрицательного порядка со свободным членом в классе периодических
функций. Полученные результаты позволяют применить метод обратной задачи для реше-
ния уравнение КдФ отрицательного порядка со свободным членом в классе периодических
функций.
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Abstract

In this paper, we consider the KdV equation of negative order with a free term in the class
of periodic functions. It is shown that the KdV equation of negative order with a free term in
the class of periodic functions can be integrated by the method of the inverse spectral problem.
The evolution of the spectral data of the Sturm-Liouville operator with a periodic potential
associated with the solution of a negative-order KdV equation with a free term in the class
of periodic functions is determined. The results obtained make it possible to apply the inverse
problem method to the solution of the KdV equation of negative order with a free term in the
class of periodic functions.
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1. Введение

Одним из представителей класса вполне интегрируемых нелинейных уравнений в част-
ных производных, имеющей большое прикладное значение, является уравнение Кортевега-де
Фриза (КдФ). Полная интегрируемость этого уравнения методом обратной задачи, в классе
быстроубывающих функций, впервые было установлена в работе [1]. Исследованию уравне-
ния КдФ в классе конечнозонных периодических и квазипериодических функций посвящены
работы [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8].

В работе [9] В.К. Мельникова с помощью метода обратной задачи рассеяния было проин-
тегрировано уравнение КдФ с самосогласованным источником, в классе быстроубывающих
функций, а в работе [10] изучено уравнение КдФ с самосогласованным источником в классе
периодических функций.

В работе [11] исследовалось уравнение КдФ со свободным членом, независящим от про-
странственной переменной, в классе периодических функций.

Большинство исследований касающихся изучению интегрируемых уравнений с самосогла-
сованным источником связаны с нелинейными эволюционными уравнениями положительного
порядка.

Изучению уравнения КдФ отрицательного порядка посвящены работы [12, 13]. В частно-
сти, Дж. М. Вероски [12] при изучении симметрий и отрицательных степеней рекурсивного
оператора получил следующее уравнение КдФ отрицательного порядка:{︂

𝑞𝑡 = 𝑝𝑥
𝑝𝑥𝑥𝑥 + 4𝑞𝑝𝑥 + 2𝑞𝑥𝑝 = 0.

(1)

S.Y. Lou [13] представил дополнительные симметрии, основанные на обратимый рекурсив-
ный оператор системы КдФ, и, в частности, вывел уравнение КдФ отрицательного порядка в
следующем виде

𝑞𝑡 = 2𝑝𝑝𝑥, 𝑝𝑥𝑥+𝑞𝑝 = 0 ⇔
(︂
𝑝𝑥𝑥
𝑝

)︂
𝑡

+2𝑝𝑝𝑥= 0 (2)

Изучение интегрируемых иерархий отрицательного порядка играют важную роль в теории
остроконечных солитонов [14, 15]. В работе [16] изучена иерархия уравнения КдФ отрицатель-
ного порядка, в частности, уравнений (1) и (2).
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В работах [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22] были изучены гамильтонова структура, бесконечное
множество законов сохранения, N-солитонные, квазипериодические волновые решения для
уравнения КдФ отрицательного порядка.

В данной работе метод обратной спектральной задачи применяется к интегрированию
уравнения уравнение КдФ отрицательного порядка со свободным членом в классе периодиче-
ских функций.

Рассмотрим следующее уравнение КдФ отрицательного порядка со свободным членом в
классе периодических функций{︂

𝑞𝑡 = 2𝑝𝑝𝑥 + 𝑓(𝑡)
𝑝𝑞 + 𝑝𝑥𝑥 = 0,

𝑡 > 0, 𝑥 ∈ 𝑅1 (3)

с начальным условием
𝑞(𝑥, 𝑡)|𝑡=0 = 𝑞0(𝑥), (4)

где 𝑞0(𝑥), 𝑝0(𝑡) и 𝑓(𝑡) ∈ 𝐶[0, ∞) заданные действительные функции. Требуется найти дей-
ствительные функции 𝑞(𝑥, 𝑡) и 𝑝2(𝑥, 𝑡), которые 𝜋 - периодические по переменной 𝑥:

𝑝2(𝑥+ 𝜋, 𝑡) ≡ 𝑝2(𝑥, 𝑡), 𝑞(𝑥+ 𝜋, 𝑡) ≡ 𝑞(𝑥, 𝑡), 𝑡 ⩾ 0, 𝑥 ∈ 𝑅1 (5)

и удовлетворяют условиям гладкости:

𝑞(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1
𝑡 (𝑡 > 0) ∩ 𝐶(𝑡 ⩾ 0),

𝑝(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2
𝑥(𝑡 > 0) ∩ 𝐶(𝑡 ⩾ 0).

(6)

Цель данной работы дать процедуру построения решения 𝑞(𝑥, 𝑡) задачи (3)-(6), в рамках
обратной спектральной задачи для оператора Штурма-Лиувилля с периодическим коэффи-
циентом.

2. Необходимые сведения о прямой и обратной спектральной за-
дачаи для оператора штурма-лиувилля с периодическим ко-
эффициентом

В этом пункте, для полноты изложения, приведем некоторые основные сведения, каса-
ющиеся обратной спектральной задачи для оператора Штурма-Лиувилля с периодическим
потенциалом [23, 24, 25, 26, 27, 28, 29].

Рассмотрим следующий оператор Штурма-Лиувилля на всей прямой

𝐿𝑦 ≡ −𝑦′′ + (−𝑞(𝑥))𝑦 = 𝜆 𝑦, 𝑥 ∈ 𝑅1, (7)

где 𝑞(𝑥) - действительная непрерывная 𝜋-периодическая функция.
Обозначим через 𝑐(𝑥, 𝜆) и 𝑠(𝑥, 𝜆) решения уравнения (7) удовлетворяющие начальным

условиям 𝑐(0, 𝜆) = 1, 𝑐′(0, 𝜆) = 0 и , 𝑠′(0, 𝜆) = 1. Функция Δ(𝜆) = 𝑐(𝜋, 𝜆) + 𝑠′(𝜋, 𝜆) назы-
вается функцией Ляпунова или дискриминантом Хилла.

Спектр оператора (7) чисто непрерывный и совпадает со следующим множеством

𝐸 = {𝜆 ∈ 𝑅1 : −2 ⩽ Δ(𝜆) ⩽ 2 } = [𝜆0, 𝜆1]
⋃︁

[𝜆2, 𝜆3]
⋃︁
...
⋃︁

[𝜆2𝑛, 𝜆2𝑛+1]
⋃︁
... .

Интервалы (−∞, 𝜆0), (𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛), 𝑛 = 1, 2, ... называются лакунами. Здесь 𝜆0, 𝜆4𝑘−1,
𝜆4𝑘 - собственные значения периодической задачи (𝑦(0) = 𝑦(𝜋),𝑦′(0) = 𝑦′(𝜋)), а 𝜆4𝑘+1, 𝜆4𝑘+2 -
собственные значения антипериодической задачи (𝑦(0) = −𝑦(𝜋),𝑦′(0) = −𝑦′(𝜋)) для уравнения
(7).
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Пусть 𝜉𝑛, 𝑛 = 1, 2, ... корни уравнения 𝑠(𝜋, 𝜆) = 0. Отметим, что 𝜉𝑛, 𝑛 = 1, 2, ... совпадают
с собственными значениями задачи Дирихле (𝑦(0) = 𝑦(𝜋) = 0) для уравнения (7), кроме того
выполняются следующие включения 𝜉𝑛 ∈ [𝜆2𝑛−1, 𝜆2𝑛], 𝑛 = 1, 2, ... .

Числа 𝜉𝑛, 𝑛 = 1, 2, ... вместе со знаками 𝜎𝑛 = 𝑠𝑖𝑔𝑛 {𝑠′(𝜋, 𝜉𝑛)− 𝑐(𝜋, 𝜉𝑛)}, 𝑛 = 1, 2, ... назы-
ваются спектральными параметрами задачи (7). Спектральные параметры 𝜉𝑛, 𝜎𝑛, 𝑛 = 1, 2, ...
и границы 𝜆𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, ... спектра называются спектральными данными оператора (7). Вос-
становление коэффициента 𝑞(𝑥) по спектральным данным называется обратной спектральной
задачей для оператора (7).

Спектр оператора Штурма-Лиувилля с коэффициентом 𝑞(𝑥 + 𝜏) не зависит от действи-
тельного параметра 𝜏 , а спектральные параметры зависят от 𝜏 : 𝜉𝑛(𝜏), 𝜎𝑛(𝜏), 𝑛 = 1, 2, ... .
Спектральные параметры удовлетворяют следующей системе уравнений Дубровина

𝑑𝜉𝑛
𝑑𝜏

= 2(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏)
√︀
(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑛−1)(𝜆2𝑛 − 𝜉𝑛)×

×

⎯⎸⎸⎸⎸⎸⎷(𝜉𝑛 − 𝜆0)
∞∏︁

𝑘 = 1
𝑘 ̸= 𝑛

(𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑛)(𝜆2𝑘 − 𝜉𝑛)

(𝜉𝑘 − 𝜉𝑛)2
, 𝑛 ⩾ 1 (8)

Система уравнений Дубровина и следующая формула следов

𝑞(𝜏, 𝑡) = −𝜆0 −
∞∑︁
𝑘=1

(𝜆2𝑘−1 + 𝜆2𝑘 − 2𝜉𝑘(𝜏, 𝑡))

дают метод решения обратной задачи.

3. Эволюция спектральных параметров

Основной результат настоящей работы заключается в следующей теореме.

Теорема 1. Пусть 𝑞(𝑥, 𝑡) решение задачи (3)-(6). Тогда границы спектра 𝜆𝑛(𝑡), 𝑛 ⩾ 0
следующего оператора

𝐿(𝑡)𝑦 ≡ −𝑦′′ + (−𝑞(𝑥, 𝑡))𝑦 = 𝜆𝑦, 𝑥 ∈ 𝑅1 (9)

удовлетворяют системе уравнений

�̇�𝑛(𝑡) = −𝑓(𝑡), 𝑛 ⩾ 0, (10)

а спектральные параметры 𝜉𝑛(𝑡), 𝑛 ⩾ 1 удовлетворяют аналогу системы уравнений Дубро-
вина:

𝜉𝑛 = 2(−1)𝑛+1𝜎𝑛(𝑡)

{︂
1

2𝜉𝑛
𝑝2(0, 𝑡)

}︂
×

×
√︀
(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑛−1)(𝜆2𝑛 − 𝜉𝑛)×

×

⎯⎸⎸⎸⎸⎸⎷(𝜉𝑛 − 𝜆0)

∞∏︁
𝑘 = 1
𝑘 ̸= 𝑛

(𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑛)(𝜆2𝑘 − 𝜉𝑛)

(𝜉𝑘 − 𝜉𝑛)2
− 𝑓(𝑡), 𝑛 ⩾ 1, (11)
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где знак 𝜎𝑛(𝑡) меняется на противоположный при каждом столкновении точки 𝜉𝑛(𝑡) с грани-
цами своей лакуны [𝜆2𝑛−1(𝑡), 𝜆2𝑛(𝑡)]. Кроме того, выполняются следующие начальные усло-
вия:

𝜉𝑛(𝑡)|𝑡=0 = 𝜉0𝑛, 𝜎𝑛(𝑡)|𝑡=0 = 𝜎0𝑛 , 𝑛 ⩾ 1,

где 𝜉0𝑛, 𝜎
0
𝑛, 𝑛 ⩾ 1 - спектральные параметры оператора Штурма-Лиувилля с коэффициен-

том 𝑞0(𝑥).

Доказательство. Для доказательства этой теоремы мы будем использовать метод работы
[11]. Вводя обозначение

𝐺(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑡),

уравнение (3) можно переписать в виде{︂
𝑞𝑡 = 2𝑝𝑝𝑥 +𝐺(𝑥, 𝑡)
𝑝𝑞 + 𝑝𝑥𝑥 = 0

(12)

Обозначим через 𝑦𝑛(𝑥, 𝑡), 𝑛 = 1, 2, ... ортонормированные собственные функции задачи
Дирихле (𝑦(0) = 0, 𝑦(𝜋) = 0) для уравнения (9), соответствующие собственным значениям
𝜉𝑛(𝑡), 𝑛 = 1, 2, ... .

Дифференцируя по 𝑡 тождество (𝐿(𝑡)𝑦𝑛, 𝑦𝑛) = 𝜉𝑛, и используя симметричность оператора
𝐿(𝑡), имеем

𝜉𝑛 = −
∫︁ 𝜋

0
𝑞𝑡(𝑥, 𝑡)𝑦

2
𝑛(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥. (13)

Здесь (· , ·) скалярное произведение пространства 𝐿2(0, 𝜋). Подставляя (12) в (13) находим

𝜉𝑛 = −2

∫︁ 𝜋

0
𝑦2𝑛(𝑥, 𝑡)𝑝𝑝𝑥𝑑𝑥−

∫︁ 𝜋

0
𝑦2𝑛(𝑥, 𝑡)𝐺(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥. (14)

Интегрируя по частям первый интеграл в равенстве (14), имеем

2

∫︁ 𝜋

0
𝑦2𝑛𝑝𝑝𝑥𝑑𝑥 =

∫︁ 𝜋

0
𝑦2𝑛𝑑(𝑝

2) = 𝑦2𝑛𝑝
2
⃒⃒𝜋
0
− 2

∫︁ 𝜋

0
𝑦𝑛𝑦
′
𝑛𝑝

2𝑑𝑥 = −2

∫︁ 𝜋

0
𝑦𝑛𝑦
′
𝑛𝑝

2𝑑𝑥,

из уравнения (9) следует следующее равенство

𝑦𝑛 = − 1

𝜉𝑛
(𝑦′′𝑛 + 𝑞𝑦𝑛). (15)

Используя эти тождества и второе уравнение (12), получим

2

∫︁ 𝜋

0
𝑦2𝑛𝑝𝑝𝑥𝑑𝑥 =

1

2𝜉𝑛
[(𝑦′)2𝑛(𝜋, 𝑡)− (𝑦′)2𝑛(0, 𝑡)]𝑝

2(0, 𝑡). (16)

Теперь займемся вычислением второго интеграла в равенстве (14):∫︁ 𝜋

0
𝐺𝑦2𝑛𝑑𝑥 = 𝑓(𝑡). (17)

Подставляя выражения (16) и (17) в (14) получим равенство

𝜉𝑛 = [(𝑦′)2𝑛(𝜋, 𝑡)− (𝑦′)2𝑛(0, 𝑡)]×
{︂
− 1

2𝜉𝑛
𝑝2(0, 𝑡)

}︂
− 𝑓(𝑡). (18)
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Используя (18) и равенство

(𝑦′)2𝑛(𝜋, 𝑡)− (𝑦′)2𝑛(0, 𝑡) = 2(−1)𝑛𝜎𝑛(𝑡)
√︀
(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑛−1)(𝜆2𝑛 − 𝜉𝑛)×

×

⎯⎸⎸⎸⎸⎸⎷(𝜉𝑛 − 𝜆0)

∞∏︁
𝑘 = 1
𝑘 ̸= 𝑛

(𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑛)(𝜆2𝑘 − 𝜉𝑛)

(𝜉𝑘 − 𝜉𝑛)2
, (19)

получим (11).
Известно, что границы 𝜆𝑛(𝑡), 𝑛 = 0, 1, 2, ... спектра оператора (9) совпадают либо с

собственными значениями периодической задачи, либо антипериодической задачи для урав-
нения Штурма-Лиувилля (9). Обозначив через 𝑣𝑛(𝑥, 𝑡) нормированную собственную функ-
цию, соответствующую собственному значению 𝜆𝑛(𝑡), периодической или антипериодической
задачи для уравнения Штурма-Лиувилля (9), действуя вышеприведенным образом, выводим
равенства (10). Теорема доказана.

Следствие 1. Если мы вместо 𝑞(𝑥, 𝑡) рассмотрим 𝑞(𝑥 + 𝜏, 𝑡), то собственные значения
периодической и антипериодической задачи не зависят от параметров 𝜏 и 𝑡, а собственные
значения 𝜉𝑛 задачи Дирихле и знаки 𝜎𝑛 зависят от 𝜏 и 𝑡: 𝜉𝑛 = 𝜉𝑛(𝜏, 𝑡), 𝜎𝑛 = 𝜎𝑛(𝜏, 𝑡) = ±1,
𝑛 ⩾ 1. В этом случае, система (9) примет вид

𝜕𝜉𝑛
𝜕𝑡

= 2(−1)𝑛−1𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)

{︂
1

2𝜉𝑛
𝑝2(𝜏, 𝑡)

}︂
×

×
√︀
(𝜉𝑛 − 𝜆2𝑛−1)(𝜆2𝑛 − 𝜉𝑛)×

×

⎯⎸⎸⎸⎸⎸⎷(𝜉𝑛 − 𝜆0)
∞∏︁

𝑘 = 1
𝑘 ̸= 𝑛

(𝜆2𝑘−1 − 𝜉𝑛)(𝜆2𝑘 − 𝜉𝑛)

(𝜉𝑘 − 𝜉𝑛)2
− 𝑓(𝑡), 𝑛 ⩾ 1. (20)

Здесь

𝑠(𝜋, 𝜆, 𝑡, 𝜏) = 𝜋
∞∏︁
𝑘=1

𝜉𝑘(𝑡, 𝜏)− 𝜆

𝑘2
. (21)

Учитывая формулы следов

𝑞(𝜏, 𝑡) = −𝜆0 −
∞∑︁
𝑘=1

(𝜆2𝑘−1 + 𝜆2𝑘 − 2𝜉𝑘(𝜏, 𝑡)), (22)

𝑝2(𝜏, 𝑡) = 2

∞∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝜏

0

𝜕𝜉𝑘(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑠−

∫︁ 𝜏

0
𝑓(𝑠)𝑑𝑠+ 𝑝20(𝑡). (23)

Следствие 2. Эта теорема дает метод решения задачи (3)-(6). Действительно, обозначим
через 𝜆𝑛(𝑡), 𝑛 = 0, 1, 2, ... , 𝜉𝑛(𝜏, 𝑡), 𝜎𝑛(𝜏, 𝑡), 𝑛 = 1, 2, ... , спектральные данные задачи

−𝑦′′ + (−𝑞(𝑥+ 𝜏, 𝑡))𝑦 = 𝜆 𝑦, 𝑥 ∈ 𝑅1.

Найдём спектральные данные 𝜆0𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, ... , 𝜉0𝑛(𝜏), 𝜎
0
𝑛(𝜏), 𝑛 = 1, 2, ... для уравнения

−𝑦′′ + (−𝑞0(𝑥+ 𝜏))𝑦 = 𝜆𝑦, 𝑥 ∈ 𝑅1.
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Решая уравнения (9) с начальными условиями 𝜆𝑛(𝑡)|𝑡=0 = 𝜆0𝑛, 𝑛 = 1, 2, ... находи

𝜆𝑛(𝑡) = 𝜆0𝑛 −
∫︁ 𝑡

0
𝑓(𝑠)𝑑𝑠, 𝑛 = 1, 2, ... . (24)

Далее, решаем задачу Коши 𝜉𝑛(𝜏, 𝑡) |𝑡=0 = 𝜉0𝑛(𝜏), 𝜎𝑛(𝜏, 𝑡)
⃒⃒
𝑡=0 = 𝜎0𝑛(𝜏) , 𝑛 = 1, 2, ... для системы

уравнений Дубровина (20). По формуле следов (22) находим решение 𝑞(𝑥, 𝑡) задачи (3)-(6) и
по формуле (23) определим 𝑝2(𝑥, 𝑡).
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