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Аннотация

Данная работа посвящена получению оценок типа оценок Быковского для отклонения
обобщённой параллелепипедальной сетки. В ней продолжены исследования аналогичные
тем, что ранее мы выполнили для оценок меры качества и количественной меры паралле-
лепипедальной сетки.

Основная идея, используемая в данной работе, восходит к работе В. А. Быковского
(2002 год) об оценке погрешности приближенного интегрирования по параллелепипедаль-
ным сеткам и её обобщению в работе О. А. Горкуши и Н. М. Добровольского (2005 год) на
случай гиперболической дзета-функции произвольной решётки. Центральное место в этих
работах играет множество Быковского, состоящее из локальных минимумов второго рода,
и суммы по этим множествам.

Как и в работе «Об оценках Быковского для меры качества оптимальных коэффици-
ентов» был обнаружен эффект, что в оценках отклонения появляется множитель с лога-
рифмическим порядком роста, который стал входить в определение модифицированной
суммы Быковского.

Методом работы является объединение подходов из работы «Оценки отклонений обоб-
щенных параллелепипедальных сеток» (1984 год) с подходами 2005 года.

Намечены дальнейшие пути для получения уточнения полученных оценок.

Ключевые слова: функция качества, обобщённая параллелепипедальная сетка, множе-
ство Быковского, сумма Быковского, локальные минимумы решётки, минимальные реше-
ния сравнения.
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Abstract

This paper is devoted to obtaining estimates of the type of Bykovsky estimates for the
deviation of a generalized parallelepipedal grid. It continues the studies similar to those that
we previously performed to assess the quality measure and the quantitative measure of the
parallelepipedal grid.

The main idea used in this paper goes back to the work of V. A. Bykovsky (2002) on
estimating the error of approximate integration over parallelepipedal grids and its generalization
in the work of O. A. Gorkusha and N. M. Dobrovolsky (2005) for the case of a hyperbolic zeta
function of an arbitrary lattice. The central place in these works is played by the Bykovsky set,
consisting of local minima of the second kind, and sums over these sets.

As in the work "On Bykovsky estimates for a measure of the quality of optimal
coefficients the effect was found that a multiplier with a logarithmic order of growth appears in
the deviation estimates, which began to include the definition of the modified Bykovsky sum.

The method of work is to combine the approaches from the work "Estimates of deviations
of generalized parallelepipedal grids"(1984) with the approaches of 2005.

Further ways to obtain clarification of the received estimates are outlined.
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1. Введение

Метод оптимальных коэффициентов появился в 1959 году и первые публикации Н. М. Ко-
робова [12] и Н. С. Бахвалова [1] были сделаны в 4 выпуске Вестника Московского универси-
тета.

Параллелепипедальные сетки 𝑀 (⃗𝑎, 𝑝), состоящие из точек

𝑀𝑘 =

(︂{︂
𝑎1𝑘

𝑝

}︂
, . . . ,

{︂
𝑎𝑠𝑘

𝑝

}︂)︂
(𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑝), (1)

имеют простой вид, но требуется не только условие взаимной простоты коэффициентов сетки
((𝑎𝑗 , 𝑝) = 1 (𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑠)), но и выполнение принципиального условия оптимальности, кото-
рое формулируется в терминах основной меры качества 𝑆𝑝(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠) набора коэффициентов
(𝑎1, . . . , 𝑎𝑠). 𝑆𝑝(𝑧1, . . . , 𝑧𝑠) выражается через сумму3

𝑆𝑝(𝑧1, . . . , 𝑧𝑠) =

𝑝2∑︁′

𝑚1,...,𝑚𝑠=−𝑝1

𝛿𝑝(𝑧1𝑚1 + . . .+ 𝑧𝑠𝑚𝑠)

𝑚1 . . .𝑚𝑠
, (2)

где 𝑧1, . . . , 𝑧𝑠 – произвольные целые,𝑚 = max(1, |𝑚|) для любого вещественного𝑚, 𝑝1 =
[︁
𝑝−1
2

]︁
,

𝑝2 =
[︀𝑝
2

]︀
и символ Коробова 𝛿𝑝(𝑏) задан равенствами

𝛿𝑝(𝑏) =

{︂
0, если 𝑏 ̸≡ 0 (mod 𝑝),
1, если 𝑏 ≡ 0 (mod 𝑝).

(3)

В работе [5] было дано следующее определение обобщённой параллелепипедальной сет-
ки. Пусть 𝑠 > 1 и Λ произвольная 𝑠-мерная решётка. Если �⃗�1 = (𝜆1 1, . . . , 𝜆1 𝑠), . . . ,
�⃗�𝑠 = (𝜆𝑠 1, . . . , 𝜆𝑠 𝑠) — базис решётки Λ, то взаимную решётку Λ* можно задать взаимным
базисом �⃗�*1 = (𝜆*1 1, . . . , 𝜆

*
1 𝑠), . . . , �⃗�

*
𝑠 = (𝜆*𝑠 1, . . . , 𝜆

*
𝑠 𝑠), который однозначно характеризуется

соотношениями

(�⃗�𝜈 , �⃗�𝜇) =

{︂
1, если 𝜈 = 𝜇,
0, если 𝜈 ̸= 𝜇.

(4)

Определение 1. Параллелепипедальной сеткой I типа или просто обобщённой парал-
лелепипедальной сеткой решётки Λ будем называть сетку 𝑀(Λ), состоящую из точек вза-
имной решётки Λ*, лежащих в 𝑠-мерном единичном полуоткрытом кубе 𝐺𝑠 = [0; 1)𝑠.

Рассмотрим характеристическую функцию 𝜒(�⃗�, �⃗�) прямоугольной области Π(�⃗�) = [0;𝛼1)×
. . .× [0;𝛼𝑠). Локальным отклонением 𝐷(𝑀(Λ), �⃗�) называется величина

𝐷(𝑀(Λ), �⃗�) =

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝜒(𝑥𝑘, �⃗�)−𝑁 · 𝛼1 · . . . · 𝛼𝑠,

где 𝑁 = |𝑀(Λ)| – количество точек обобщённой параллелепипедальной сетки решётки Λ.
Отклонением сетки 𝑀(Λ) называется величина

𝐷𝑠(𝑀(Λ)) = sup
�⃗�∈[0;1]𝑠

|𝐷(𝑀(Λ), �⃗�)|.

В работе [5] была доказана теорема об оценке величины отклонения сетки 𝑀(Λ) через
детерминант решётки Λ и величину её гиперболического параметра 𝑞(Λ). Напомним, что ги-
перболическим параметром решётки Λ называется величина

𝑞(Λ) = min
�⃗�∈Λ∖{0⃗}

𝑥1 . . . 𝑥𝑠,

где для вещественных 𝑥 величина 𝑥 = max(1, |𝑥|).
3Здесь и далее

∑︀′ означает суммирование по системам (𝑚1, . . . ,𝑚𝑠) ̸= (0, . . . , 0).
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Теорема 1. Пусть для решётки Λ справедливо неравенство 𝑞(Λ) > 1, тогда для откло-
нения обобщенной параллелепипедальной сетки 𝑀(Λ) решётки Λ справедливо неравенство

𝐷𝑠(𝑀(Λ)) ⩽ 2

(︂
4𝑠−1 +

2detΛ

𝑞(Λ)
(11 + 5 ln(2 detΛ))𝑠

)︂
, (5)

𝑁 = detΛ + 𝜃(Λ)

(︂
4𝑠−1 +

2detΛ

𝑞(Λ)
(11 + 5 ln(2 detΛ))𝑠

)︂
, (6)

где 𝑁 — количество точек обобщенной параллелепипедальной сетки 𝑀(Λ) решётки Λ и
|𝜃(Λ)| ⩽ 1.

Данная теорема является аналогом обобщённой теоремы Н. С. Бахвалова об оценке сверху
гиперболической дзета-функции произвольной решётки [4].

В работе [2] В. А. Быковский получил принципиально новые оценки для нормы линейного
функционала погрешности приближенного интегрирования с помощью квадратурных формул
с параллелепипедальными сетками на классе 𝐸𝛼

𝑠 . Фактически В. А. Быковский получил оцен-
ки сверху и снизу для гиперболической дзета-функции решётки решений линейного сравнения
через сумму по конечному множеству минимальных решений, которое мы в своих работах на-
зываем множеством Быковского. В работе [3] оценки Быковского были перенесены на случай
гиперболической дзета-функции произвольной решётки.

Цель данной работы — получить аналог оценок Быковского для отклонения обобщенной
параллелепипедальной сетки 𝑀(Λ) решётки Λ с detΛ > 1 и 𝑞(Λ) > 1.

2. Множество Быковского и вспомогательные леммы

Рассмотрим в 𝑠-мерном вещественном арифметическом пространстве R𝑠 произвольную ре-
шётку Λ = Λ(�⃗�1, . . . , �⃗�𝑠) с базисом �⃗�1, . . . , �⃗�𝑠, который является линейно независимой системой
векторов:

Λ = Λ(�⃗�1, . . . , �⃗�𝑠) =
{︁
𝑚1�⃗�1 + . . .+𝑚𝑠�⃗�𝑠

⃒⃒⃒
𝑚1, . . . ,𝑚𝑠 ∈ Z

}︁
.

Ненулевая точка �⃗� = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠) ∈ Λ называется локальным минимумом второго рода, если
не существует другой ненулевой точки �⃗� = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑠) ∈ Λ, для которой

𝑦1 ⩽ 𝑥1, . . . , 𝑦𝑠 ⩽ 𝑥𝑠; 𝑦1 + . . .+ 𝑦𝑠 < 𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑠.

Минимальным множеством решётки Λ назовем множество 𝐵(Λ), состоящее из всех локаль-
ных минимумов �⃗� второго рода.

Из дискретности решётки и теоремы Минковского о выпуклом теле следует, что для про-
извольной решётки её минимальное множество 𝐵(Λ) конечно и не пусто, при этом 𝑥𝑗 < detΛ
(𝑗 = 1, . . . , 𝑠).

Пусть �⃗�𝑗 = (𝑥1 𝑗 , . . . , 𝑥𝑠 𝑗) (1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑟, 𝑟 = 𝑟(Λ)) есть все локальные минимумы второго
рода из минимального множества 𝐵(Λ) решётки Λ. Так как для любого локального минимума
второго рода �⃗� точка −�⃗� также является локальным минимумом второго рода, то 𝑟(Λ) —
чётное натуральное число. Через 𝐵*(Λ) обозначим множество локальных минимумов второго
рода, где из каждой пары �⃗� и −�⃗� взят ровно один. Таким образом

𝐵(Λ) = 𝐵*(Λ)
⋃︁

−𝐵*(Λ). (7)

Если 𝑟*(Λ) = |𝐵*(Λ)|, то 𝑟(Λ) = 2𝑟*(Λ). Будем предпологать, что нумерация локальных ми-
нимумов согласована с разбиением (7): �⃗�𝑗 ∈ 𝐵*(Λ) (𝑗 = 1, . . . , 𝑟*) и �⃗�𝑗+𝑟* = −�⃗�𝑗 ∈ −𝐵*(Λ)
(𝑗 = 1, . . . , 𝑟*). Ясно, что для гиперболического параметра решётки справедливо равенство

𝑞(Λ) = min
1⩽𝑗⩽𝑟

𝑥1 𝑗 . . . 𝑥𝑠 𝑗 .
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Обозначим через Π(⃗𝑎, �⃗�) прямоугольный 𝑠−мерный полуоткрытый параллелепипед вида

Π(⃗𝑎, �⃗�) =

{︃
�⃗�

⃒⃒⃒⃒
⃒
{︃
𝑎𝜈 ⩽ 𝑦𝜈 < 𝑎𝜈 + 𝑥𝜈 при 𝑎𝜈 ⩾ 0

𝑎𝜈 < 𝑦𝜈 ⩽ 𝑎𝜈 + 𝑥𝜈 при 𝑎𝜈 < 0
(𝜈 = 1, . . . , 𝑠)

}︃
,

а через 𝑁Λ(⃗𝑎, �⃗�) — количество точек решётки Λ, лежащих в этом параллелепипеде.
Полагаем 1⃗ = (1, . . . , 1), 𝐺𝑠 = [0, 1)𝑠 — полуоткрытый единичный 𝑠-мерный куб,

𝐾𝑠 = [−1, 1]𝑠 — 𝑠-мерный куб объёма 2𝑠, 𝑁(Λ) — количество ненулевых точек решётки Λ,
лежащих в этом кубе. Следующая лемма в другой формулировке была доказана в [4].

Лемма 1. Если гиперболический параметр решетки 𝑞(Λ) > 1, то detΛ > 1 и для точки
�⃗� и для любого локального минимума �⃗�𝑗 ∈ 𝐵(Λ) справедливо неравенство

𝑁Λ(⃗𝑎, �⃗�𝑗) ⩽ 1. (8)

Доказательство. См. [4]. 2
Для доказательства теоремы 1 в работе [5] использовались следующие леммы.

Лемма 2. Пусть гладкая функция 𝑓(�⃗�) обращается в ноль вместе со своими производ-

ными 𝜕𝑛1+...+𝑛𝑠

𝜕𝑥
𝑛1
1 ...𝜕𝑥𝑛𝑠

1

𝑓(�⃗� (0 ⩽ 𝑛1, . . . , 𝑛𝑠 ⩽ 1) на границе 𝑠-мерного прямоугольного параллелепипеда

[𝑎1; 𝑏1]× . . .× [𝑎𝑠; 𝑏𝑠] и обращается тождественно в ноль вне его.

Тогда для погрешности приближенного интегрирования квадратурной формулы

𝑏1∫︁
𝑎1

𝑑𝑥1 . . .

𝑏𝑠∫︁
𝑎𝑠

𝑑𝑥𝑠𝑓(�⃗�) =
1

detΛ

∑︁
�⃗�∈Λ*

𝑓(�⃗�)−𝑅(𝑓) (9)

справедливо равенство

𝑅(𝑓) =
∑︁′

�⃗�∈Λ

𝑏1∫︁
𝑎1

𝑑𝑥1 . . .

𝑏𝑠∫︁
𝑎𝑠

𝑑𝑥𝑠𝑓(�⃗�)𝑒
−2𝜋𝑖(�⃗�,�⃗�). (10)

Доказательство. См. [5]. 2
Пусть 0 < Δ < 0, 25 и �⃗� = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠), 𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽𝑠) произвольные фиксированные

точки из 𝑠-мерного куба
[︀
−1− Δ

2 ; 1 +
Δ
2

]︀𝑠
такие, что Δ < 𝛽𝑗 − 𝛼𝑗 < 1 + Δ (𝑗 = 1, . . . , 𝑠).

Положим 𝛿 = Δ/2. Для каждого 𝑗 = 1, . . . , 𝑠 определим функции 𝜓0𝑗(𝑥), 𝜓𝑗(𝑥) следующими
соотношениями

𝜓0𝑗(𝑥) =

{︂
1 при 𝛼𝑗 < 𝑥 < 𝛽𝑗 ,
0 при 𝑥 ̸∈ (𝛼𝑗 ;𝛽𝑗),

(11)

𝜓𝑗(𝑥) =
1

2𝛿

𝛿∫︁
−𝛿

𝜓0𝑗(𝑥+ 𝑧)𝑑𝑧. (12)

Лемма 3. Для каждой функции 𝜓𝑗(𝑥), определенной равенством (12) справедливы соот-
ношения

𝜓𝑗(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1 при 𝑥 ∈ (𝛼𝑗 + 𝛿;𝛽𝑗 − 𝛿),
0 при 𝑥 ̸∈ (𝛼𝑗 − 𝛿;𝛽𝑗 + 𝛿),
𝑥+𝛿−𝛼𝑗

2𝛿 при 𝑥 ∈ [𝛼𝑗 − 𝛿;𝛼𝑗 + 𝛿],
𝛿+𝛽𝑗−𝑥

2𝛿 при 𝑥 ∈ [𝛽𝑗 − 𝛿;𝛽𝑗 + 𝛿].

(13)
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Доказательство. Действительно, при 𝑥 ∈ (𝛼𝑗 + 𝛿;𝛽𝑗 − 𝛿) имеем:

𝜓𝑗(𝑥) =
1

2𝛿

𝛿∫︁
−𝛿

𝜓0𝑗(𝑥+ 𝑧)𝑑𝑧 =
1

2𝛿

𝑥+𝛿∫︁
𝑥−𝛿

1𝑑𝑧 = 1.

При 𝑥 ̸∈ (𝛼𝑗 − 𝛿;𝛽𝑗 + 𝛿) имеем:

𝜓𝑗(𝑥) =
1

2𝛿

𝛿∫︁
−𝛿

𝜓0𝑗(𝑥+ 𝑧)𝑑𝑧 =

𝑥+𝛿∫︁
𝑥−𝛿

0𝑑𝑧 = 0.

При 𝑥 ∈ [𝛼𝑗 − 𝛿;𝛼𝑗 + 𝛿] имеем:

𝜓𝑗(𝑥) =
1

2𝛿

𝛿∫︁
−𝛿

𝜓0𝑗(𝑥+ 𝑧)𝑑𝑧 =
1

2𝛿

𝑥+𝛿∫︁
𝛼𝑗

1𝑑𝑧 =
𝑥+ 𝛿 − 𝛼𝑗

2𝛿
.

Наконец, при 𝑥 ∈ [𝛽𝑗 − 𝛿;𝛽𝑗 + 𝛿] имеем:

1

2𝛿

𝛿∫︁
−𝛿

𝜓0𝑗(𝑥+ 𝑧)𝑑𝑧 =
1

2𝛿

𝛽𝑗∫︁
𝑥−𝛿

1𝑑𝑧 =
𝛿 + 𝛽𝑗 − 𝑥

2𝛿
.

2

Лемма 4. Для любого действительного 𝜎 и интеграла

𝐽𝑗(𝜎) =

1+Δ∫︁
−1−Δ

𝜓𝑗(𝑥)𝑒
−2𝜋𝑖𝜎𝑥𝑑𝑥 (14)

справедливы соотношения
𝐽𝑗(𝜎) = 𝛽𝑗 − 𝛼𝑗 при 𝜎 = 0, (15)

𝐽𝑗(𝜎) =
sin 2𝜋𝜎𝛿

2𝜋𝜎𝛿
𝑒−𝜋𝑖𝜎(𝛽𝑗+𝛼𝑗)

sin𝜋𝜎(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗)

𝜋𝜎
при 𝜎 ̸= 0. (16)

Доказательство. Пусть

𝐽1𝑗(𝜎) =

𝛽𝑗+𝛿∫︁
𝛼𝑗−𝛿

𝜓𝑗(𝑥)𝑒
−2𝜋𝑖𝜎𝑥𝑑𝑥.

Тогда 𝐽𝑗(𝜎) = 𝐽1𝑗(𝜎), так как 𝛽𝑗 + 𝛿 = 𝛽𝑗 +
Δ
2 ⩽ 1 + Δ, 𝛼𝑗 − 𝛿 = 𝛼𝑗 − Δ

2 ⩾ −1−Δ и 𝜓𝑗(𝑥) = 0
при 𝑥 /∈ (𝛼𝑗 − 𝛿;𝛽𝑗 + 𝛿).

Далее имеем

𝐽1𝑗(𝜎) =

𝛽𝑗+𝛿∫︁
𝛼𝑗−𝛿

𝜓𝑗(𝑥)𝑒
−2𝜋𝑖𝜎𝑥𝑑𝑥 =

=
1

2𝛿

𝛽𝑗+𝛿∫︁
𝛼𝑗−𝛿

⎛⎝ 𝛿∫︁
−𝛿

𝜓0𝑗(𝑥+ 𝑧)𝑑𝑧

⎞⎠ 𝑒−2𝜋𝑖𝜎𝑥𝑑𝑥 =
1

2𝛿

𝛽𝑗+2𝛿∫︁
𝛼𝑗−2𝛿

𝜓0𝑗(𝑧)

⎛⎜⎝ min(𝛽𝑗+𝛿,𝑧+𝛿)∫︁
max(𝛼𝑗−𝛿,𝑧−𝛿)

𝑒−2𝜋𝑖𝜎𝑥𝑑𝑥

⎞⎟⎠ 𝑑𝑧 =

=
1

2𝛿

𝛽𝑗∫︁
𝛼𝑗

⎛⎜⎝ min(𝛽𝑗+𝛿,𝑧+𝛿)∫︁
max(𝛼𝑗−𝛿,𝑧−𝛿)

𝑒−2𝜋𝑖𝜎𝑥𝑑𝑥

⎞⎟⎠ 𝑑𝑧 =
1

2𝛿

𝛽𝑗∫︁
𝛼𝑗

⎛⎝ 𝑧+𝛿∫︁
𝑧−𝛿

𝑒−2𝜋𝑖𝜎𝑥𝑑𝑥

⎞⎠ 𝑑𝑧.
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При 𝜎 = 0, очевидно, имеем 𝐽1𝑗(𝜎) = 𝛽𝑗 − 𝛼𝑗 .
При 𝜎 ̸= 0 получаем

𝐽1𝑗(𝜎) =
1

2𝛿

𝛽𝑗∫︁
𝛼𝑗

𝑒−2𝜋𝑖𝜎(𝑧+𝛿) − 𝑒−2𝜋𝑖𝜎(𝑧−𝛿)

−2𝜋𝑖𝜎
𝑑𝑧 =

𝑒2𝜋𝑖𝜎𝛿 − 𝑒−2𝜋𝑖𝜎𝛿

2𝛿(2𝜋𝑖𝜎)

𝛽𝑗∫︁
𝛼𝑗

𝑒−2𝜋𝑖𝜎𝑧𝑑𝑧 =
sin(2𝜋𝜎𝛿)

2𝛿𝜋𝜎
·

·𝑒
−2𝜋𝑖𝜎𝛽𝑗 − 𝑒−2𝜋𝑖𝜎𝛼𝑗

−2𝜋𝑖𝜎
=

sin(2𝜋𝜎𝛿)

2𝛿𝜋𝜎
𝑒−𝜋𝑖𝜎(𝛽𝑗+𝛼𝑗)

sin𝜋𝜎(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗)

𝜋𝜎

и лемма полностью доказана. 2
Заметим, что

lim
𝜎→0

sin 2𝜋𝜎𝛿

2𝜋𝜎𝛿
𝑒−𝜋𝑖𝜎(𝛽+𝛼) sin𝜋𝜎(𝛽 − 𝛼)

𝜋𝜎
= 𝛽 − 𝛼. (17)

В работе [3] доказана принципиальная лемма:

Лемма 5. Пусть �⃗�𝑗 — произвольный локальный минимум второго рода из 𝐵(Λ). При
𝛼 > 1 для суммы

𝑅
(𝛼)
Λ (�⃗�𝑗) =

∑︁
�⃗� ∈ Λ,

𝑦1 ⩾ 𝑥1 𝑗 , . . . , 𝑦𝑠 ⩾ 𝑥𝑠 𝑗

1

(𝑦1 . . . 𝑦𝑠)𝛼
(18)

справедливо неравенство

𝑅
(𝛼)
Λ (�⃗�𝑗) ⩽

2𝑠
(︁
1 + 1

𝛼−1

)︁𝑠
(𝑥1 𝑗 . . . 𝑥𝑠 𝑗)𝛼

.

Рассмотрим сумму

𝑅(�⃗�, 𝛽) =
1

detΛ

∑︁
�⃗�∈Λ*

𝜓1(𝑥1) . . . 𝜓𝑠(𝑥𝑠)− (𝛽1 − 𝛼1) . . . (𝛽𝑠 − 𝛼𝑠), (19)

тогда, применяя леммы 2 и 4, получим

𝑅(�⃗�, 𝛽) =
∑︁′

�⃗�∈Λ

𝑠∏︁
𝑗=1

sin(𝜋𝑥𝑗Δ)

Δ𝜋𝑥𝑗
𝑒−𝜋𝑖𝑥𝑗(𝛽𝑗+𝛼𝑗)

sin𝜋𝑥𝑗(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗)

𝜋𝑥𝑗
,

здесь при 𝑥𝑗 = 0 неопределенность вида 0
0 раскрывается с помощью равенства (17).

Пользуясь неравенством
⃒⃒⃒
sin(𝑥)

𝑥

⃒⃒⃒
⩽ 1

max(|𝑥|,1) , получим

|𝑅(�⃗�, 𝛽)| ⩽
∑︁′

�⃗�∈Λ

𝑠∏︁
𝑗=1

𝛽𝑗 − 𝛼𝑗

Δ𝜋𝑥𝑗 · 𝜋𝑥𝑗(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗)
.

Рассмотрим сумму, соответствующую локальному минимуму �⃗�𝜈 ,

𝑅(�⃗�, 𝛽, �⃗�𝜈) =
∑︁′

�⃗� ∈ Λ,

𝑦1 ⩾ 𝑥1𝜈 , . . . , 𝑦𝑠 ⩾ 𝑥𝑠𝜈

𝑠∏︁
𝑗=1

𝛽𝑗 − 𝛼𝑗

Δ𝜋𝑦𝑗 · 𝜋𝑦𝑗(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗)

Следующая лемма является аналогом леммы 5 применительно к оценке 𝑅(�⃗�, 𝛽, �⃗�𝜈).
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Лемма 6. Пусть �⃗�𝜈 — произвольный локальный минимум второго рода из 𝐵(Λ). Для
суммы 𝑅(�⃗�, 𝛽, �⃗�𝜈) справедливо неравенство

𝑅(�⃗�, 𝛽, �⃗�𝜈) ⩽
2𝑠

𝜋𝑠𝑥1𝜈 . . . 𝑥𝑠𝜈

𝑠∏︁
𝑗=1

(︂
ln

(︂
𝛽𝑗 − 𝛼𝑗

Δ

)︂
+ 4

)︂
.

Доказательство. Положим �⃗�′𝜈 = (𝑥′1𝜈 , . . . , 𝑥
′
𝑠𝜈), где 𝑥

′
𝑗𝜈 = 𝑥𝑗𝜈 (𝑗 = 1, . . . , 𝑠). Будим

использовать покоординатное умножение двух точек: �⃗� · �⃗� = (𝑥1 · 𝑦1, . . . , 𝑥𝑠 · 𝑦𝑠).
Проведем оценки сверху, разбивая область суммирования с помощью прямоугольных па-

раллелепипедов Π(⃗𝑎 · �⃗�′𝜈 , �⃗�𝑗) с �⃗� ∈ Z𝑠, 𝑎𝑗 ̸= −1, 0 (1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑠):

𝑅(�⃗�, 𝛽, �⃗�𝜈) =
∑︁′

�⃗� ∈ Λ,

𝑦1 ⩾ 𝑥1𝜈 , . . . , 𝑦𝑠 ⩾ 𝑥𝑠𝜈

𝑠∏︁
𝑗=1

𝛽𝑗 − 𝛼𝑗

Δ𝜋𝑦𝑗 · 𝜋𝑦𝑗(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗)
=

=
∑︁

�⃗� ∈ Z𝑠,

𝑎𝜈 ̸= −1, 0 (1 ⩽ 𝜈 ⩽ 𝑠)

∑︁
�⃗�∈Π(�⃗�·�⃗�′

𝜈 ,�⃗�𝜈)

𝑠∏︁
𝑗=1

𝛽𝑗 − 𝛼𝑗

Δ𝜋𝑦𝑗 · 𝜋𝑦𝑗(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗)
⩽

⩽
∑︁

�⃗� ∈ Z𝑠,

𝑎𝜈 ̸= −1, 0 (1 ⩽ 𝜈 ⩽ 𝑠)

𝑁Λ(⃗𝑎 · �⃗�′𝜈 , �⃗�𝜈)
𝑠∏︁

𝑗=1

𝛽𝑗 − 𝛼𝑗

Δ𝜋min(|𝑎𝑗 |, |𝑎𝑗 + 1|)𝑥𝑗𝜈 · 𝜋(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗)min(|𝑎𝑗 |, |𝑎𝑗 + 1|)𝑥𝑗𝜈
⩽

⩽
𝑠∏︁

𝑗=1

(︃ −2∑︁
𝑎=−∞

𝛽𝑗 − 𝛼𝑗

Δ𝜋|𝑎𝑗 + 1|𝑥𝑗𝜈 · 𝜋(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗)|𝑎𝑗 + 1|𝑥𝑗𝜈
+

∞∑︁
𝑎=1

𝛽𝑗 − 𝛼𝑗

Δ𝜋𝑎𝑗𝑥𝑗𝜈 · 𝜋(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗)𝑎𝑗𝑥𝑗𝜈

)︃
.

Рассмотрим сумму

𝑆(Δ, 𝑥) =

−2∑︁
𝑎=−∞

1

Δ𝜋|𝑎+ 1|𝑥 · 𝜋(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗)|𝑎+ 1|𝑥
+

∞∑︁
𝑎=1

1

Δ𝜋𝑎𝑥 · 𝜋(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗)𝑎𝑥
=

= 2
∞∑︁
𝑎=1

1

Δ𝜋𝑎𝑥 · 𝜋(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗)𝑎𝑥
.

Нетрудно видеть, что, так как Δ < 𝛽𝑗 − 𝛼𝑗 , то

𝑆(Δ, 𝑥) = 2

⎛⎜⎝ ∑︁
1⩽𝑎< 1

(𝛽𝑗−𝛼𝑗)𝜋𝑥

1 +
∑︁

1
(𝛽𝑗−𝛼𝑗)𝜋𝑥

⩽𝑎< 1
Δ𝜋𝑥

1

𝜋(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗)𝑎𝑥
+
∑︁

𝑎⩾ 1
Δ𝜋𝑥

1

Δ𝜋2(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗)𝑎2𝑥2

⎞⎟⎠ ⩽

⩽ 2

⎛⎜⎝ 1

(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗)𝜋𝑥
+

ln
(︁
𝛽𝑗−𝛼𝑗

Δ

)︁
+ 1

𝜋(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗)𝑥
+

1

𝜋2Δ(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗)𝑥2

∫︁
1

Δ𝜋𝑥

2
(︀
[𝑎]−

[︀
1

Δ𝜋𝑥

]︀)︀
𝑎3

𝑑𝑎

⎞⎟⎠ ⩽

⩽
2

𝜋(𝛽𝑗 − 𝛼𝑗)𝑥

(︂
ln

(︂
𝛽𝑗 − 𝛼𝑗

Δ

)︂
+ 4

)︂
.

Отсюда следует, что

𝑅(�⃗�, 𝛽, �⃗�𝜈) ⩽
𝑠∏︁

𝑗=1

2

𝜋𝑥𝑗𝜈

(︂
ln

(︂
𝛽𝑗 − 𝛼𝑗

Δ

)︂
+ 4

)︂
=

2𝑠

𝜋𝑠𝑥1𝜈 . . . 𝑥𝑠𝜈

𝑠∏︁
𝑗=1

(︂
ln

(︂
𝛽𝑗 − 𝛼𝑗

Δ

)︂
+ 4

)︂
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и лемма полностью доказана. 2
Суммой Быковского называется выражение вида

𝑆𝐵𝑁 (Λ) =

𝑟*∑︁
𝑗=1

1

𝑥1 𝑗 . . . 𝑥𝑠 𝑗
.

Назовём модифицированной суммой Быковского выражение вида

𝑆𝐵*𝑁 (Λ;Δ) =
𝑟*∑︁
𝑗=1

∏︀𝑠
𝑗=1

(︁
ln
(︁
𝛽𝑗−𝛼𝑗

Δ

)︁
+ 4
)︁

𝑥1 𝑗 . . . 𝑥𝑠 𝑗
.

Лемма 7. Пусть �⃗�𝑗 = (𝑥1 𝑗 , . . . , 𝑥𝑠 𝑗) (1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑟) — все локальные минимумы из 𝐵(Λ),
причём �⃗�𝑗 ∈ 𝐵*(Λ) (𝑗 = 1, . . . , 𝑟*) и �⃗�𝑗+𝑟* = −�⃗�𝑗 ∈ −𝐵*(Λ) (𝑗 = 1, . . . , 𝑟*). Тогда справедли-
во неравенство

|𝑅(�⃗�, 𝛽)| ⩽ 2𝑠

𝜋𝑠
· 𝑆𝐵*𝑁 (Λ;Δ). (20)

Доказательство. Действительно,

|𝑅(�⃗�, 𝛽)| ⩽
𝑟*∑︁
𝑗=1

𝑅(�⃗�, 𝛽, �⃗�𝜈) ⩽
𝑟*∑︁
𝑗=1

2𝑠

𝜋𝑠𝑥1𝜈 . . . 𝑥𝑠𝜈

𝑠∏︁
𝑗=1

(︂
ln

(︂
𝛽𝑗 − 𝛼𝑗

Δ

)︂
+ 4

)︂
=

2𝑠

𝜋𝑠
· 𝑆𝐵*𝑁 (Λ;Δ).

2

3. Оценка отклонения

Следующие рассуждения являются видоизменением аналогичных из работы [5].

Лемма 8. Пусть �⃗� и �⃗� — две произвольные точки из 𝑠-мерного куба [−1; 1]𝑠 такие,
что 0 ⩽ 𝜔𝑗 − 𝛾𝑗 ⩽ 1 (𝑗 = 1, . . . , 𝑠) и 𝑍(�⃗�, �⃗�) — количество точек решётки Λ* в области
[𝛾1;𝜔1)× . . .× [𝛾𝑠;𝜔𝑠). Тогда при 𝑞(Λ) > 1 и detΛ > 4 справедливо равенство

𝑍(�⃗�, �⃗�) = (detΛ)(𝜔1 − 𝛾1) · . . . · (𝜔𝑠 − 𝛾𝑠)+

+𝜃(�⃗�, �⃗�)

(︂(︂
4

𝜋

)︂𝑠

detΛ · (ln(detΛ + 1) + 4)𝑠 · 𝑆𝐵𝑁 (Λ) + 4𝑠
)︂
, (21)

где |𝜃(�⃗�, �⃗�)| ⩽ 1.

Доказательство. Пусть для 𝑘 = 1, . . . , 𝑠+ 1

𝑅𝑘 = sup
2Δ⩽𝜔𝑗−𝛾𝑗⩽1 (𝑗=1,...,𝑘−1),

0⩽𝜔𝑗−𝛾𝑗⩽1 (𝑗=𝑘,...,𝑠)

|𝑍(�⃗�, �⃗�)− (detΛ)(𝜔1 − 𝛾1) · . . . · (𝜔𝑠 − 𝛾𝑠)|; (22)

𝑄𝑘 = sup
2Δ⩽𝜔𝑗−𝛾𝑗⩽1 (𝑗=1,...,𝑘−1),

0⩽𝜔𝑘−𝛾𝑘<2Δ,
0⩽𝜔𝑗−𝛾𝑗⩽1 (𝑗=𝑘+1,...,𝑠)

|𝑍(�⃗�, �⃗�)− (detΛ)(𝜔1 − 𝛾1) · . . . · (𝜔𝑠 − 𝛾𝑠)| (23)

и
𝑅 = sup

0⩽𝜔𝑗−𝛾𝑗⩽1 (𝑗=1,...,𝑠)
|𝑍(�⃗�, �⃗�)− (detΛ)(𝜔1 − 𝛾1) · . . . · (𝜔𝑠 − 𝛾𝑠)|, (24)

тогда
𝑅 = max

𝑘=1,...,𝑠+1
𝑅𝑘, 𝑅𝑘 = max(𝑄𝑘, 𝑅𝑘+1) (𝑘 = 1, . . . , 𝑠). (25)
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Пусть 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑠 и для точек �⃗� и �⃗� выполнены неравенства⎧⎨⎩
2Δ ⩽ 𝜔𝑗 − 𝛾𝑗 ⩽ 1 при (𝑗 = 1, . . . , 𝑘 − 1),
0 ⩽ 𝜔𝑘 − 𝛾𝑘 < 2Δ
0 ⩽ 𝜔𝑗 − 𝛾𝑗 ⩽ 1 при (𝑗 = 𝑘 + 1, . . . , 𝑠).

(26)

Пусть �⃗�𝜈 = (𝛾1 𝜈 , . . . , 𝛾𝑠 𝜈), �⃗�𝜈 = (𝜔1 𝜈 , . . . , 𝜔𝑠 𝜈) (𝜈 = 1, 2) и 𝛾𝑗 𝜈 = 𝛾𝑗 , 𝜔𝑗 𝜈 = 𝜔𝑗 (𝑗 ̸= 𝑘,
1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑠, 𝜈 = 1, 2), а 𝛾𝑘 𝜈 и 𝜔𝑘 𝜈 определены следующим образом:

1. Если 𝛾𝑘 < 2Δ− 1, то 𝛾𝑘 1 = 𝛾𝑘, 𝜔𝑘 1 = 𝜔𝑘 + 2Δ, 𝛾𝑘 2 = 𝜔𝑘, 𝜔𝑘 2 = 𝜔𝑘 + 2Δ;
2. Если 𝛾𝑘 > 2Δ− 1, то 𝛾𝑘 1 = 𝛾𝑘 − 2Δ, 𝜔𝑘 1 = 𝜔𝑘, 𝛾𝑘 2 = 𝛾𝑘 − 2Δ, 𝜔𝑘 2 = 𝛾𝑘.
Так как 𝜔𝑘 𝜈 − 𝛾𝑘 𝜈 ⩾ 2Δ (𝜈 = 1, 2), то

|𝑍(�⃗�𝜈 , �⃗�𝜈)− (detΛ)(𝜔1 𝜈 − 𝛾1 𝜈) · . . . · (𝜔𝑠 𝜈 − 𝛾𝑠 𝜈)| ⩽ 𝑅𝑘+1 (𝜈 = 1, 2).

Из равенств

𝑍(�⃗�1, �⃗�1) = 𝑍(�⃗�, �⃗�) + 𝑍(�⃗�2, �⃗�2),

𝑠∏︁
𝑗=1

(𝜔𝑗 1 − 𝛾𝑗 1) =

𝑠∏︁
𝑗=1

(𝜔𝑗 − 𝛾𝑗) +

𝑠∏︁
𝑗=1

(𝜔𝑗 2 − 𝛾𝑗 2)

следует, что
|𝑍(�⃗�, �⃗�)− (detΛ)(𝜔1 − 𝛾1) · . . . · (𝜔𝑠 − 𝛾𝑠)| ⩽ 2𝑅𝑘+1.

Отсюда вытекает, что 𝑄𝑘 ⩽ 2𝑅𝑘+1 и, значит, 𝑅𝑘 ⩽ 2𝑅𝑘+1 (𝑘 = 1, . . . , 𝑠), что влечет за собой
неравенство 𝑅 ⩽ 2𝑠𝑅𝑠+1.

Пусть �⃗� и �⃗� произвольные точки такие, что 2Δ ⩽ 𝜔𝑗 − 𝛾𝑗 , |𝛾𝑗 |, |𝜔𝑗 | ⩽ 1 (𝑗 = 1, . . . , 𝑠). По-
ложим �⃗�1 = (𝛼1 1, . . . , 𝛼𝑠 1) =

(︀
𝛾1 +

Δ
2 , . . . , 𝛾𝑠 +

Δ
2

)︀
, 𝛽1 = (𝛽1 1, . . . , 𝛽𝑠 1) =

(︀
𝜔1 − Δ

2 , . . . , 𝜔𝑠 − Δ
2

)︀
,

�⃗�2 = (𝛼1 2, . . . , 𝛼𝑠 2) =
(︀
𝛾1 − Δ

2 , . . . , 𝛾𝑠 −
Δ
2

)︀
, 𝛽2 = (𝛽1 2, . . . , 𝛽𝑠 2) =

(︀
𝜔1 +

Δ
2 , . . . , 𝜔𝑠 +

Δ
2

)︀
.

В силу леммы 3 и равенства (19) имеем:

(detΛ)(𝑅(�⃗�1, 𝛽1) + (𝛽1 1 − 𝛼1 1) . . . (𝛽𝑠 1 − 𝛼𝑠 1)) ⩽ 𝑍(�⃗�, �⃗�) ⩽

⩽ (detΛ)(𝑅(�⃗�2, 𝛽2) + (𝛽1 2 − 𝛼1 2) . . . (𝛽𝑠 2 − 𝛼𝑠 2)).

Отсюда следует, что

|𝑍(�⃗�, �⃗�)− (detΛ)(𝜔1 − 𝛾1) · . . . · (𝜔𝑠 − 𝛾𝑠)| ⩽ (detΛ)

(︂
max
𝜈=1,2

|𝑅(�⃗�𝜈 , 𝛽𝜈)|+

+max

⎛⎝ 𝑠∏︁
𝑗=1

(𝜔𝑗 − 𝛾𝑗)−
𝑠∏︁

𝑗=1

(𝜔𝑗 − 𝛾𝑗 −Δ),

𝑠∏︁
𝑗=1

(𝜔𝑗 − 𝛾𝑗 +Δ)−
𝑠∏︁

𝑗=1

(𝜔𝑗 − 𝛾𝑗)

⎞⎠⎞⎠ .

Так как Δ ⩽ 𝛽𝑗 𝜈−𝛼𝑗 𝜈 ⩽ 1+Δ, −1− Δ
2 ⩽ 𝛼𝑗 𝜈 , 𝛽𝑗 𝜈 ⩽ 1+ Δ

2 (𝑗 = 1, . . . , 𝑠; 𝜈 = 1, 2), то применима
лемма 7, из которой вытекает, что

|𝑍(�⃗�, �⃗�)− (detΛ)(𝜔1 − 𝛾1) · . . . · (𝜔𝑠 − 𝛾𝑠)| ⩽
2𝑠 detΛ

𝜋𝑠
𝑆𝐵*𝑁 (Λ;Δ)+

+(detΛ)max (1− (1−Δ)𝑠, (1 + Δ)𝑠 − 1) ⩽

⩽ 2𝑠 detΛ

(︂
1

𝜋𝑠
𝑆𝐵*𝑁 (Λ;Δ) + Δ

)︂
.

Из произвольности �⃗� и �⃗� следует, что

𝑅𝑠+1 ⩽ 2𝑠(detΛ)

(︂
1

𝜋𝑠
𝑆𝐵*𝑁 (Λ;Δ) + Δ

)︂



224 А. Н. Кормачева, Н. Н. Добровольский, И. Ю. Реброва, Н. М. Добровольский

и, значит,

𝑅 ⩽ 4𝑠(detΛ)

(︂
1

𝜋𝑠
𝑆𝐵*𝑁 (Λ;Δ) + Δ

)︂
.

Полагая Δ = 1
detΛ , получим Δ < 0, 25, 𝑆𝐵*𝑁 (Λ;Δ) ⩽ (ln(detΛ + 1) + 4)𝑠𝑆𝐵𝑁 (Λ) и

𝑅 ⩽ 4𝑠(detΛ)

⎛⎝(ln(detΛ + 1) + 4)𝑠

𝜋𝑠

𝑟*∑︁
𝑗=1

1

𝑥1 𝑗 . . . 𝑥𝑠 𝑗
+

1

detΛ

⎞⎠
что и требовалось доказать. 2

Теорема 2. Пусть для решётки Λ справедливы неравенства 𝑞(Λ) > 1, detΛ > 4, то-
гда для отклонения обобщённой параллелепипедальной сетки 𝑀(Λ) решётки Λ справедливо
неравенство

𝐷𝑠(𝑁) ⩽ 2 · 4𝑠(detΛ)

⎛⎝(ln(detΛ + 1) + 4)𝑠

𝜋𝑠

𝑟*∑︁
𝑗=1

1

𝑥1 𝑗 . . . 𝑥𝑠 𝑗
+

1

detΛ

⎞⎠ , (27)

𝑁 = detΛ + 𝜃(Λ)4𝑠(detΛ)

⎛⎝(ln(detΛ + 1) + 4)𝑠

𝜋𝑠

𝑟*∑︁
𝑗=1

1

𝑥1 𝑗 . . . 𝑥𝑠 𝑗
+

1

detΛ

⎞⎠ , (28)

где 𝑁 — количество точек сетки 𝑀(Λ) и |𝜃(Λ)| ⩽ 1.

Доказательство. По определению отклонения

𝐷𝑠(𝑁) = sup
�⃗�∈𝐺𝑠

|𝑍 (⃗0, �⃗�)−𝑁𝜔1 . . . 𝜔𝑠|.

Так как 𝑁 = 𝑍 (⃗0, 1⃗), то применяя леммы 7 и 8, находим

𝐷𝑠(𝑁) ⩽ sup
�⃗�∈𝐺𝑠

|𝑍 (⃗0, �⃗�)− (detΛ)𝜔1 . . . 𝜔𝑠|+ |𝑁 − detΛ| ⩽

⩽ 2 · 4𝑠(detΛ)

⎛⎝(ln(detΛ + 1) + 4)𝑠

𝜋𝑠

𝑟*∑︁
𝑗=1

1

𝑥1 𝑗 . . . 𝑥𝑠 𝑗
+

1

detΛ

⎞⎠ ,

|𝑁 − detΛ| ⩽ 4𝑠(detΛ)

⎛⎝(ln(detΛ + 1) + 4)𝑠

𝜋𝑠

𝑟*∑︁
𝑗=1

1

𝑥1 𝑗 . . . 𝑥𝑠 𝑗
+

1

detΛ

⎞⎠
что и требовалось доказать. 2

4. Заключение

Оценки теоремы 2, по-видимому, можно усилить, так как суммы, задающие величины
𝑅(�⃗�, 𝛽, �⃗�𝜈) имеют бесконечные области пересечения. На наш взгляд, перспективно для улуч-
шения этой оценки использовать подходы из работы [10].
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