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Аннотация

Рассмотрена задача Коши для системы двух квазилинейных дифференциальных урав-
нений в частных производных первого порядка с непрерывными и ограниченными свобод-
ными членами. Сформулированы и доказаны теоремы о локальном и нелокальном суще-
ствовании и единственности решений задачи Коши. Определены достаточные условия су-
ществования и единственности локального решения задачи Коши в исходных координатах,
при которых решение имеет такую же гладкость по 𝑥, как и начальные функции задачи
Коши. Определены достаточные условия существования и единственности нелокального
решения задачи Коши в исходных координатах (для заданного конечного промежутка
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]). Локальная теорема существования и единственности решения задачи Коши для
системы квазилинейных дифференциальных уравнений в частных производных первого
порядка с непрерывными и ограниченными свободными членами доказана с помощью ме-
тода дополнительного аргумента. Исследование нелокальной разрешимости задачи Коши
основано на методе дополнительного аргумента. Доказательство нелокальной разрешимо-
сти задачи Коши для системы квазилинейных дифференциальных уравнений в частных
производных первого порядка с непрерывными и ограниченными свободными членами
опирается на глобальные оценки.
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та, задача Коши, глобальные оценки.
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Abstract

We consider a Cauchy problem for a system of two quasilinear first order partial differential
equations with continuous and bounded free terms. Theorems on the local and nonlocal existence
and uniqueness of solutions to the Cauchy problem are formulated and proved. The sufficient
conditions for the existence and uniqueness of a local solution of the Cauchy problem in the
initial coordinates at which the solution has the same smoothness with respect to 𝑥 as the initial
functions of the Cauchy problem are determined. The sufficient conditions for the existence and
uniqueness of a nonlocal solution of the Cauchy problem in the initial coordinates (for a given
finite interval 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]) are determined. Local existence and uniqueness theorem of the solution
of the Cauchy problem for a system of quasilinear first order partial differential equations with
continuous and bounded free terms is proved with the method of an additional argument. The
investigation of a nonlocal solvability of the Cauchy problem is based on the method of an
additional argument. The proof of the nonlocal solvability of the Cauchy problem for a system
of quasilinear first order partial differential equations with continuous and bounded free terms
relies on global estimates.
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1. Введение

В работах [1], [2] определены конкретные достаточные условия локальной разрешимости
задачи Коши для системы уравнений, описывающей распределение электронов в электриче-
ском поле спрайта и для системы уравнений, описывающей распределение электронов в слабо-
ионизированной плазме в электрическом поле спрайта. В работах [3], [15] определены условия
нелокальной разрешимости задачи Коши для системы уравнений, описывающих длинные вол-
ны в водном прямоугольном канале, глубина которого меняется вдоль оси.

В работах [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10] с помощью метода дополнительного аргумента опре-
делены условия нелокальной разрешимости задачи Коши для некоторых видов систем квази-
линейных уравнений первого порядка.
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В данной работе рассмотрим систему вида:{︂
𝜕𝑡𝑢 (𝑡, 𝑥) + 𝑆1(𝑢, 𝑣)𝜕𝑥𝑢 (𝑡, 𝑥) = 𝑓1(𝑡, 𝑥),
𝜕𝑡𝑣(𝑡, 𝑥) + 𝑆2(𝑢, 𝑣)𝜕𝑥𝑣(𝑡, 𝑥) = 𝑓2(𝑡, 𝑥),

(1)

где 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑣(𝑡, 𝑥) – неизвестные функции, 𝑓1(𝑡, 𝑥), 𝑓2(𝑡, 𝑥), 𝑆1, 𝑆2 – известные функции.
Для системы уравнений (1) определим начальные условия:

𝑢(0, 𝑥) = 𝜙1(𝑥), 𝑣(0, 𝑥) = 𝜙2(𝑥). (2)

Задача (1), (2) определена на

Ω𝑇 = {(𝑡, 𝑥) |0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇, 𝑥 ∈ (−∞,+∞), 𝑇 > 0}.

В данной работе проводится исследование условий локальной и нелокальной разрешимости
задачи Коши (1), (2).

В данной работе доказываем существование и единственность локального решения задачи
Коши в исходных координатах, у которого гладкость по 𝑥 не ниже, чем у начальных функций
задачи Коши (1), (2), если

𝜕𝑢𝑆1 > 0, 𝜕𝑣𝑆1 < 0, 𝜕𝑢𝑆2 > 0, 𝜕𝑣𝑆2 < 0 на 𝑍𝐾 ,

𝜙′1(𝑥) ⩾ 0, 𝜙′2(𝑥) ⩽ 0 на 𝑅, 𝜕𝑥𝑓1 ⩾ 0, 𝜕𝑥𝑓2 ⩽ 0, на Ω𝑇 ,

где 𝑍𝐾 = {(𝑢, 𝑣) |𝑢, 𝑣 ∈ [−𝐾,𝐾]} , 𝐾 = 2max{sup
𝑅

⃒⃒⃒
𝜙
(𝑙)
𝑖

⃒⃒⃒ ⃒⃒
𝑖 = 1, 2, 𝑙 = 0, 2}.

В данной работе доказываем существование и единственность нелокального решения за-
дачи Коши (1), (2) в исходных координатах, если

𝜕𝑢𝑆1 > 0, 𝜕𝑣𝑆1 < 0, 𝜕𝑢𝑆2 > 0, 𝜕𝑣𝑆2 < 0 на 𝑍𝐾 ,

𝜙′1(𝑥) ⩾ 0, 𝜙′2(𝑥) ⩽ 0 на 𝑅, 𝜕𝑥𝑓1 ⩾ 0, 𝜕𝑥𝑓2 ⩽ 0, на Ω𝑇 ,

где 𝑍𝐾 = {(𝑢, 𝑣) |𝑢, 𝑣 ∈ [−𝐾,𝐾]} ,

𝐾 = max{sup
𝑅

⃒⃒⃒
𝜙
(𝑙)
𝑖

⃒⃒⃒ ⃒⃒
𝑖 = 1, 2, 𝑙 = 0, 2}+ 𝑇 max{sup

Ω𝑇

|𝑓1| , sup
Ω𝑇

|𝑓2| , sup
Ω𝑇

|𝜕𝑥𝑓1| , sup
Ω𝑇

|𝜕𝑥𝑓2|}.

2. Существование локального решения

С помощью метода дополнительного аргумента и преобразований получена система инте-
гральных уравнений [4]–[15]

𝜂1(𝑠, 𝑡, 𝑥) = 𝑥−
𝑡
∫
𝑠
𝑆1(𝑤1, 𝑤3)𝑑𝜈, (3)

𝜂2(𝑠, 𝑡, 𝑥) = 𝑥−
𝑡
∫
𝑠
𝑆2(𝑤4, 𝑤2)𝑑𝜈, (4)

𝑤1(𝑠, 𝑡, 𝑥) = 𝜙1(𝜂1(0, 𝑡, 𝑥)) +
𝑠
∫
0
𝑓1(𝜈, 𝜂1)𝑑𝜈, (5)

𝑤2(𝑠, 𝑡, 𝑥) = 𝜙2(𝜂2(0, 𝑡, 𝑥)) +
𝑠
∫
0
𝑓2(𝜈, 𝜂2)𝑑𝜈, (6)

𝑤3(𝑠, 𝑡, 𝑥) = 𝑤2(𝑠, 𝑠, 𝜂1), 𝑤4(𝑠, 𝑡, 𝑥) = 𝑤1(𝑠, 𝑠, 𝜂2). (7)
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Подставим (3), (4) в (5) - (7), получим следующую систему:

𝑤1(𝑠, 𝑡, 𝑥) = 𝜙1(𝑥−
𝑡
∫
0
𝑆1(𝑤1, 𝑤3)𝑑𝜈) +

𝑠
∫
0
𝑓1(𝜈, 𝑥−

𝑡
∫
𝜈
𝑆1(𝑤1, 𝑤3)𝑑𝜏)𝑑𝜈, (8)

𝑤2(𝑠, 𝑡, 𝑥) = 𝜙2(𝑥−
𝑡
∫
0
𝑆2(𝑤4, 𝑤2)𝑑𝜈) +

𝑠
∫
0
𝑓2(𝜈, 𝑥−

𝑡
∫
𝜈
𝑆2(𝑤4, 𝑤2)𝑑𝜏)𝑑𝜈, (9)

𝑤3(𝑠, 𝑡, 𝑥) = 𝑤2(𝑠, 𝑠, 𝑥−
𝑡
∫
𝑠
𝑆1(𝑤1, 𝑤3)𝑑𝜈), (10)

𝑤4(𝑠, 𝑡, 𝑥) = 𝑤1(𝑠, 𝑠, 𝑥−
𝑡
∫
𝑠
𝑆2(𝑤4, 𝑤2)𝑑𝜈). (11)

Мы будем писать, что константы 𝐾0, 𝐾1, 𝐾2... определяются через исходные данные, если
эти константы определяются через известные характеристики задачи, нормы и экстремумы
известных функций при помощи конечных алгебраических, дифференциальных или инте-
гральных выражений, то есть в рамках исходной задачи могут быть выражены конкретным
числом.

Справедливо утверждение

Утверждение 1. Если функции 𝑤𝑗 , 𝑗 = 1, 4, удовлетворяют системе интегральных
уравнений (8)–(11) и являются непрерывно дифференцируемыми и ограниченными вместе со
своими первыми производными, то функции 𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑤1(𝑡, 𝑡, 𝑥), 𝑣(𝑡, 𝑥) = 𝑤2(𝑡, 𝑡, 𝑥) будут
решением задачи Коши (1), (2) на Ω𝑇0, 𝑇0 ⩽ 𝑇 , где 𝑇0 – константа, определяемая через
исходные данные.

Утверждение доказывается аналогично утверждению из работ [4], [5], [6], [7], [11], [12].
Обозначим Γ𝑇 = {(𝑠, 𝑡, 𝑥)| 0 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇, 𝑥 ∈ (−∞,+∞), 𝑇 > 0},

𝐶𝜙 = max{sup
𝑅

⃒⃒⃒
𝜙
(𝑙)
𝑖

⃒⃒⃒ ⃒⃒
𝑖 = 1, 2, 𝑙 = 0, 2}, 𝐶𝑓 = max{sup

Ω𝑇

|𝑓1| , sup
Ω𝑇

|𝑓2| , sup
Ω𝑇

|𝜕𝑥𝑓1| , sup
Ω𝑇

|𝜕𝑥𝑓2|},

𝑍𝐾 = {(𝑢, 𝑣) |𝑢, 𝑣 ∈ [−𝐾,𝐾]} , где 𝐾 - произвольно зафиксированное положительное число,

𝑙 = max

{︃
sup
𝑍𝐾

|𝜕𝑢𝑆1| , sup
𝑍𝐾

|𝜕𝑣𝑆1| , sup
𝑍𝐾

|𝜕𝑢𝑆2| , sup
𝑍𝐾

|𝜕𝑣𝑆2|

}︃
, 𝐶1,2,2(Ω𝑇 ) – пространство функций

один раз дифференцируемых по переменной 𝑡, дважды дифференцируемых по переменной
𝑥, имеющих смешанные производные второго порядка и ограниченные вместе со своими про-
изводными на Ω𝑇 , 𝐶𝛼1,𝛼2,...𝛼𝑛(Ω*) – пространство функций, определенных, непрерывных и
ограниченных вместе со своими производными до порядка 𝛼𝑚 по 𝑚-му аргументу, 𝑚 = 1, 𝑛,
на неограниченном подмножестве Ω* ⊂ 𝑅𝑛, 𝑛 = 1, 2....,

‖𝑈‖ = sup
Γ𝑇

|𝑈(𝑠, 𝑡, 𝑥)| , ‖𝑓‖ = sup
Ω𝑇

|𝑓(𝑡, 𝑥)|.

Справедлива следующая теорема, в которой сформулированы условия существования ло-
кального решения задачи Коши (1), (2), которое имеет такую же гладкость по 𝑥, как и на-
чальные функции задачи Коши.

Теорема 1. Пусть 𝜙1, 𝜙2 ∈ 𝐶2(𝑅), 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐶2,2(Ω𝑇 ), 𝑆1, 𝑆2 ∈ 𝐶2,2(𝑍𝐾), где

𝑇 ⩽ min(
𝐶𝜙

4𝐶𝑓
,

3

40𝐶𝜙𝑙
), 𝐾 = 2𝐶𝜙,

и выполняются условия

𝜕𝑢𝑆1 > 0, 𝜕𝑣𝑆1 < 0, 𝜕𝑢𝑆2 > 0, 𝜕𝑣𝑆2 < 0 на 𝑍𝐾 ,
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𝜙′1(𝑥) ⩾ 0, 𝜙′2(𝑥) ⩽ 0 на 𝑅, 𝜕𝑥𝑓1 ⩾ 0, 𝜕𝑥𝑓2 ⩽ 0, на Ω𝑇 .

Тогда для любого 𝑇 ⩽ min(
𝐶𝜙

4𝐶𝑓
, 3
40𝐶𝜙𝑙

) задача Коши (1), (2) имеет единственное решение

𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑣(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶1,2,2(Ω𝑇 ), которое определяется из системы интегральных уравнений (8)–
(11).

Доказательство теоремы разбито на две леммы.

Лемма 1. При выполнеии условий

𝜙1, 𝜙2 ∈ 𝐶2(𝑅), 𝑓1(𝑡, 𝑥), 𝑓2(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶2,2(Ω𝑇 ), 𝑆1, 𝑆2 ∈ 𝐶2,2(𝑍𝐾), 𝐾 = 2𝐶𝜙

и

𝑇 ⩽ min(
𝐶𝜙

4𝐶𝑓
,

3

40𝐶𝜙𝑙
) (12)

система интегральных уравнений (8)–(11) имеет единственное решение 𝑤𝑗 ∈ 𝐶1,1,1(Γ𝑇 ).

Доказательство. Доказательство этой леммы проводится по схеме, изложенной в [11].
Нулевое приближение к решению системы интегральных уравнений (8)–(11) зададим равен-
ствами: 𝑤10(𝑠, 𝑡, 𝑥) = 𝜙1(𝑥), 𝑤20(𝑠, 𝑡, 𝑥) = 𝜙2(𝑥).

Первое и последующие приближения системы уравнений (8)–(11) определим при помощи
последовательности систем уравнений (𝑛 = 1, 2, . . .)

𝑤1𝑛 = 𝜙1(𝑥−
𝑡
∫
0
𝑆1(𝑤1𝑛, 𝑤3𝑛)𝑑𝜈) +

𝑠
∫
0
𝑓1(𝜈, 𝑥−

𝑡
∫
𝜈
𝑆1(𝑤1𝑛, 𝑤3𝑛)𝑑𝜏)𝑑𝜈, (13)

𝑤2𝑛 = 𝜙2(𝑥−
𝑡
∫
0
𝑆2(𝑤4𝑛, 𝑤2𝑛)𝑑𝜈) +

𝑠
∫
0
𝑓2(𝜈, 𝑥−

𝑡
∫
𝜈
𝑆2(𝑤4𝑛, 𝑤2𝑛)𝑑𝜏)𝑑𝜈, (14)

𝑤3𝑛 = 𝑤2(𝑛−1)(𝑠, 𝑠, 𝑥−
𝑡
∫
𝑠
𝑆1(𝑤1𝑛, 𝑤3𝑛)𝑑𝜈), (15)

𝑤4𝑛 = 𝑤1(𝑛−1)(𝑠, 𝑠, 𝑥−
𝑡
∫
𝑠
𝑆2(𝑤4𝑛, 𝑤2𝑛)𝑑𝜈). (16)

Для системы уравнений (13)–(16) нулевое приближение определим равенствами:

𝑤0
𝑗𝑛 = 𝑤𝑗(𝑛−1), 𝑗 = 1, 4.

Для системы уравнений (13)–(16) первое и все последующие приближения определим на ос-
нове соотношений

𝑤𝑘+1
1𝑛 = 𝜙1(𝑥−

𝑡
∫
0
𝑆1(𝑤

𝑘
1𝑛, 𝑤

𝑘
3𝑛)𝑑𝜈) +

𝑠
∫
0
𝑓1(𝜈, 𝑥−

𝑡
∫
𝜈
𝑆1(𝑤

𝑘
1𝑛, 𝑤

𝑘
3𝑛)𝑑𝜏)𝑑𝜈, (17)

𝑤𝑘+1
2𝑛 = 𝜙2(𝑥−

𝑡
∫
0
𝑆2(𝑤

𝑘
4𝑛, 𝑤

𝑘
2𝑛)𝑑𝜈) +

𝑠
∫
0
𝑓2(𝜈, 𝑥−

𝑡
∫
𝜈
𝑆2(𝑤

𝑘
4𝑛, 𝑤

𝑘
2𝑛)𝑑𝜏)𝑑𝜈, (18)

𝑤𝑘+1
3𝑛 = 𝑤2(𝑛−1)(𝑠, 𝑠, 𝑥−

𝑡
∫
𝑠
𝑆1(𝑤

𝑘
1𝑛, 𝑤

𝑘
3𝑛)𝑑𝜈), (19)

𝑤𝑘+1
4𝑛 = 𝑤1(𝑛−1)(𝑠, 𝑠, 𝑥−

𝑡
∫
𝑠
𝑆2(𝑤

𝑘
4𝑛, 𝑤

𝑘
2𝑛)𝑑𝜈). (20)

Так же, как в [5], [6], [7], [11], при выполнении условия

𝑇 ⩽ min(
𝐶𝜙

2𝐶𝑓
,

1

12𝐶𝜙𝑙
) (21)
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получаем, что последовательные приближения (17)–(20) сходятся к непрерывному и ограни-
ченному решению системы (13)–(16), у которого существуют непрерывные и ограниченные
производные 𝜕𝑥𝑤𝑗𝑛, 𝑗 = 1, 4. Справедливы оценки

‖𝑤𝑗𝑛‖ ⩽ 2𝐶𝜙, 𝑗 = 1, 4, ‖𝜕𝑥𝑤1𝑛‖ ⩽ 4𝐶𝜙, ‖𝜕𝑥𝑤2𝑛‖ ⩽ 4𝐶𝜙, ‖𝜕𝑥𝑤3𝑛‖ ⩽ 8𝐶𝜙, ‖𝜕𝑥𝑤4𝑛‖ ⩽ 8𝐶𝜙.

Так же, как в [5], [6], [7], [11], при выполнении условия (12) получаем, что последова-
тельные приближения (13)–(16) сходятся к непрерывному и ограниченному решению системы
(8)–(11), у которого существуют непрерывные и ограниченные производные 𝜕𝑥𝑤𝑗 , 𝑗 = 1, 4.
Справедливы оценки

‖𝑤𝑗‖ ⩽ 2𝐶𝜙, 𝑗 = 1, 4, ‖𝜕𝑥𝑤𝑖‖ ⩽ 4𝐶𝜙, 𝑖 = 1, 2, ‖𝜕𝑥𝑤3‖ ⩽ 8𝐶𝜙, ‖𝜕𝑥𝑤4‖ ⩽ 8𝐶𝜙.

Аналогично доказывается, что 𝑤𝑗 , 𝑗 = 1, 4, имеют непрерывные и ограниченные производные
по переменной 𝑡 на Γ𝑇 . Единственность решения доказывается так же, как в статье [11].

Введем условия

𝜕𝑢𝑆1 > 0, 𝜕𝑣𝑆1 < 0, 𝜕𝑢𝑆2 > 0, 𝜕𝑣𝑆2 < 0, (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑍𝐾 ,

𝜙′1(𝑥) ⩾ 0, 𝜙′2(𝑥) ⩽ 0, 𝑥 ∈ 𝑅, 𝜕𝑥𝑓1 ⩾ 0, 𝜕𝑥𝑓2 ⩽ 0, (𝑡, 𝑥) ∈ Ω𝑇 . (22)

Лемма 2. Пусть 𝜙1, 𝜙2 ∈ 𝐶2(𝑅), 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐶2,2(Ω𝑇 ), 𝑆1, 𝑆2 ∈ 𝐶2,2(𝑍𝐾), 𝐾 = 2𝐶𝜙, тогда
при выполнении условий (12), (22) функции 𝑤𝑗 , 𝑗 = 1, 4, представляющие собой решение

системы уравнений (8)–(11), имеют непрерывные и ограниченные производные
𝜕2𝑤𝑗

𝜕𝑥2 ,
𝜕2𝑤𝑗

𝜕𝑥𝜕𝑡 ,

𝑗 = 1, 4 на Γ𝑇 , где 𝑇 ⩽ min(
𝐶𝜙

4𝐶𝑓
, 3
40𝐶𝜙𝑙

).

Доказательство.

Дважды продифференцируем последовательные приближения (13)–(16) по 𝑥 и обозначим
𝜔𝑛
𝑗 = 𝑤𝑗𝑛𝑥𝑥, 𝑗 = 1, 4. В результате придем к системе уравнений

𝜔𝑛
1 (𝑠, 𝑡, 𝑥) = −𝜙′1(𝑥−

𝑡
∫
0
𝑆1(𝑤1𝑛, 𝑤3𝑛)𝑑𝜈)

𝑡
∫
0
(𝜕𝑢𝑆1𝜔

𝑛
1 + 𝜕𝑣𝑆1𝜔

𝑛
3 )𝑑𝜈 −

−
𝑠
∫
0
𝜕𝑥𝑓1

𝑡
∫
𝜈
(𝜕𝑢𝑆1𝜔

𝑛
1 + 𝜕𝑣𝑆1𝜔

𝑛
3 )𝑑𝜏𝑑𝜈 +𝐺1(𝑠, 𝑡, 𝑥, 𝑤1𝑛, 𝑤3𝑛, 𝑤1𝑛𝑥, 𝑤3𝑛𝑥), (23)

𝜔𝑛
2 (𝑠, 𝑡, 𝑥) = −𝜙′2(𝑥−

𝑡
∫
0
𝑆2(𝑤4𝑛, 𝑤2𝑛)𝑑𝜈)

𝑡
∫
0
(𝜕𝑢𝑆2𝜔

𝑛
4 + 𝜕𝑣𝑆2𝜔

𝑛
2 )𝑑𝜈 −

−
𝑠
∫
0
𝜕𝑥𝑓2

𝑡
∫
𝜈
(𝜕𝑢𝑆2𝜔

𝑛
4 + 𝜕𝑣𝑆2𝜔

𝑛
2 )𝑑𝜏𝑑𝜈 +𝐺2(𝑠, 𝑡, 𝑥, 𝑤2𝑛, 𝑤4𝑛, 𝑤2𝑛𝑥, 𝑤4𝑛𝑥), (24)

𝜔𝑛
3 (𝑠, 𝑡, 𝑥) = 𝜔𝑛−1

2 · (1−
𝑡
∫
𝑠
(𝜕𝑢𝑆1𝑤1𝑛𝑥 + 𝜕𝑣𝑆1𝑤3𝑛𝑥)𝑑𝜈)

2 − 𝑤2(𝑛−1)𝑥
𝑡
∫
𝑠
(𝜕𝑢𝑆1𝜔

𝑛
1 + 𝜕𝑣𝑆1𝜔

𝑛
3 )𝑑𝜈 +

+𝐺3(𝑠, 𝑡, 𝑥, 𝑤1𝑛, 𝑤3𝑛, 𝑤1𝑛𝑥, 𝑤3𝑛𝑥), (25)

𝜔𝑛
4 (𝑠, 𝑡, 𝑥) = 𝜔𝑛−1

1 · (1−
𝑡
∫
𝑠
(𝜕𝑢𝑆2𝑤4𝑛𝑥 + 𝜕𝑣𝑆2𝑤2𝑛𝑥)𝑑𝜈)

2 − 𝑤1(𝑛−1)𝑥
𝑡
∫
𝑠
(𝜕𝑢𝑆2𝜔

𝑛
4 + 𝜕𝑣𝑆2𝜔

𝑛
2 )𝑑𝜈 +

+𝐺4(𝑠, 𝑡, 𝑥, 𝑤2𝑛, 𝑤4𝑛, 𝑤2𝑛𝑥, 𝑤4𝑛𝑥), (26)

где 𝐺𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, 4 – известные функции.
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При выполнении условия (12), учитывая оценки ‖𝑤𝑗𝑛‖ ⩽ 2𝐶𝜙, 𝑗 = 1, 4, получаем

|
𝑡
∫
𝑠
𝑆1(𝑤1𝑛, 𝑤3𝑛)𝑑𝜈| ⩽ 𝑆𝐾𝑇, |

𝑡
∫
𝑠
𝑆2(𝑤4𝑛, 𝑤2𝑛)𝑑𝜈| ⩽ 𝑆𝐾𝑇,

𝑆𝐾 = max

{︃
sup
𝑍𝐾

|𝑆1| , sup
𝑍𝐾

|𝑆2|

}︃
, 𝐾 = 2𝐶𝜙.

Зафиксируем точку 𝑥0 ∈ 𝑅. Рассмотрим множество

Ω𝑥0 = {𝑥 |𝑥0 − 𝑆𝐾𝑇 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑥0 + 𝑆𝐾𝑇}, 𝐾 = 2𝐶𝜙.

Возьмем 𝑥1, 𝑥2 ∈ Ω𝑥0 .
Докажем, что справедливы неравенства

|𝜂1𝑛 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜂1𝑛 (𝑠, 𝑡, 𝑥2) | ⩽ |𝑥1 − 𝑥2|, (27)

|𝜂2𝑛 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜂2𝑛 (𝑠, 𝑡, 𝑥2) | ⩽ |𝑥1 − 𝑥2|, (28)

где

𝜂1𝑛(𝑠, 𝑡, 𝑥) = 𝑥−
𝑡
∫
𝑠
𝑆1(𝑤1𝑛, 𝑤3𝑛)𝑑𝜈,

𝜂2𝑛(𝑠, 𝑡, 𝑥) = 𝑥−
𝑡
∫
𝑠
𝑆2(𝑤4𝑛, 𝑤2𝑛)𝑑𝜈.

Продифференцировав последовательные приближения (13)–(16) по 𝑥, получим

𝑤1𝑛𝑥 = 𝜙′1(𝑥−
𝑡
∫
0
𝑆1(𝑤1𝑛, 𝑤3𝑛)𝑑𝜈)(1−

𝑡
∫
0
(𝜕𝑢𝑆1𝑤1𝑛𝑥 + 𝜕𝑣𝑆1𝑤3𝑛𝑥)𝑑𝜈)+

+
𝑠
∫
0
𝜕𝑥𝑓1(1−

𝑡
∫
𝜈
(𝜕𝑢𝑆1𝑤1𝑛𝑥 + 𝜕𝑣𝑆1𝑤3𝑛𝑥)𝑑𝜏)𝑑𝜈, (29)

𝑤2𝑛𝑥 = 𝜙′2(𝑥−
𝑡
∫
0
𝑆2(𝑤4𝑛, 𝑤2𝑛)𝑑𝜈)(1−

𝑡
∫
0
(𝜕𝑢𝑆2𝑤4𝑛𝑥 + 𝜕𝑣𝑆2𝑤2𝑛𝑥)𝑑𝜈)+

+
𝑠
∫
0
𝜕𝑥𝑓2(1−

𝑡
∫
𝜈
(𝜕𝑢𝑆2𝑤4𝑛𝑥 + 𝜕𝑣𝑆2𝑤2𝑛𝑥)𝑑𝜏)𝑑𝜈, (30)

𝑤3𝑛𝑥 = 𝑤2(𝑛−1)𝑥(1−
𝑡
∫
𝑠
(𝜕𝑢𝑆1𝑤1𝑛𝑥 + 𝜕𝑣𝑆1𝑤3𝑛𝑥)𝑑𝜈), (31)

𝑤4𝑛𝑥 = 𝑤1(𝑛−1)𝑥(1−
𝑡
∫
𝑠
(𝜕𝑢𝑆2𝑤4𝑛𝑥 + 𝜕𝑣𝑆2𝑤2𝑛𝑥)𝑑𝜈). (32)

Предположим, что
𝑤1(𝑛−1)𝑥 ⩾ 0, 𝑤2(𝑛−1)𝑥 ⩽ 0. (33)

При выполнении условия (12) с учетом оценок

‖𝜕𝑥𝑤1𝑛‖ ⩽ 4𝐶𝜙, ‖𝜕𝑥𝑤2𝑛‖ ⩽ 4𝐶𝜙, ‖𝜕𝑥𝑤3𝑛‖ ⩽ 8𝐶𝜙, ‖𝜕𝑥𝑤4𝑛‖ ⩽ 8𝐶𝜙

получаем, что для всех 𝑛 ∈ 𝑁 на Γ𝑇 справедливы неравенства:

1−
𝑡
∫
𝑠
(𝜕𝑢𝑆1𝑤1𝑛𝑥 + 𝜕𝑣𝑆1𝑤3𝑛𝑥)𝑑𝜈 > 0, 1−

𝑡
∫
0
(𝜕𝑢𝑆2𝑤4𝑛𝑥 + 𝜕𝑣𝑆2𝑤2𝑛𝑥)𝑑𝜈 > 0. (34)

Из (31), (32), (33), (34) следует, что 𝑤3𝑛𝑥 ⩽ 0, 𝑤4𝑛𝑥 ⩾ 0.
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Из (2), (2) при выполнении условий (22) с учетом неравенств (34), получаем

𝑤1𝑛𝑥 ⩾ 0, 𝑤2𝑛𝑥 ⩽ 0.

Так как 𝑤1𝑛𝑥 ⩾ 0, 𝑤2𝑛𝑥 ⩽ 0, 𝑤3𝑛𝑥 ⩽ 0, 𝑤4𝑛𝑥 ⩾ 0, то

1−
𝑡
∫
𝑠
(𝜕𝑢𝑆1𝑤1𝑛𝑥 + 𝜕𝑣𝑆1𝑤3𝑛𝑥)𝑑𝜈 ⩽ 1, 1−

𝑡
∫
𝑠
(𝜕𝑢𝑆2𝑤4𝑛𝑥 + 𝜕𝑣𝑆2𝑤2𝑛𝑥)𝑑𝜈 ⩽ 1. (35)

В силу неравенств (34) и (35), по теореме о конечных приращениях получаем, что спра-
ведливы неравенства (27), (28).

Так же, как в [5], [6], при выполнении условий (12), (22) получаем, что справедливы нера-
вества

|𝜔𝑛
1 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔𝑛

1 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)| < Φ1𝑛+

+0.1(|𝜔𝑛
1 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔𝑛

1 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)|+ |𝜔𝑛
3 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔𝑛

3 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)|),

|𝜔𝑛
3 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔𝑛

3 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)| < Φ2𝑛 +
⃒⃒
𝜔𝑛−1
2 (𝑠, 𝑠, 𝜂1𝑛 (𝑠, 𝑡, 𝑥1))− 𝜔𝑛−1

2 (𝑠, 𝑠, 𝜂1𝑛(𝑠, 𝑡, 𝑥2))
⃒⃒
+

+0.3(|𝜔𝑛
1 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔𝑛

1 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)|+ |𝜔𝑛
3 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔𝑛

3 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)|),

где Φ1𝑛, Φ2𝑛 - последовательности такие, что для любого сколько угодно малого числа 𝜀 можно
подобрать такое 𝛿 > 0, что для всех 𝑛 будет Φ1𝑛 < 0.5𝜀, Φ2𝑛 < 0.5𝜀 при |𝑥1 − 𝑥2| < 𝛿.

Следовательно,
|𝜔𝑛

1 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔𝑛
1 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)| < 0.5𝜀+

+0.1(|𝜔𝑛
1 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔𝑛

1 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)|+ |𝜔𝑛
3 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔𝑛

3 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)|),

|𝜔𝑛
3 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔𝑛

3 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)| < 0.5𝜀+ |𝜔𝑛−1
2 (𝑠, 𝑠, 𝜂1𝑛 (𝑠, 𝑡, 𝑥1))− 𝜔𝑛−1

2 (𝑠, 𝑠, 𝜂1𝑛 (𝑠, 𝑡, 𝑥2))|+

+0.3(|𝜔𝑛
1 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔𝑛

1 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)|+ |𝜔𝑛
3 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔𝑛

3 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)|).

Доказано, что при |𝑥1 − 𝑥2| < 𝛿 справедливы неравенства:

|𝜔0
𝑖 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔0

𝑖 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)| < 𝜀, |𝜔1
𝑖 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔1

𝑖 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)| < 𝜀, 𝑖 = 1, 2.

Предположим, что для некоторого 𝑛− 1, (𝑛 = 1, 2, . . .) при |𝑥1 − 𝑥2| < 𝛿:

|𝜔(𝑛−1)
1 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔

(𝑛−1)
1 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)| < 𝜀, |𝜔(𝑛−1)

2 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔
(𝑛−1)
2 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)| < 𝜀.

Тогда
|𝜔𝑛

1 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔𝑛
1 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)| < 0.5𝜀+

+0.1(|𝜔𝑛
1 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔𝑛

1 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)|+ |𝜔𝑛
3 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔𝑛

3 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)|), (36)

|𝜔𝑛
3 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔𝑛

3 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)| < 1.5𝜀+

+0.3(|𝜔𝑛
1 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔𝑛

1 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)|+ |𝜔𝑛
3 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔𝑛

3 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)|). (37)

Сложим неравенства (2) и (2), получим:

|𝜔𝑛
1 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔𝑛

1 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)|+ |𝜔𝑛
3 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔𝑛

3 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)| < 2𝜀

+0.4(|𝜔𝑛
1 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔𝑛

1 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)|+ |𝜔𝑛
3 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔𝑛

3 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)|).

Следовательно,

|𝜔𝑛
1 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔𝑛

1 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)|+ |𝜔𝑛
3 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔𝑛

3 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)| <
10

3
𝜀. (38)

Из неравенств (2) и (38) следует, что |𝜔𝑛
1 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔𝑛

1 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)| < 𝜀 при |𝑥1 − 𝑥2| < 𝛿.
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Аналогично |𝜔𝑛
2 (𝑠, 𝑡, 𝑥1)− 𝜔𝑛

2 (𝑠, 𝑡, 𝑥2)| < 𝜀 при |𝑥1 − 𝑥2| < 𝛿.

Итак, последовательности {𝜔𝑛
𝑖 (𝑠, 𝑡, 𝑥)}, 𝑖 = 1, 2 равностепенно непрерывны по 𝑥 при

𝑥 ∈ Ω𝑥0 .

Рассмотрим систему уравнений

𝜔̃𝑛
1 = −𝜙′1(𝑥−

𝑡
∫
0
𝑆1(𝑤1, 𝑤3)𝑑𝜈)

𝑡
∫
0
(𝜕𝑢𝑆1𝜔̃

𝑛
1 + 𝜕𝑣𝑆1𝜔̃

𝑛
3 )𝑑𝜈 −

−
𝑠
∫
0
𝜕𝑥𝑓1

𝑡
∫
𝜈
(𝜕𝑢𝑆1𝜔̃

𝑛
1 + 𝜕𝑣𝑆1𝜔̃

𝑛
3 )𝑑𝜏𝑑𝜈 +𝐺1(𝑠, 𝑡, 𝑥, 𝑤1, 𝑤3, 𝑤1𝑥, 𝑤3𝑥), (39)

𝜔̃𝑛
2 = −𝜙′2(𝑥−

𝑡
∫
0
𝑆2(𝑤4, 𝑤2)𝑑𝜈)

𝑡
∫
0
(𝜕𝑢𝑆2𝜔̃

𝑛
4 + 𝜕𝑣𝑆2𝜔̃

𝑛
2 )𝑑𝜈 −

−
𝑠
∫
0
𝜕𝑥𝑓2

𝑡
∫
𝜈
(𝜕𝑢𝑆2𝜔̃

𝑛
4 + 𝜕𝑣𝑆2𝜔̃

𝑛
2 )𝑑𝜏𝑑𝜈 +𝐺2(𝑠, 𝑡, 𝑥, 𝑤2, 𝑤4, 𝑤2𝑥, 𝑤4𝑥), (40)

𝜔̃𝑛
3 = 𝜔̃𝑛−1

2 · (1−
𝑡
∫
𝑠
(𝜕𝑢𝑆1𝑤1𝑥 + 𝜕𝑣𝑆1𝑤3𝑥)𝑑𝜈)

2 − 𝑤2𝑥

𝑡
∫
𝑠
(𝜕𝑢𝑆1𝜔̃

𝑛
1 + 𝜕𝑣𝑆1𝜔̃

𝑛
3 )𝑑𝜈+

+𝐺3(𝑠, 𝑡, 𝑥, 𝑤1, 𝑤3, 𝑤1𝑥, 𝑤3𝑥), (41)

𝜔̃𝑛
4 = 𝜔̃𝑛−1

1 · (1−
𝑡
∫
𝑠
(𝜕𝑢𝑆2𝑤4𝑥 + 𝜕𝑣𝑆2𝑤2𝑥)𝑑𝜈)

2 − 𝑤1𝑥

𝑡
∫
𝑠
(𝜕𝑢𝑆2𝜔̃

𝑛
4 + 𝜕𝑣𝑆2𝜔̃

𝑛
2 )𝑑𝜈+

+𝐺4(𝑠, 𝑡, 𝑥, 𝑤2, 𝑤4, 𝑤2𝑥, 𝑤4𝑥), (42)

где 𝐺𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, 4 – известные функции.
При выполнении условий (12), (22) при каждом 𝑛 существует решение системы (39)–(2),

𝜔̃𝑛
𝑗 → 𝜔̃𝑗 , 𝑗 = 1, 4. Справедливы оценки

‖𝜔̃1‖ ⩽ 2𝐶𝜙, ‖𝜔̃2‖ ⩽ 2𝐶𝜙, ‖𝜔̃3‖ ⩽ 4𝐶𝜙, ‖𝜔̃4‖ ⩽ 4𝐶𝜙.

При выполнении условий (12), (22) доказано, что последовательные приближения 𝜔𝑛
𝑗 схо-

дятся к функциям 𝜔̃𝑗 , 𝑗 = 1, 4 при 𝑛→ ∞ на Γ𝑇 .

При выполнении условий (12), (22) доказано, что 𝑤𝑗𝑛𝑥𝑥 → 𝑤𝑗𝑥𝑥 = 𝜔̃𝑗 , где функции
𝜕2𝑤𝑗

𝜕𝑥2 ,
𝑗 = 1, 4, непрерывны и ограничены на Γ𝑇 .

При выполнении условий (12), (22) доказано, что существуют непрерывные и ограниченные

производные 𝜕2𝑤𝑗

𝜕𝑥𝜕𝑡 , 𝑗 = 1, 4 на Γ𝑇 .

3. Существование нелокального решения

Справедлива теорема, в которой сформулированы достаточные условия существования и
единственности нелокального решения задачи Коши в исходных координатах (для заданного
конечного промежутка 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]).

Теорема 2. Пусть 𝜙1, 𝜙2 ∈ 𝐶2(𝑅), 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐶2,2(Ω𝑇 ), 𝑆1, 𝑆2 ∈ 𝐶2,2(𝑍𝐾), 𝐾 = 𝐶𝜙+𝑇𝐶𝑓 и
выполняются условия (22). Тогда для любого 𝑇 > 0 задача Коши (1), (2) имеет единственное
решение 𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑣(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶1,2,2(Ω𝑇 ), которое определяется из системы интегральных уравне-
ний (8)–(11).
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Доказательство. Для доказательства существования нелокального решения исходной за-
дачи и вывода для него глобальных оценок, надо дополнить систему (3)–(7) двумя уравнени-
ями. Сначала продифференцируем систему уравнений (1) по 𝑥 и обозначим

𝑝(𝑡, 𝑥) = 𝜕𝑥𝑢(𝑡, 𝑥), 𝑞(𝑡, 𝑥) = 𝜕𝑥𝑣(𝑡, 𝑥).

Получим систему ⎧⎨⎩
𝜕𝑡𝑝+ 𝑆1(𝑢, 𝑣)𝜕𝑥𝑝 = −𝜕𝑢𝑆1𝑝2 − 𝜕𝑣𝑆1𝑝𝑞 + 𝜕𝑥𝑓1,
𝜕𝑡𝑞 + 𝑆2(𝑢, 𝑣)𝜕𝑥𝑞 = −𝜕𝑣𝑆2𝑞2 − 𝜕𝑢𝑆2𝑝𝑞 + 𝜕𝑥𝑓2,
𝑝(0, 𝑥) = 𝜙′1(𝑥), 𝑞(0, 𝑥) = 𝜙′2(𝑥).

(43)

Добавим к системе уравнений (3)–(7) два уравнения{︃
𝑑𝛾1(𝑠,𝑡,𝑥)

𝑑𝑠 = −𝜕𝑢𝑆1𝛾21(𝑠, 𝑡, 𝑥)− 𝜕𝑣𝑆1𝛾1(𝑠, 𝑡, 𝑥)𝛾2(𝑠, 𝑠, 𝜂1) + 𝜕𝑥𝑓1(𝑠, 𝜂1),
𝑑𝛾2(𝑠,𝑡,𝑥)

𝑑𝑠 = −𝜕𝑣𝑆2𝛾22(𝑠, 𝑡, 𝑥)− 𝜕𝑢𝑆2𝛾1(𝑠, 𝑠, 𝜂2)𝛾2(𝑠, 𝑡, 𝑥) + 𝜕𝑥𝑓2(𝑠, 𝜂2),
(44)

с начальными условиями

𝛾1(0, 𝑡, 𝑥) = 𝜙′1(𝜂1), 𝛾2(0, 𝑡, 𝑥) = 𝜙′2(𝜂2). (45)

Перепишем систему уравнений (44) в следующем виде⎧⎪⎨⎪⎩
𝛾1 (𝑠, 𝑡, 𝑥) = 𝜙′1(𝜂1) +

𝑠
∫
0
[−𝜕𝑢𝑆1𝛾21 − 𝜕𝑣𝑆1𝛾1𝛾2(𝜈, 𝜈, 𝜂1) + 𝜕𝑥𝑓1]𝑑𝜈,

𝛾2(𝑠, 𝑡, 𝑥) = 𝜙′2(𝜂2) +
𝑠
∫
0
[−𝜕𝑣𝑆2𝛾22 − 𝜕𝑢𝑆2𝛾2𝛾1(𝜈, 𝜈, 𝜂2) + 𝜕𝑥𝑓2]𝑑𝜈.

⎫⎪⎬⎪⎭ (46)

Доказательство существования непрерывного решения системы (46) на Γ𝑇 при выполнении
условий (12), (22) проводится с помощью метода последовательных приближений. Определим
последовательные приближения:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝛾𝑛+1
1 (𝑠, 𝑡, 𝑥) = 𝜙′1(𝜂1) +

𝑠∫︀
0

[−𝜕𝑢𝑆1(𝛾𝑛1 )
2 − 𝜕𝑣𝑆1𝛾

𝑛
1 𝛾

𝑛
2 (𝜈, 𝜈, 𝜂1) + 𝜕𝑥𝑓1]𝑑𝜈,

𝛾𝑛+1
2 (𝑠, 𝑡, 𝑥) = 𝜙′2(𝜂2) +

𝑠∫︀
0

[−𝜕𝑣𝑆2(𝛾𝑛2 )
2 − 𝜕𝑢𝑆2𝛾

𝑛
2 𝛾

𝑛
1 (𝜈, 𝜈, 𝜂2) + 𝜕𝑥𝑓2]𝑑𝜈,

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (47)

при этом 𝛾01(𝑠, 𝑡, 𝑥) = 𝜙′1(𝜂1), 𝛾02(𝑠, 𝑡, 𝑥) = 𝜙′2(𝜂2).
Аналогично, как [4], [5], [6], [7], доказано, что последовательные приближения (47) сходятся

к непрерывному и оганиченному решению системы (46), у которого существуют непрерывные
и оганиченные производные по 𝑡 и 𝑥. Следовательно,

𝛾1(𝑡, 𝑡, 𝑥) = 𝑝(𝑡, 𝑥) =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
, 𝛾2(𝑡, 𝑡, 𝑥) = 𝑞(𝑡, 𝑥) =

𝜕𝑣

𝜕𝑥
.

Из (5), (6), учитывая, что 𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑤1(𝑡, 𝑡, 𝑥), 𝑣(𝑡, 𝑥) = 𝑤2(𝑡, 𝑡, 𝑥), получаем при всех 𝑡 и 𝑥
на Ω𝑇 справедливы оценки

‖𝑢‖ ⩽ 𝐶𝜙 + 𝑇𝐶𝑓 , ‖𝑣‖ ⩽ 𝐶𝜙 + 𝑇𝐶𝑓 . (48)

Из (44) получаем систему:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛾1 (𝑠, 𝑡, 𝑥) = 𝜙′1(𝜂1) exp(−
𝑠
∫
0
(𝜕𝑢𝑆1𝛾1 + 𝜕𝑣𝑆1𝛾2) 𝑑𝜈)+

+
𝑠
∫
0
𝜕𝑥𝑓1 exp(−

𝑠
∫
𝜏
(𝜕𝑢𝑆1𝛾1 + 𝜕𝑣𝑆1𝛾2) 𝑑𝜈)𝑑𝜏,

𝛾2(𝑠, 𝑡, 𝑥) = 𝜙′2(𝜂2) exp(−
𝑠
∫
0
(𝜕𝑢𝑆2𝛾1 + 𝜕𝑣𝑆2𝛾2) 𝑑𝜈)+

+
𝑠
∫
0
𝜕𝑥𝑓2 exp(−

𝑠
∫
𝜏
(𝜕𝑢𝑆2𝛾1 + 𝜕𝑣𝑆2𝛾2) 𝑑𝜈)𝑑𝜏.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (49)
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Из (49) при выполнении условий 𝜙′1(𝑥) ⩾ 0, 𝜙′2(𝑥) ⩽ 0, 𝑥 ∈ 𝑅, 𝜕𝑥𝑓1 ⩾ 0, 𝜕𝑥𝑓2 ⩽ 0, (𝑡, 𝑥) ∈
∈ Ω𝑇 , следует, что 𝛾1 ⩾ 0, 𝛾2 ⩽ 0 на Γ𝑇 . Так как 𝛾1 ⩾ 0, 𝛾2 ⩽ 0 на Γ𝑇 , то при выполнении
условий 𝜕𝑢𝑆1 > 0, 𝜕𝑣𝑆1 < 0, 𝜕𝑢𝑆2 > 0, 𝜕𝑣𝑆2 < 0, (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑍𝐾 , 𝐾 = 𝐶𝜙 + 𝑇𝐶𝑓 , получаем, что
справедливы оценки ‖𝛾𝑖‖ ⩽ 𝐶𝜙 + 𝑇𝐶𝑓 , 𝑖 = 1, 2. Следовательно,

‖𝜕𝑥𝑢‖ ⩽ 𝐶𝜙 + 𝑇𝐶𝑓 , ‖𝜕𝑥𝑣‖ ⩽ 𝐶𝜙 + 𝑇𝐶𝑓 . (50)

Так же, как в [4], [6], доказано, что при всех 𝑡 и 𝑥 справедливы оценки:

|𝜕2𝑥2𝑢| ⩽ 𝐸11𝑐ℎ
(︁
𝑡
√︀
𝐶12𝐶21

)︁
+
𝐸21𝐶12 + 𝐶13√

𝐶12𝐶21
𝑠ℎ
(︁
𝑡
√︀
𝐶12𝐶21

)︁
+ 𝐶12𝐶23𝑡

2, (51)

|𝜕2𝑥2𝑣| ⩽ 𝐸21𝑐ℎ
(︁
𝑡
√︀
𝐶12𝐶21

)︁
+
𝐸11𝐶21 + 𝐶23√

𝐶12𝐶21
𝑠ℎ
(︁
𝑡
√︀
𝐶12𝐶21

)︁
+ 𝐶21𝐶13𝑡

2, (52)

где 𝐸11, 𝐸21, 𝐶12, 𝐶13, 𝐶21, 𝐶23 – постоянные, которые определяются через исходные данные.
Полученные глобальные оценки для 𝑢, 𝑣, 𝜕𝑥𝑢, 𝜕𝑥𝑣, 𝜕2𝑥2𝑢, 𝜕

2
𝑥2𝑣 ((48), (50)–(52)) дают воз-

можность продолжить решение на любой заданный промежуток [0, 𝑇 ].
Возьмем в качестве начальных значений 𝑢(𝑇0, 𝑥), 𝑣(𝑇0, 𝑥), используя теорему 1, продлим

решение на промежуток [𝑇0, 𝑇1] , а затем, возьмем начальные значения 𝑢(𝑇1, 𝑥), 𝑣(𝑇1, 𝑥), ис-
пользуя теорему 1, продлим решение на промежуток [𝑇1, 𝑇2]. В результате за конечное число
шагов решение может быть продлено на любой заданный промежуток [0, 𝑇 ]. Единственность
решения доказывается применением аналогичных оценок, которые позволили установить схо-
димость последовательных приближений.

4. Заключение

С помощью метода дополнительного аргумента определен вариант достаточных условий
существования и единственности локального решения задачи Коши (1), (2), которое имеет
такую же гладкость по 𝑥, как и начальные функции задачи Коши и вариант достаточных
условий существования и единственности нелокального решения задачи Коши (1), (2), где
𝑓1(𝑡, 𝑥), 𝑓2(𝑡, 𝑥), 𝑆1, 𝑆2 – известные функции.
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