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Аннотация

Классическим свойством непостоянной 2𝑟-периодической функции на вещественной оси
является отсутствие у нее периода, несоизмеримого с 𝑟. Одним из многомерных аналогов
этого утверждения является следующая хорошо известная теорема Л. Зальцмана о двух
радиусах: для существования ненулевой локально суммируемой функции 𝑓 : R𝑛 → C с
нулевыми интегралами по всем шарам радиусов 𝑟1 и 𝑟2 в R𝑛, необходимо и достаточно,
чтобы 𝑟1/𝑟2 ∈ 𝐸𝑛, где 𝐸𝑛 — множество всевозможных отношений положительных нулей
функции Бесселя 𝐽𝑛/2. Условие 𝑟1/𝑟2 /∈ 𝐸𝑛 эквивалентно равенству 𝒵+

(︀̃︀𝜒𝑟1

)︀
∩𝒵+

(︀̃︀𝜒𝑟2

)︀
= ∅,

где 𝜒𝑟 — индикатор шара 𝐵𝑟 = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| < 𝑟}, ̃︀𝜒𝑟 — сферическое преобразование
(преобразование Фурье-Бесселя) индикатора 𝜒𝑟, 𝒵+(̃︀𝜒𝑟)— множество всех положительных
нулей четной целой функции ̃︀𝜒𝑟. В терминах сверток теорема о двух радиусах означает,
что оператор

𝒫𝑓 = (𝑓 * 𝜒𝑟1 , 𝑓 * 𝜒𝑟2), 𝑓 ∈ 𝐿1,loc(R𝑛)

инъективен тогда и только тогда, когда 𝑟1/𝑟2 /∈ 𝐸𝑛. В данной работе найдена новая фор-
мула обращения оператора 𝒫 при условии 𝑟1/𝑟2 /∈ 𝐸𝑛. Полученный результат существенно
упрощает известные ранее процедуры восстановления функции 𝑓 по заданным шаровым
средним 𝑓 *𝜒𝑟1 и 𝑓 *𝜒𝑟2 . В доказательствах используются методы гармонического анализа,
а также теории целых и специальных функций.

Ключевые слова: периодические в среднем функции, радиальные распределения, тео-
рема о двух радиусах, формулы обращения
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Abstract

A classical property of a non-constant 2𝑟-periodic function on the real axis is that it has
no period incommensurable with 𝑟. One of the multidimensional analogues of this statement
is the following well-known theorem of L. Zalcman on two radii: for the existence of a nonzero
locally summable function 𝑓 : R𝑛 → C with nonzero integrals over all balls of radii 𝑟1 and 𝑟2
in R𝑛 it is necessary and sufficient that 𝑟1/𝑟2 ∈ 𝐸𝑛, where 𝐸𝑛 is the set of all possible ratios of
positive zeros of the Bessel function 𝐽𝑛/2. The condition 𝑟1/𝑟2 /∈ 𝐸𝑛is equivalent to the equality

𝒵+

(︀̃︀𝜒𝑟1

)︀
∩ 𝒵+

(︀̃︀𝜒𝑟2

)︀
= ∅, where 𝜒𝑟 is the indicator of the ball 𝐵𝑟 = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| < 𝑟}, ̃︀𝜒𝑟 is

the spherical transform (Fourier-Bessel transform) of the indicator 𝜒𝑟, 𝒵+(̃︀𝜒𝑟) is the set of all
positive zeros of even entire function ̃︀𝜒𝑟. In terms of convolutions, L. Zalcman’s theorem means
that the operator

𝒫𝑓 = (𝑓 * 𝜒𝑟1 , 𝑓 * 𝜒𝑟2), 𝑓 ∈ 𝐿1,loc(R𝑛)

is injective if and only if 𝑟1/𝑟2 /∈ 𝐸𝑛. In this paper, a new formula for the inversion of the
operator 𝒫 is found under the condition 𝑟1/𝑟2 /∈ 𝐸𝑛. The result obtained significantly simplifies
the previously known procedures for recovering a function 𝑓 from given ball means values 𝑓 *𝜒𝑟1

и 𝑓 * 𝜒𝑟2 . The proofs use the methods of harmonic analysis, as well as the theory of entire and
special functions.
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1. Введение

Задача о существовании ненулевой функции 𝑓 ∈ 𝐶(R2) с нулевыми интегралами по всем
кругам фиксированного радиуса в R2 восходит к Д. Помпейю [1]. В этой работе он анонсировал
следующее, но как позже выяснилось, неверное утверждение: если 𝑓 ∈ 𝐶(R2) и∫︁∫︁

𝐾

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = const
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для любого круга 𝐾 ⊂ R2 фиксированного радиуса 𝑟, то 𝑓 является постоянной. Ошибочное
доказательство сформулированного утверждения было опубликовано в работе [2].

Первые примеры ненулевых функций с нулевыми интегралами по всем кругам фиксиро-
ванного радиуса в R2 были найдены Л. Чакаловым [3]. Он заметил, что∫︁∫︁

(𝑥−𝑎)2+(𝑦−𝑏)2≤1

sin(𝜆𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 2𝜋
sin(𝜆𝑎)

𝜆
𝐽1(𝜆) = 2𝜋sin(𝜆𝑎)I1(𝜆),

где 𝐽𝜈 — функция Бесселя первого рода порядка 𝜈,

I𝜈(𝑧) =
𝐽𝜈(𝑧)

𝑧𝜈
.

В частности, если I1(𝜆) = 0, то функция 𝑓(𝑥, 𝑦) = sin𝜆𝑥 имеет нулевые интегралы по всем
кругам единичного радиуса в R2. Аналогичные примеры, связанные с нулями функции I𝑛/2,
можно построить и для шаровых средних в R𝑛 при 𝑛 ≥ 2. Отсюда видно, что знание средних
функции 𝑓 по всем шарам одного радиуса недостаточно для однозначного восстановления 𝑓 . В
дальнейшем изучением класса функций 𝑓 ∈ 𝐿1,loc(R𝑛), имеющих нулевые интегралы по всем
шарам фиксированного радиуса в R𝑛, занимались многие авторы (см. [4]–[9] и библиографию
к этим работам). Хорошо известным результатом в этом направлении является следующий
аналог знаменитой теоремы Ж. Дельсарта [10] о двух радиусах для гармонических функций.

Теорема 1 ([11], [12]). Пусть 𝑟1, 𝑟2 ∈ (0,+∞), Λ𝑛 = {𝜆1, 𝜆2, . . .} — последовательность
всех положительных нулей функции 𝐽𝑛/2, занумерованных в порядке возрастания, 𝐸𝑛 —
множество чисел вида 𝛼/𝛽, где 𝛼, 𝛽 ∈ Λ𝑛. Тогда:

1) если 𝑟1/𝑟2 /∈ 𝐸𝑛, 𝑓 ∈ 𝐿1,loc(R𝑛) и∫︁
|𝑥−𝑦|≤𝑟1

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
|𝑥−𝑦|≤𝑟2

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0, 𝑦 ∈ R𝑛, (1)

то 𝑓 — нулевая функция;
2) если 𝑟1/𝑟2 ∈ 𝐸𝑛, то существует ненулевая вещественно аналитическая функция

𝑓 : R𝑛 → C, удовлетворяющая соотношениям (1).

В терминах сверток (см. формулу (6) ниже) теорема 1 означает, что оператор

𝒫𝑓 = (𝑓 * 𝜒𝑟1 , 𝑓 * 𝜒𝑟2), 𝑓 ∈ 𝐿1,loc(R𝑛) (2)

инъективен тогда и только тогда, когда 𝑟1/𝑟2 /∈ 𝐸𝑛 (здесь и далее, 𝜒𝑟 — индикатор шара
𝐵𝑟 = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥| < 𝑟}). В связи с этим возникает проблема о нахождении явной формулы
обращения оператора 𝒫 при условии 𝑟1/𝑟2 /∈ 𝐸𝑛.

Следующий результат К.А. Беренстейна, А. Ижера и Б.А. Тейлора [14], [15] дает частичное
решение этой проблемы.

Теорема 2 ([14], [15]). Пусть 𝒟′(R𝑛) и ℰ ′(R𝑛) — пространства распределений и рас-
пределений с компактными носителями на R𝑛 соответственно. Предположим, что число
𝑟1/𝑟2 плохо приближается элементами 𝐸𝑛, т.е. существуют положительные константы
𝑐1 и 𝑐2, такие что ⃒⃒⃒⃒

𝑟1
𝑟2

− 𝛼

𝛽

⃒⃒⃒⃒
≥ 𝑐1

(1 + 𝛽)𝑐2

для всех положительных нулей 𝛼 и 𝛽 функции 𝐽𝑛/2. Тогда можно построить явно распре-

деления 𝜈1, 𝜈2 ∈ ℰ ′(R𝑛) с носителями supp 𝜈1 ⊂ 𝐵𝑟2, supp 𝜈2 ⊂ 𝐵𝑟1, такие что

𝑓 = 𝜈1 * (𝑓 * 𝜒𝑟1) + 𝜈2 * (𝑓 * 𝜒𝑟2)

для любого распределения 𝑓 ∈ 𝒟′(R𝑛).
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Отметим, что дополнение 𝐴𝑛 к множеству положительных чисел, плохо приближае-
мых элементами 𝐸𝑛, имеет нулевую лебегову меру и его пересечение с любым интервалом
(𝑎, 𝑏) ⊂ (0,+∞) является множеством мощности континуум [16, лемма 14]. Условие 𝑟1/𝑟2 /∈ 𝐴𝑛

в теореме 2 нельзя опустить в силу известных фактов о разрешимости аналитического урав-
нения Безу (см. [15], [17]). Позже К.А. Беренстейн, Р. Гей и А. Ижер [18] получили следующий
локальный результат для случая 𝑟1/𝑟2 /∈ 𝐸𝑛.

Теорема 3 ([18]). Пусть 𝑟1/𝑟2 /∈ 𝐸𝑛, 𝑅 > 𝑟1 + 𝑟2, {𝜀𝑘}∞𝑘=1 — строго возрастающая
последовательность положительных чисел с пределом 𝑅/(𝑟1 + 𝑟2)− 1, 𝑅𝑘 = (𝑟1 + 𝑟2)(1+ 𝜀𝑘),
𝑅0 = 0. Тогда для любого 𝑟 > 0, 𝑟 ∈ [𝑅𝑘−1, 𝑅𝑘), и любой сферической гармоники 𝑌 степени 𝑚
на единичной сфере S𝑛−1 можно построить явно две последовательности распределений A𝑙,
B𝑙 порядка не выше 𝑛 + 3 с компактными носителями в 𝐵𝑅−𝑟1 и 𝐵𝑅−𝑟2 соответственно,
такие что для 𝑙 ⩾ 𝑐𝑚2 и любой функции 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝐵𝑅) имеет место оценка⃒⃒⃒⃒

⃒
∫︁
S𝑛−1

𝑓(𝑟𝜎)𝑌 (𝜎)𝑑𝜎 − ⟨A𝑙, 𝑓 * 𝜒𝑟1⟩ − ⟨B𝑙, 𝑓 * 𝜒𝑟2⟩

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

⩽
𝛾

𝑙
(𝑅− 𝑟)−𝑁𝑟−(𝑛−3)/2max

|𝛼|⩽𝑁
|𝑥|≤𝑅′

𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜕|𝛼|𝜕𝑥𝛼

𝑓(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒ , (3)

где 𝑁 = [(𝑛+ 13)/2] + 1, 𝑅′𝑘 = (2𝑅 +𝑅𝑘)/3, 𝛾 и 𝑐 — положительные константы, зависящие
от 𝑟1, 𝑟2, 𝑅, 𝑛, 𝜀1.

Здесь уместно сделать несколько замечаний. Распределения A𝑙, B𝑙 имеют весьма сложный
вид и строятся как обратные преобразования Фурье-Бесселя к некоторым линейным комбина-
циям произведений рациональных и бесселевых функций (см. доказательство предложения 8
и теоремы 9 в [18]). Далее, всякая функция 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝐵𝑅) представима в виде сходящегося в
пространстве 𝐶∞(𝐵𝑅) ряда Фурье

𝑓(𝑥) =
∞∑︁

𝑚=0

𝑑𝑚∑︁
𝑗=1

𝑓𝑚,𝑗(𝑟)𝑌
(𝑚)
𝑗 (𝜎), 𝑥 = 𝑟𝜎, 𝜎 ∈ S𝑛−1, (4)

где {𝑌 (𝑚)
𝑗 }𝑑𝑚𝑗=1 — фиксированный ортонормированный базис в пространстве сферических гар-

моник степени 𝑚 на S𝑛−1,
𝑓𝑚,𝑗(𝑟) =

∫︁
S𝑛−1

𝑓(𝑟𝜎)𝑌
(𝑚)
𝑗 (𝜎)𝑑𝜎

(см., например, [19, гл. 1, § 2, предложение 2.7], [20, § 1]). Поэтому оценка (3) при 𝑙 → ∞ и
разложение (4) влекут восстановление функции 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝐵𝑅) по ее шаровым средним 𝑓 * 𝜒𝑟1

и 𝑓 *𝜒𝑟2 в шаре 𝐵𝑅. Переход к классу 𝐿1,loc(𝐵𝑅) можно осуществить с помощью сглаживания
𝑓 свертками вида 𝑓 * 𝜙𝜀, где 𝜙𝜀 — "шапочка" в R𝑛 (см. [18, п. 3]). С учетом сделанных за-
мечаний, теорему 3 при 𝑅 = ∞ можно рассматривать как решение сформулированной выше
проблемы. Однако, приведенная конструкция является весьма громоздкой и трудна для вос-
приятия. Поэтому представляет интерес нахождение более простых формул обращения для
оператора (2). Целью данной работы является решение этой задачи.

2. Формулировка основного результата

Далее, как обычно, C𝑛 — 𝑛-мерное комплексное пространство с эрмитовым скалярным
произведением

(𝜁, 𝜍) =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜁𝑗 𝜍𝑗 , 𝜁 = (𝜁1, . . . , 𝜁𝑛), 𝜍 = (𝜍1, . . . , 𝜍𝑛).
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Преобразованием Фурье-Лапласа распределения 𝑇 ∈ ℰ ′(R𝑛) является целая функция

̂︀𝑇 (𝜁) = ⟨𝑇 (𝑥), 𝑒−𝑖(𝜁,𝑥)⟩, 𝜁 ∈ C𝑛.

При этом ̂︀𝑇 растет на R𝑛 не быстрее полинома и

⟨ ̂︀𝑇 , 𝜓⟩ = ⟨𝑇, ̂︀𝜓 ⟩, 𝜓 ∈ 𝒮(R𝑛), (5)

где 𝒮(R𝑛) — пространство Шварца быстро убывающих функций из 𝐶∞(R𝑛) (см. [21, гл. 7]).
Если 𝑇1, 𝑇2 ∈ 𝒟′(R𝑛) и хотя бы одно из этих распределений имеет компактный носитель,

то их свертка 𝑇1 * 𝑇2 является распределением в 𝒟′(R𝑛), действующим по правилу

⟨𝑇1 * 𝑇2, 𝜙⟩ = ⟨𝑇2(𝑦), ⟨𝑇1(𝑥), 𝜙(𝑥+ 𝑦)⟩⟩ , 𝜙 ∈ 𝒟(R𝑛), (6)

где 𝒟(R𝑛) — пространство финитных бесконечно дифференцируемых функций на R𝑛. Для
𝑇1, 𝑇2 ∈ ℰ ′(R𝑛) справедлива формула Бореля

𝑇1 * 𝑇2 =̂︁𝑇1̂︁𝑇2. (7)

Пусть ℰ ′♮(R𝑛) — пространство радиальных (инвариантных относительно вращений про-
странства R𝑛) распределений из ℰ ′(R𝑛), 𝑛 ≥ 2. Простейшим примером распределения из клас-
са ℰ ′♮(R𝑛) является дельта-функция Дирака 𝛿 с носителем в нуле. Сферическое преобразование
распределения 𝑇 ∈ ℰ ′♮(R𝑛) определяется равенством

̃︀𝑇 (𝑧) = ⟨𝑇, 𝜙𝑧⟩, 𝑧 ∈ C, (8)

где 𝜙𝑧 — сферическая функция в R𝑛, т.е.

𝜙𝑧(𝑥) = 2
𝑛
2
−1Γ

(︁𝑛
2

)︁
I𝑛

2
−1(𝑧|𝑥|), 𝑥 ∈ R𝑛

(см. [22, гл. 4]). Функция 𝜙𝑧 однозначно определяется следующими условиями:
1) 𝜙𝑧 радиальная и 𝜙𝑧(0) = 1;
2) 𝜙𝑧 удовлетворяет дифференциальному уравнению

Δ(𝜙𝑧) + 𝑧2𝜙𝑧 = 0. (9)

Отметим, что ̃︀𝑇 — четная целая функция экспоненциального типа и преобразование Фурье ̂︀𝑇
выражается через ̃︀𝑇 по формуле

̂︀𝑇 (𝜁) = ̃︀𝑇 (︀√︁𝜁21 + . . .+ 𝜁2𝑛
)︀
, 𝜁 ∈ C𝑛. (10)

Множество всех нулей функции ̃︀𝑇 , лежащих в полуплоскости Re 𝑧 ≥ 0 и не принадлежащих
отрицательной части мнимой оси, обозначим 𝒵+( ̃︀𝑇 ).

Для 𝑇 = 𝜒𝑟 имеем (см. [9, часть 2, гл. 3, формула (3.90)])

̃︀𝜒𝑟(𝑧) = (2𝜋)
𝑛
2 𝑟𝑛I𝑛

2
(𝑟𝑧). (11)

Отсюда и из формулы
I′𝜈(𝑧) = −𝑧I𝜈+1(𝑧) (12)

(см. [23, гл. 7, п. 7.2.8, формула (51)]) находим

̃︀𝜒′𝑟(𝑧) = −(2𝜋)
𝑛
2 𝑟𝑛+2𝑧I𝑛

2
+1(𝑟𝑧). (13)
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Используя хорошо известные свойства нулей функций Бесселя (см., например, [23, гл. 7,
п. 7.9]), можно получить соответствующую информацию о множестве 𝒵+(̃︀𝜒𝑟). В частности,
все нули ̃︀𝜒𝑟 являются простыми, принадлежат R∖{0} и

𝒵+(̃︀𝜒𝑟) =

{︂
𝜆1
𝑟
,
𝜆2
𝑟
, . . .

}︂
. (14)

Кроме того, поскольку функции 𝐽𝑛
2
−1 и 𝐽𝑛

2
не имеют общих нулей на R∖{0}, то корректно

определена функция

𝜒𝜆
𝑟 (𝑥) =

1

𝜆2

(︃
I𝑛

2
−1(𝜆|𝑥|)

I𝑛
2
−1(𝜆𝑟)

− 1

)︃
𝜒𝑟(𝑥), 𝜆 ∈ 𝒵+(̃︀𝜒𝑟).

Пусть

𝑝𝑟(𝑧) =
𝑚∏︁
𝑗=1

(︃
𝑧 −

(︂
𝜆𝑗
𝑟

)︂2
)︃
, 𝑚 =

[︂
𝑛+ 7

4

]︂
, (15)

𝜉𝑟 = 𝑝𝑟(Δ)𝜒𝑟. (16)

Тогда в силу формулы

𝑝(Δ)𝑇 (𝑧) = 𝑝(−𝑧2) ̃︀𝑇 (𝑧) (𝑝− алгебраический многочлен), (17)

имеем ̃︀𝜉𝑟(𝑧) = 𝑝𝑟(−𝑧2)̃︀𝜒𝑟(𝑧), (18)

𝒵+

(︀̃︀𝜉𝑟)︀ = {︂𝜆1
𝑟
,
𝜆2
𝑟
, . . .

}︂
∪
{︂
𝑖𝜆1
𝑟
,
𝑖𝜆2
𝑟
, . . . ,

𝑖𝜆𝑚
𝑟

}︂
, (19)

причем все нули ̃︀𝜉𝑟 являются простыми. Кроме того,
𝒵+

(︀̃︀𝜉𝑟1)︀ ∩ 𝒵+

(︀̃︀𝜉𝑟2)︀ = ∅ ⇔ 𝑟1
𝑟2

/∈ 𝐸𝑛. (20)

Для 𝜆 ∈ 𝒵+

(︀̃︀𝜉𝑟)︀ положим
𝜉𝜆𝑟 = 𝑝𝑟(Δ)𝜒𝜆

𝑟 , (21)

если 𝜆 ∈ 𝒵+(̃︀𝜒𝑟), и
𝜉𝜆𝑟 = 𝑞𝑟,𝜆(Δ)𝜒𝑟, (22)

если 𝑝𝑟(−𝜆2) = 0, где

𝑞𝑟,𝜆(𝑧) = − 𝑝𝑟(𝑧)

𝑧 + 𝜆2
. (23)

Основным результатом данной работы является

Теорема 4. Пусть
𝑟1
𝑟2

/∈ 𝐸𝑛, 𝑓 ∈ 𝒟′(R𝑛), 𝑛 ≥ 2. Тогда

𝑓 =
∑︁

𝜆∈𝒵+(̃︀𝜉𝑟1 )
∑︁

𝜇∈𝒵+(̃︀𝜉𝑟2 )
4𝜆𝜇

(𝜆2 − 𝜇2)̃︀𝜉 ′𝑟1(𝜆)̃︀𝜉 ′𝑟2(𝜇)
(︁
𝑝𝑟2(Δ)

(︀
(𝑓 * 𝜒𝑟2) * 𝜉𝜆𝑟1

)︀
−

−𝑝𝑟1(Δ)
(︀
(𝑓 * 𝜒𝑟1) * 𝜉𝜇𝑟2

)︀)︁
, (24)

где ряд (24) сходится безусловно в пространстве 𝒟′(R𝑛).

Равенство (24) восстанавливает распределение 𝑓 по известным сверткам 𝑓 * 𝜒𝑟1 и 𝑓 * 𝜒𝑟2

(см. (15), (18), (19), (21)–(23)). Таким образом, теорема 4 дает решение сформулированной
выше задачи. Одномерный аналог формулы (24) получен авторами ранее в работе [24]. От-
носительно других результатов, связанных с обращением оператора сферического среднего,
см. [25]–[34].
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3. Вспомогательные утверждения

Приведем сначала свойства функций I𝜈 , которые потребуются в дальнейшем.

Лемма 1. 1) При 𝜈 > −1/2, 𝑧 ∈ C имеет место неравенство

|I𝜈(𝑧)| ≤
𝑒|Im 𝑧|

2𝜈Γ(𝜈 + 1)
. (25)

2) Если 𝜈 ∈ R, то

|I𝜈(𝑧)| ∼
1√
2𝜋

𝑒|Im 𝑧|

|𝑧|𝜈+
1
2

, Im 𝑧 → ∞. (26)

3) Пусть 𝜈 > −1, {𝜆𝜈,𝑗}∞𝑗=1 — последовательность всех положительных нулей функции I𝜈 ,
занумерованных в порядке возрастания. Тогда

𝜆𝜈,𝑗 = 𝜋

(︂
𝑗 +

𝜈

2
− 1

4

)︂
+𝑂

(︂
1

𝑗

)︂
, 𝑗 → ∞. (27)

Кроме того,

lim
𝑗→∞

(︀
𝜆𝜈,𝑗

)︀𝜈+ 3
2 |I𝜈+1(𝜆𝜈,𝑗)| =

√︂
2

𝜋
. (28)

Доказательство. 1) Из интегрального представления Пуассона [23, гл. 7, п. 7.12, форму-
ла (8)] имеем

I𝜈(𝑧) =
21−𝜈

√
𝜋Γ(𝜈 + 1

2)

1∫︁
0

cos(𝑢𝑧)(1− 𝑢2)𝜈−
1
2𝑑𝑢.

Отсюда получаем

|I𝜈(𝑧)| ≤
21−𝜈

√
𝜋Γ(𝜈 + 1

2)

1∫︁
0

𝑒𝑢|Im 𝑧|(1− 𝑢2)𝜈−
1
2𝑑𝑢 ≤

≤ 21−𝜈
√
𝜋Γ(𝜈 + 1

2)

1

2
B

(︂
1

2
, 𝜈 +

1

2

)︂
𝑒|Im 𝑧| =

𝑒|Im 𝑧|

2𝜈Γ(𝜈 + 1)
,

что и требовалось.
2) Из асимптотического разложения бесселевых функций [23, гл. 7, п. 7.13.1, формула (3)]

следует равенство

I𝜈(𝑧) =

√︂
2

𝜋
𝑧−𝜈−

1
2

(︃
cos
(︁
𝑧 − 𝜋𝜈

2
− 𝜋

4

)︁
+

+𝑂

(︃
𝑒|Im 𝑧|

|𝑧|

)︃)︃
, 𝑧 → ∞, −𝜋 < arg 𝑧 < 𝜋. (29)

Учитывая, что

| cos𝑤| ∼ 𝑒|Im𝑤|

2
, Im𝑤 → ∞,

из (29) получаем (26).
3) Асимптотика (27) для нулей I𝜈 хорошо известна (см., например, [8, гл. 7, формула (7.9)]).

Тогда

cos
(︁
𝜆𝜈,𝑗 −

𝜋𝜈

2
− 𝜋

4

)︁
= cos

(︂
𝜋𝑗 − 𝜋

2
+𝑂

(︂
1

𝑗

)︂)︂
= 𝑂

(︂
1

𝑗

)︂
, 𝑗 → ∞.
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Отсюда следует, что

lim
𝑗→∞

⃒⃒⃒
sin
(︁
𝜆𝜈,𝑗 −

𝜋𝜈

2
− 𝜋

4

)︁⃒⃒⃒
= 1.

Используя это соотношение и равенство

I𝜈+1(𝑧) =

√︂
2

𝜋
𝑧−𝜈−

3
2

(︃
sin
(︁
𝑧 − 𝜋𝜈

2
− 𝜋

4

)︁
+

+𝑂

(︃
𝑒|Im 𝑧|

|𝑧|

)︃)︃
, 𝑧 → ∞, −𝜋 < arg 𝑧 < 𝜋

(см. (29)), приходим к (28). 2

Следствие 1. Для любого 𝑟 > 0 ∑︁
𝜆∈𝒵+(̃︀𝜉𝑟)

1

|̃︀𝜉 ′𝑟 (𝜆)|
< +∞. (30)

Доказательство. Используя (18) и (13), находим

̃︀𝜉 ′𝑟 (𝜆) = 𝑝𝑟(−𝜆2)̃︁𝜒𝑟
′(𝜆)− 2𝜆𝑝′𝑟(−𝜆2)̃︀𝜒𝑟(𝜆) =

= −(2𝜋)
𝑛
2 𝑟𝑛+2𝜆𝑝𝑟(−𝜆2)I𝑛

2
+1(𝑟𝜆)− 2𝜆𝑝′𝑟(−𝜆2)̃︀𝜒𝑟(𝜆).

Теперь из (14) и (19) имеем

∑︁
𝜆∈𝒵+(̃︀𝜉𝑟)

1

|̃︀𝜉 ′𝑟 (𝜆)|
=

𝑚∑︁
𝑗=1

1

|̃︀𝜉 ′𝑟 (𝑖𝜆𝑗/𝑟)|
+

1

(2𝜋)
𝑛
2 𝑟𝑛+1

×

×
∞∑︁
𝑗=1

1

𝜆𝑗 |𝑝𝑟(−𝜆2𝑗/𝑟2)||I𝑛
2
+1(𝜆𝑗)|

.

Этот ряд сравним со сходящимся рядом

∞∑︁
𝑗=1

1

𝑗2𝑚−
𝑛+1
2

(см. (15), (27) и (28)). Отсюда получаем требуемое утверждение. 2

Лемма 2. Пусть 𝑔 : C → C — четная целая функция и 𝑔(𝜆) = 0 для некоторого 𝜆 ∈ C.
Тогда ⃒⃒⃒⃒

𝜆𝑔(𝑧)

𝑧2 − 𝜆2

⃒⃒⃒⃒
≤ max
|𝜁−𝑧|≤2

|𝑔(𝜁)|, 𝑧 ∈ C, (31)

где при 𝑧 = ±𝜆 левая часть в (31) доопределена по непрерывности.

Доказательство. Имеем⃒⃒⃒⃒
2𝜆𝑔(𝑧)

𝑧2 − 𝜆2

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
𝑔(𝑧)

𝑧 − 𝜆
− 𝑔(𝑧)

𝑧 + 𝜆

⃒⃒⃒⃒
≤
⃒⃒⃒⃒
𝑔(𝑧)

𝑧 − 𝜆

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒
𝑔(𝑧)

𝑧 + 𝜆

⃒⃒⃒⃒
. (32)

Оценим первое слагаемое в правой части (32).
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Если |𝑧 − 𝜆| > 1, то ⃒⃒⃒⃒
𝑔(𝑧)

𝑧 − 𝜆

⃒⃒⃒⃒
≤ |𝑔(𝑧)| ≤ max

|𝜁−𝑧|≤2
|𝑔(𝜁)|. (33)

Пусть |𝑧 − 𝜆| ≤ 1. Тогда применяя принцип максимума модуля к целой функции
𝑔(𝜁)

𝜁 − 𝜆
, полу-

чаем ⃒⃒⃒⃒
𝑔(𝑧)

𝑧 − 𝜆

⃒⃒⃒⃒
≤ max
|𝜁−𝜆|≤1

⃒⃒⃒⃒
𝑔(𝜁)

𝜁 − 𝜆

⃒⃒⃒⃒
= max
|𝜁−𝜆|=1

|𝑔(𝜁)|.

Учитывая, что окружность |𝜁 − 𝜆| = 1 содержится в круге |𝜁 − 𝑧| ≤ 2, приходим к оценке⃒⃒⃒⃒
𝑔(𝑧)

𝑧 − 𝜆

⃒⃒⃒⃒
≤ max
|𝜁−𝑧|≤2

|𝑔(𝜁)|, (34)

которая справедлива для всех 𝑧 ∈ C (см. (33)).
Аналогично, ⃒⃒⃒⃒

𝑔(𝑧)

𝑧 + 𝜆

⃒⃒⃒⃒
≤ max
|𝜁−𝑧|≤2

|𝑔(𝜁)|, 𝑧 ∈ C, (35)

поскольку 𝑔(−𝜆) = 0. Из (34), (35) и (32) следует требуемое утверждение. 2

Лемма 3. Функция 𝜒𝜆
𝑟 удовлетворяет уравнению

Δ(𝜒𝜆
𝑟 ) + 𝜆2𝜒𝜆

𝑟 = −𝜒𝑟, 𝜆 ∈ 𝒵+(̃︀𝜒𝑟). (36)

Доказательство. Для любой функции 𝜙 ∈ 𝒟(R𝑛) имеем

⟨Δ(𝜒𝜆
𝑟 ) + 𝜆2𝜒𝜆

𝑟 , 𝜙⟩ = ⟨𝜒𝜆
𝑟 , (Δ + 𝜆2)𝜙⟩ =

=
1

𝜆2

∫︁
|𝑥|≤𝑟

(︃
I𝑛

2
−1(𝜆|𝑥|)

I𝑛
2
−1(𝜆𝑟)

− 1

)︃
Δ𝜙(𝑥)𝑑𝑥+

+

∫︁
|𝑥|≤𝑟

(︃
I𝑛

2
−1(𝜆|𝑥|)

I𝑛
2
−1(𝜆𝑟)

− 1

)︃
𝜙(𝑥)𝑑𝑥.

Применим к первому интегралу формулу Грина∫︁
𝐺
(𝑣Δ𝑢− 𝑢Δ𝑣)𝑑𝑥 =

∫︁
𝜕𝐺

(︂
𝑣
𝜕𝑢

𝜕n
− 𝑢

𝜕𝑣

𝜕n

)︂
𝑑𝜎

(см., например, [35, гл. 5, § 21, п. 2]). Тогда

⟨Δ(𝜒𝜆
𝑟 ) + 𝜆2𝜒𝜆

𝑟 , 𝜙⟩ =
1

𝜆2

∫︁
|𝑥|≤𝑟

Δ

(︃
I𝑛

2
−1(𝜆|𝑥|)

I𝑛
2
−1(𝜆𝑟)

− 1

)︃
𝜙(𝑥)𝑑𝑥−

− 1

𝜆2

∫︁
|𝑥|=𝑟

𝜙(𝑥)
𝜕

𝜕n

(︃
I𝑛

2
−1(𝜆|𝑥|)

I𝑛
2
−1(𝜆𝑟)

− 1

)︃
𝑑𝜎(𝑥)+

+

∫︁
|𝑥|≤𝑟

(︃
I𝑛

2
−1(𝜆|𝑥|)

I𝑛
2
−1(𝜆𝑟)

− 1

)︃
𝜙(𝑥)𝑑𝑥.

Отсюда и из (9) получаем

⟨Δ(𝜒𝜆
𝑟 ) + 𝜆2𝜒𝜆

𝑟 , 𝜙⟩ = − 1

𝜆2

∫︁
|𝑥|=𝑟

𝜙(𝑥)
𝜕

𝜕n

(︃
I𝑛

2
−1(𝜆|𝑥|)

I𝑛
2
−1(𝜆𝑟)

)︃
𝑑𝜎(𝑥)− ⟨𝜒𝑟, 𝜙⟩.
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Теперь используя формулу
𝜕

𝜕n

(︀
𝑓(|𝑥|)

)︀
= 𝑓 ′(|𝑥|), n =

𝑥

|𝑥|

и равенство (12), находим

⟨Δ(𝜒𝜆
𝑟 ) + 𝜆2𝜒𝜆

𝑟 , 𝜙⟩ =
∫︁
|𝑥|=𝑟

𝜙(𝑥) |𝑥|
I𝑛

2
(𝜆|𝑥|)

I𝑛
2
−1(𝜆𝑟)

𝑑𝜎(𝑥)− ⟨𝜒𝑟, 𝜙⟩ =

= 𝑟
I𝑛

2
(𝜆𝑟)

I𝑛
2
−1(𝜆𝑟)

∫︁
|𝑥|=𝑟

𝜙(𝑥)𝑑𝜎(𝑥)− ⟨𝜒𝑟, 𝜙⟩.

Осталось заметить, что I𝑛
2
(𝜆𝑟) = 0 в силу соотношения (11), поскольку 𝜆 ∈ 𝒵+(̃︀𝜒𝑟). 2

Замечание 3. Из (17) и инъективности сферического преобразования следует, что для
распределений 𝑈, 𝑇 ∈ ℰ ′♮(R𝑛) и 𝜆 ∈ 𝒵+( ̃︀𝑇 )

Δ𝑈 + 𝜆2𝑈 = −𝑇 ⇔ ̃︀𝑈(𝑧) =
̃︀𝑇 (𝑧)

𝑧2 − 𝜆2
. (37)

Поэтому соотношение (36) влечет равенство

̃︁𝜒𝜆
𝑟 (𝑧) =

̃︀𝜒𝑟(𝑧)

𝑧2 − 𝜆2
, 𝜆 ∈ 𝒵+(̃︀𝜒𝑟). (38)

Лемма 4. Пусть 𝜆 ∈ 𝒵+(̃︀𝜉𝑟). Тогда
̃︀𝜉𝜆𝑟 (𝑧) = ̃︀𝜉𝑟(𝑧)

𝑧2 − 𝜆2
. (39)

Доказательство. Формула (39) легко следует из (17) и замечания 3. Действительно, если
𝜆 ∈ 𝒵+(̃︀𝜒𝑟), то в силу (21), (17), (38) и (18) имеем

̃︀𝜉𝜆𝑟 (𝑧) = 𝑝𝑟(−𝑧2)̃︁𝜒𝜆
𝑟 (𝑧) =

𝑝𝑟(−𝑧2)̃︀𝜒𝑟(𝑧)

𝑧2 − 𝜆2
=

̃︀𝜉𝑟(𝑧)
𝑧2 − 𝜆2

.

Аналогично, если 𝑝𝑟(−𝜆2) = 0, то

̃︀𝜉𝜆𝑟 (𝑧) = 𝑞𝑟,𝜆(−𝑧2)̃︀𝜒𝑟(𝑧) =
𝑝𝑟(−𝑧2)̃︀𝜒𝑟(𝑧)

𝑧2 − 𝜆2
=

̃︀𝜉𝑟(𝑧)
𝑧2 − 𝜆2

(см. (22), (23), (17) и (18)). 2

Лемма 5. Пусть

𝜂𝜆𝑟 =
2𝜆̃︀𝜉 ′𝑟 (𝜆)

𝜉𝜆𝑟 , 𝜆 ∈ 𝒵+

(︀̃︀𝜉𝑟)︀. (40)

Тогда ∑︁
𝜆∈𝒵+(̃︀𝜉𝑟)

𝜂𝜆𝑟 = 𝛿, (41)

где ряд (41) сходится безусловно в пространстве 𝒟′(R𝑛).
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Доказательство. Для произвольной функции 𝜙 ∈ 𝒟(R𝑛) определим функцию 𝜓 ∈ 𝒮(R𝑛)
равенством

𝜓(𝑦) =
1

(2𝜋)𝑛

∫︁
R𝑛

𝜙(𝑥)𝑒𝑖(𝑥,𝑦)𝑑𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛.

Тогда (см. (5), (10) и (39)) ⟨︀
𝜂𝜆𝑟 , 𝜙

⟩︀
=
⟨︀
𝜂𝜆𝑟 ,

̂︀𝜓⟩︀ = ⟨︀̂︁𝜂𝜆𝑟 , 𝜓⟩︀ =
=

∫︁
R𝑛

𝜓(𝑥)̃︁𝜂𝜆𝑟 (|𝑥|)𝑑𝑥 =
2̃︀𝜉 ′𝑟 (𝜆)

∫︁
R𝑛

𝜓(𝑥)
𝜆̃︀𝜉𝑟(|𝑥|)
|𝑥|2 − 𝜆2

𝑑𝑥.

Используя это представление и лемму 2, получаем⃒⃒
⟨𝜂𝜆𝑟 , 𝜙⟩

⃒⃒
≤ 2⃒⃒̃︀𝜉 ′𝑟 (𝜆)

⃒⃒ ∫︁
R𝑛

|𝜓(𝑥)| max
|𝜁−|𝑥||≤2

⃒⃒̃︀𝜉𝑟(𝜁)⃒⃒𝑑𝑥.
Из (18), (11) и (25) имеем

max
|𝜁−|𝑥||≤2

⃒⃒̃︀𝜉𝑟(𝜁)⃒⃒ = (2𝜋)
𝑛
2 𝑟𝑛 max
|𝜁−|𝑥||≤2

⃒⃒
𝑝𝑟(−𝜁2)

⃒⃒⃒⃒
I𝑛

2
(𝑟𝜁)

⃒⃒
≤

≤ 𝜋
𝑛
2 𝑟𝑛

Γ
(︀
𝑛
2 + 1

)︀ max
|𝜁−|𝑥||≤2

⃒⃒
𝑝𝑟(−𝜁2)

⃒⃒
· 𝑒𝑟|Im𝜁| ≤

≤ 𝜋
𝑛
2 𝑟𝑛𝑒2𝑟

Γ
(︀
𝑛
2 + 1

)︀ max
|𝜁−|𝑥||≤2

⃒⃒
𝑝𝑟(−𝜁2)

⃒⃒
.

Поэтому ⃒⃒⃒
⟨𝜂𝜆𝑟 , 𝜙⟩

⃒⃒⃒
≤ 2𝜋

𝑛
2 𝑟𝑛𝑒2𝑟

Γ
(︀
𝑛
2 + 1

)︀ ⃒⃒̃︀𝜉 ′𝑟 (𝜆)
⃒⃒ ∫︁

R𝑛

|𝜓(𝑥)| max
|𝜁−|𝑥||≤2

⃒⃒
𝑝𝑟(−𝜁2)

⃒⃒
𝑑𝑥. (42)

Это неравенство и следствие 1 показывают, что ряд (41) сходится безусловно в простран-
стве 𝒟′(R𝑛) к некоторому распределению 𝑓 с носителем в 𝐵𝑟. По лемме 4 для сферического
преобразования этого распределения справедливо равенство

̃︀𝑓(𝑧) = ∑︁
𝜆∈𝒵+(̃︀𝜉𝑟)

̃︁𝜂𝜆𝑟 (𝑧) = ∑︁
𝜆∈𝒵+(̃︀𝜉𝑟)

2𝜆̃︀𝜉 ′𝑟 (𝜆)

̃︀𝜉𝑟(𝑧)
𝑧2 − 𝜆2

. (43)

При этом, если 𝜇 ∈ 𝒵+(̃︀𝜉𝑟), то
̃︀𝑓(𝜇) = 2𝜇̃︀𝜉 ′𝑟 (𝜇)

lim
𝑧→𝜇

̃︀𝜉𝑟(𝑧)
𝑧2 − 𝜇2

= 1. (44)

Далее, поскольку ̃︀𝑓(𝑧)− 1 и ̃︀𝜉𝑟(𝑧) являются четными целыми функциями экспоненциального
типа, то в силу (44) и простоты нулей ̃︀𝜉𝑟 их отношение

ℎ(𝑧) =
̃︀𝑓(𝑧)− 1̃︀𝜉𝑟(𝑧)

является целой функцией не выше первого порядка (см. [36, гл. 1, § 9, следствие из теоре-
мы 12]). При Im 𝑧 = ±Re 𝑧, 𝑧 ̸= 0 она оценивается следующим образом:

|ℎ(𝑧)| ≤ | ̃︀𝑓(𝑧)|
|̃︀𝜉𝑟(𝑧)| + 1

|̃︀𝜉𝑟(𝑧)| =
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=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
𝜆∈𝒵+(̃︀𝜉𝑟)

1̃︀𝜉 ′𝑟 (𝜆)

(︂
1

𝑧 − 𝜆
− 1

𝑧 + 𝜆

)︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒+ 1

(2𝜋)
𝑛
2 𝑟𝑛|𝑝𝑟(−𝑧2)I𝑛

2
(𝑟𝑧)|

≤

≤
∑︁

𝜆∈𝒵+(̃︀𝜉𝑟)
1⃒⃒̃︀𝜉 ′𝑟 (𝜆)
⃒⃒ (︂ 1

|𝑧 − 𝜆|
+

1

|𝑧 + 𝜆|

)︂
+

1

(2𝜋)
𝑛
2 𝑟𝑛|𝑝𝑟(−𝑧2)I𝑛

2
(𝑟𝑧)|

≤

≤ 2
√
2

|𝑧|
∑︁

𝜆∈𝒵+(̃︀𝜉𝑟)
1⃒⃒̃︀𝜉 ′𝑟 (𝜆)
⃒⃒ + 1

(2𝜋)
𝑛
2 𝑟𝑛|𝑝𝑟(−𝑧2)I𝑛

2
(𝑟𝑧)|

.

Из этой оценки и соотношений (30), (26) видно, что

lim
𝑧→∞

Im 𝑧=±Re 𝑧

ℎ(𝑧) = 0. (45)

Тогда по принципу Фрагмена-Линделёфа функция ℎ ограничена на C. Теперь из (45) и теоре-
мы Лиувилля следует, что ℎ = 0. Отсюда ̃︀𝑓 = 1, т.е. 𝑓 = 𝛿. Таким образом, лемма 5 доказана.
2

Лемма 6. Пусть 𝜆 ∈ 𝒵+(̃︀𝜉𝑟1), 𝜇 ∈ 𝒵+(̃︀𝜉𝑟2). Тогда
(𝜆2 − 𝜇2)𝜂𝜆𝑟1 * 𝜂

𝜇
𝑟2 =

4𝜆𝜇̃︀𝜉 ′𝑟1(𝜆)̃︀𝜉 ′𝑟2(𝜇)
(︁
𝜉𝑟2 * 𝜉𝜆𝑟1 − 𝜉𝑟1 * 𝜉𝜇𝑟2

)︁
. (46)

Доказательство. Из (39), (37) и (40) имеем

(Δ + 𝜆2)
(︁
𝜂𝜆𝑟1

)︁
= − 2𝜆̃︀𝜉 ′𝑟1(𝜆)𝜉𝑟1 , (47)

(Δ + 𝜇2)
(︀
𝜂𝜇𝑟2
)︀
= − 2𝜇̃︀𝜉 ′𝑟2(𝜇)𝜉𝑟2 . (48)

Из (47), (40) и перестановочности оператора дифференцирования со сверткой получаем

(Δ + 𝜆2)
(︁
𝜂𝜆𝑟1 * 𝜂

𝜇
𝑟2

)︁
=

−4𝜆𝜇̃︀𝜉 ′𝑟1(𝜆)̃︀𝜉 ′𝑟2(𝜇) 𝜉𝑟1 * 𝜉𝜇𝑟2 .
Аналогично, из (48) следует, что

−(Δ + 𝜇2)
(︁
𝜂𝜆𝑟1 * 𝜂

𝜇
𝑟2

)︁
=

4𝜆𝜇̃︀𝜉 ′𝑟1(𝜆)̃︀𝜉 ′𝑟2(𝜇) 𝜉𝑟2 * 𝜉𝜆𝑟1 .
Складывая два последних равенства, приходим к соотношению (46). 2

4. Доказательство теоремы 4

Из леммы 5 получаем ∑︁
𝜆∈𝒵+(̃︀𝜉𝑟1 )

𝜂𝜆𝑟1 = 𝛿,
∑︁

𝜇∈𝒵+(̃︀𝜉𝑟2 )
𝜂𝜇𝑟2 = 𝛿. (49)

Докажем, что ∑︁
𝜆∈𝒵+(̃︀𝜉𝑟1 )

∑︁
𝜇∈𝒵+(̃︀𝜉𝑟2 )

𝜂𝜆𝑟1 * 𝜂
𝜇
𝑟2 = 𝛿, (50)
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где ряд (50) сходится безусловно в пространстве 𝒟′(R𝑛). Пусть 𝜙 ∈ 𝒟(R𝑛), 𝜓 ∈ 𝒮(R𝑛) и 𝜙 = ̂︀𝜓.
Для 𝜆 ∈ 𝒵+(̃︀𝜉𝑟1), 𝜇 ∈ 𝒵+(̃︀𝜉𝑟2) имеем (см. (7) и доказательство оценки (42))

⃒⃒⟨︀
𝜂𝜆𝑟1 * 𝜂

𝜇
𝑟2 , 𝜙

⟩︀⃒⃒
=
⃒⃒⟨︀
𝜂𝜆𝑟1 * 𝜂

𝜇
𝑟2 ,
̂︀𝜓⟩︀⃒⃒ = ⃒⃒⟨︀̂︁𝜂𝜆𝑟1 ̂︁𝜂𝜇𝑟2 , 𝜓⟩︀⃒⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒∫︁
R𝑛

𝜓(𝑥)̃︁𝜂𝜆𝑟1(|𝑥|)̃︁𝜂𝜇𝑟2(|𝑥|)𝑑𝑥⃒⃒⃒⃒ =
=

4⃒⃒̃︀𝜉 ′𝑟1(𝜆)̃︀𝜉 ′𝑟2(𝜇)⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁
R𝑛

𝜓(𝑥)
𝜆̃︀𝜉𝑟1(|𝑥|)
|𝑥|2 − 𝜆2

𝜇̃︀𝜉𝑟2(|𝑥|)
|𝑥|2 − 𝜇2

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤

≤ 4𝜋𝑛(𝑟1𝑟2)
𝑛𝑒2(𝑟1+𝑟2)⃒⃒̃︀𝜉 ′𝑟1(𝜆)̃︀𝜉 ′𝑟2(𝜇)⃒⃒ (︀Γ (︀𝑛2 + 1

)︀)︀2×
×
∫︁
R𝑛

|𝜓(𝑥)| max
|𝜁−|𝑥||≤2

⃒⃒
𝑝𝑟1(−𝜁2)

⃒⃒
max
|𝜁−|𝑥||≤2

⃒⃒
𝑝𝑟2(−𝜁2)

⃒⃒
𝑑𝑥.

Отсюда и из (30) следует, что

∑︁
𝜆∈𝒵+(̃︀𝜉𝑟1 )

⎛⎜⎝ ∑︁
𝜇∈𝒵+(̃︀𝜉𝑟2 )

⃒⃒⟨︀
𝜂𝜆𝑟1 * 𝜂

𝜇
𝑟2 , 𝜙

⟩︀⃒⃒⎞⎟⎠ <∞.

Значит (см., например, [37, гл. 1, теорема 1.24]), ряд в (50) сходится безусловно в пространстве
𝒟′(R𝑛). При этом (см. (6), (49)) ∑︁

𝜆∈𝒵+(̃︀𝜉𝑟1 )
∑︁

𝜇∈𝒵+(̃︀𝜉𝑟2 )
⟨𝜂𝜆𝑟1 * 𝜂

𝜇
𝑟2 , 𝜙

⟩︀
=

=
∑︁

𝜆∈𝒵+(̃︀𝜉𝑟1 )

⎛⎜⎝ ∑︁
𝜇∈𝒵+(̃︀𝜉𝑟2 )

⟨︀
𝜂𝜇𝑟2(𝑦), ⟨𝜂

𝜆
𝑟1(𝑥), 𝜙(𝑥+ 𝑦)⟩

⟩︀⎞⎟⎠ =

=
∑︁

𝜆∈𝒵+(̃︀𝜉𝑟1 )
⟨𝜂𝜆𝑟1(𝑥), 𝜙(𝑥)⟩ = 𝜙(0),

что доказывает (50).
Сворачивая обе части (50) с 𝑓 и учитывая раздельную непрерывность свертывания

𝑓 ∈ 𝒟′(R𝑛) с 𝑔 ∈ ℰ ′(R𝑛), (46) и (20), находим

𝑓 =
∑︁

𝜆∈𝒵+(̃︀𝜉𝑟1 )
∑︁

𝜇∈𝒵+(̃︀𝜉𝑟2 )
4𝜆𝜇

(𝜆2 − 𝜇2)̃︀𝜉 ′𝑟1(𝜆)̃︀𝜉 ′𝑟2(𝜇)
(︀
𝑓 * (𝜉𝑟2 * 𝜉𝜆𝑟1)− 𝑓 * (𝜉𝑟1 * 𝜉𝜇𝑟2)

)︀
. (51)

Наконец, используя (51), (16) и коммутативность оператора свертки с оператором дифферен-
цирования, приходим к формуле (24). Таким образом, теорема 4 доказана.
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5. Заключение

Доказательство теоремы 4 показывает, что ключевую роль в формуле (24) играет разло-
жение дельта-функции по распределениям 𝜂𝜆𝑟 , 𝜆 ∈ 𝒵+(̃︀𝜉𝑟) (см. лемму 5). Эта система распре-
делений является биортогональной к системе сферических функций 𝜙𝜇, 𝜇 ∈ 𝒵+(̃︀𝜉𝑟), т.е.

⟨𝜂𝜆𝑟 , 𝜙𝜇⟩ =

{︃
0, если 𝜇 ̸= 𝜆,

1, если 𝜇 = 𝜆

(см. (8), (39) и (40)). С помощью подобных разложений можно получить формулы обращения и
для других операторов свертки с радиальными распределениями. В частности, методы данной
работы применимы для операторов 𝑓 → (𝑓 * 𝜎𝑟1 , 𝑓 * 𝜎𝑟2) и 𝑓 → (𝑓 * 𝜎𝑟, 𝑓 * 𝜒𝑟), где 𝜎𝑟 —
поверхностная дельта-функция, сосредоточенная на сфере радиуса 𝑟 c центром в нуле из
R𝑛. Отметим наконец, что формула (24) существенно упрощает известные ранее процедуры
восстановления функции 𝑓 по заданным шаровым средним 𝑓 * 𝜒𝑟1 и 𝑓 * 𝜒𝑟2 .
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