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Аннотация

Пусть 𝑋− достаточно большое действительное число, 𝑏1, 𝑏2- целые числа с условием
1 ⩽ 𝑏1, 𝑏2 ⩽ 𝑋, 𝑎𝑖𝑗 , (𝑖 = 1, 2; 𝑗 = 1, 4)− целые положительные числа, 𝑝1, . . . , 𝑝4− про-
стые числа. Положим 𝐵 = max {3 |𝑎𝑖𝑗 |} , (𝑖 = 1, 2; 𝑗 = 1, 4), 𝑏̄ = (𝑏1, 𝑏2), 𝐾 = 9

√
2𝐵3

⃒⃒
𝑏̄
⃒⃒
,

𝐸2,4(𝑋) =
{︀
𝑏𝑖
⃒⃒
1 ≤ 𝑏𝑖 ≤ 𝑋, 𝑏𝑖 ̸= 𝑎𝑖1𝑝1 + · · ·+ 𝑎𝑖4𝑝4, 𝑖 = 1, 2

}︀
. В работе изучено разреши-

мость системы 𝑏𝑖 = 𝑎𝑖1𝑝1 + · · · + 𝑎𝑖4𝑝4, (𝑖 = 1, 2), в простых числах 𝑝1, . . . , 𝑝4 и впервые
получена степенная оценка для исключительного множества 𝐸2,4(𝑋) и оценка снизу для
𝑅(𝑏̄)− количество решений рассматриваемый системы в простых числах, а именно дока-
зано, что если 𝑋 - достаточно большое, а 𝛿(0 < 𝛿 < 1) достаточно малое действительные
числа, тогда: существует достаточно большое число 𝐴, такое, что при 𝑋 > 𝐵𝐴 справедлива
оценка 𝐸2,4(𝑋) < 𝑋2−𝛿 и для 𝑅(𝑏̄) при заданном 𝑏̄ = (𝑏1, 𝑏2), 1 ⩽ 𝑏1, 𝑏2 ⩽ 𝑋 справедлива

оценка 𝑅(𝑏̄) ⩾ 𝐾2− 𝛿(ln𝐾)
−4
, для всех 𝑏̄ = (𝑏1, 𝑏2) за исключением не более чем 𝑋2−𝛿 пар

из них.
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Abstract

Let 𝑋− be a sufficiently large real number, 𝑏1, 𝑏2-integers with 1 ⩽ 𝑏1, 𝑏2 ⩽ 𝑋, 𝑎𝑖𝑗 ,(𝑖 = 1, 2;
𝑗 = 1, 4)− positive integers, 𝑝1,. . ., 𝑝4−prime numbers.Let 𝐵 = max {3 |𝑎𝑖𝑗 |} , (𝑖 = 1, 2; 𝑗 = 1, 4),
𝑏̄ = (𝑏1, 𝑏2), 𝐾 = 9

√
2𝐵3

⃒⃒
𝑏̄
⃒⃒
,

𝐸2,4(𝑋) =
{︀
𝑏𝑖
⃒⃒
1 ≤ 𝑏𝑖 ≤ 𝑋, 𝑏𝑖 ̸= 𝑎𝑖1𝑝1 + · · ·+ 𝑎𝑖4𝑝4, 𝑖 = 1, 2

}︀
.

The paper studies the solvability of a system of linear equations 𝑏𝑖 = 𝑎𝑖1𝑝1+· · ·+𝑎𝑖4𝑝4, 𝑖 = 1, 2,
in primes 𝑝1, . . . , 𝑝4 and for the first time a power estimate for the exceptional set 𝐸2,4(𝑋) and
a lower estimate for 𝑅(𝑏̄)− the number of solutions of the system under consideration in prime
numbers, are obtained, namely, that if 𝑋 is sufficiently large and 𝛿(0 < 𝛿 < 1) is sufficiently
small real numbers, then: there exists a sufficiently large number 𝐴, such that for 𝑋 > 𝐵𝐴

estimate is fair 𝐸2,4(𝑋) < 𝑋2−𝛿; and for 𝑅(𝑏̄) given 𝑏̄ = (𝑏1, 𝑏2), 1 ⩽ 𝑏1, 𝑏2 ⩽ 𝑋 fair estimate

𝑅(𝑏̄) ⩾ 𝐾2− 𝛿(ln𝐾)
−4
, for all 𝑏̄ = (𝑏1, 𝑏2) except for at most 𝑋

2−𝛿 pairs of them.
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1. Введение

Рассмотрим систему линейных уравнений

𝑏𝑖 = 𝑎𝑖1𝑝1 + 𝑎𝑖2𝑝2 + · · ·+ 𝑎𝑖𝑚𝑝𝑚, (𝑖 = 1, 𝑠), (1.1)

где 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑠− натуральные числа, 𝑎𝑖1, 𝑎𝑖2, . . . , 𝑎𝑖𝑚− целые коэффициенты, а 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑚−
простые числа. Обозначим через 𝑈𝑠,𝑚(𝑋)− множество наборов ( 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑠),
1 ⩽ 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑠 ⩽ 𝑋, для которых система (1.1) неразрешима в простых числах, т.е.

𝑈𝑠,𝑚(𝑋) = { ( 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑠), 1 ⩽ 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑠 ⩽ 𝑋, 𝑏𝑖 ̸= 𝑎𝑖1𝑝1 + 𝑎𝑖2𝑝2 + · · ·+ 𝑎𝑖𝑚𝑝𝑚}
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и пусть 𝐸𝑠,𝑚(𝑋) = 𝑐𝑎𝑟𝑑𝑈𝑠,𝑚(𝑋).

Wu Fang [1], изучая разрешимость этой системы при 𝑚 ⩾ 2𝑠 + 1 и при некоторых допол-
нительных условиях, получил асимптотическую формулу для числа решений системы (1.1).
Ming-Chit Liu и Kai-Tsang [2] исследовали систему (1.1) при 𝑠 = 2, 𝑚 = 3 и доказали степенную
оценку

𝐸2,3(𝑋) ⩽ 𝑋2−𝜀,

где 𝑋− достаточно большое действительное число, 𝜀− абсолютное, эффективно вычисляе-
мое, достаточно малое положительное постоянное число. И. Аллаков в [3] уточнил резуль-
таты работы Ming-Chit Liu и Kai-Tsang [2], а затем в [4] обобщил их для системы (1.1) при
𝑠 = 𝑛, 𝑚 = 𝑛+ 1.

Из выше изложенного следует, что вопрос исследования системы (1.1), при 𝑠 = 2,𝑚 = 4 до
сих пор оставался открытым. В настоящей работе рассмотрим, именно, этот случай. Полагая
𝑠 = 2,𝑚 = 4 из (1.1), получим:

𝑏𝑖 = 𝑎𝑖1𝑝1 + 𝑎𝑖2𝑝2 + 𝑎𝑖3𝑝3 + 𝑎𝑖4𝑝4, (𝑖 = 1, 2). (1.2)

Известно, что разрешимость системы (1.1) связанно условиями, так называемые положи-
тельной разрешимости и конгруэнтной разрешимости (см.[5]). В нашем случае эти условия
выгладят следующим образом:

a) для произвольного простого числа 𝑝 существуют целые числа 1 ⩽ 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, 𝑙4 ⩽ 𝑝 − 1
которые удовлетворяют систему линейных сравнений

𝑎𝑖1𝑙1 + 𝑎𝑖2𝑙2 + 𝑎𝑖3𝑙3 + 𝑎𝑖4𝑙4 ≡ 𝑏𝑖(mod𝑝), (𝑖 = 1, 2);

b) для некоторых положительных вещественных чисел 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4 справедливо равенство:
𝑎𝑖1𝑦1 + 𝑎𝑖2𝑦2 + 𝑎𝑖3𝑦3 + 𝑎𝑖4𝑦4 = 𝑏𝑖, (𝑖 = 1, 2).

Пусть 𝑊2,4(𝑋)− множество векторов 𝑏̄ = (𝑏1, 𝑏2), 1 ⩽ 𝑏1, 𝑏2 ⩽ 𝑋 которые удовлетворяют
условиям a) и b). В [6] доказано, что для достаточно больших 𝑋, справедлива оценка

𝑐𝑎𝑟𝑑𝑊2,4(𝑋) > 1, 69954 ·𝑋2𝐵−20
(︁
𝑒𝛾0+10 ln ln𝐵 + 2, 507 · 𝑒10(ln ln𝐵)−1

)︁−1
,

где 𝛾0 = 0, 5772...− постоянная Эйлера.
Из этой оценки следует, что векторы 𝑏̄ = (𝑏1, 𝑏2), 1 ⩽ 𝑏1, 𝑏2 ⩽ 𝑋, которые удовлетворяют

условиям a) и b) достаточно много (см.[7]).
В дальнейшем рассмотрим только те (𝑏1, 𝑏2), которые удовлетворяют этим двум условиям.

В настоящей работе доказано:
Теорема. Если 𝑋− достаточно большое, а 𝛿(0 < 𝛿 < 1) достаточно малое действительные

числа, тогда:
а) существует достаточно большое число 𝐴, такое, что при 𝑋 > 𝐵𝐴 справедлива оценка

𝐸2,4(𝑋) < 𝑋2−𝛿;

b) для 𝑅(𝑏̄) при заданном 𝑏̄ = (𝑏1, 𝑏2), 1 ⩽ 𝑏1, 𝑏2 ⩽ 𝑋 справедлива оценка 𝑅(𝑏̄) ⩾ 𝐾2− 𝛿(ln𝐾)−4,
для всех 𝑏̄ = (𝑏1, 𝑏2) за исключением не более чем 𝑋2−𝛿 пар из них.

2. Основные обозначения

Пусть

Δ𝑖𝑗 = det

(︂
𝑎1𝑖 𝑎1𝑗
𝑎2𝑖 𝑎2𝑗

)︂
, Δ𝑖𝑏 = det

(︂
𝑎1𝑖 𝑏1
𝑎2𝑖 𝑏2

)︂
, 1 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ 4.
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Для того, чтобы избежать тривиальности и вырожденности налагаем на коэффициенты си-
стемы (1.2) условия:

Δ12Δ13Δ14Δ23Δ24Δ34 ̸= 0 и gcd(Δ12,Δ13,Δ14,Δ23,Δ24,Δ34) = 1.

Для достаточно малого положительного числа 𝛿, положим

𝑋 ⩾ 𝐵exp(𝛿−2), 𝑄 = 𝑁 𝛿, 𝐿 = 𝑁𝑄−
1

100 и 𝑇 = 𝑄
4√
𝛿 , 𝑁 = 18𝐵3𝑋, 𝐵 ⩽ 𝑄𝛿. (2.1)

Пусть 𝜒 характер Дирихле по модулю 𝑞 ⩽ 𝑇 (относительно свойства характеров Дирихле
см.[8])), Λ(𝑛)− функция Мангольдта, определяемая равенством

Λ(𝑛) =

{︃
ln 𝑝, если 𝑛 = 𝑝𝑚, 𝑝− простое, 𝑚 > 0− целое;

0, если 𝑛 ̸= 𝑝𝑚.

Положим⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑆(𝑦) =

∑︀
𝐿⩽𝑛⩽𝑁

Λ(𝑛)𝑒(𝑛𝑦), 𝑆𝜒(𝑦) =
∑︀

𝐿⩽𝑛⩽𝑁

Λ(𝑛)𝜒(𝑛)𝑒(𝑛𝑦),

𝐼(𝑦) =
𝑁∫︀
𝐿

𝑒(𝑥𝑦)𝑑𝑥, 𝐼(𝑦) =
𝑁∫︀
𝐿

𝑥𝛽−1𝑒(𝑥𝑦)𝑑𝑥, 𝐼𝜒(𝑦) =
𝑁∫︀
𝐿

𝑒(𝑥𝑦)
∑︀
|𝛾|⩽𝑇

′𝑥𝜌−1𝑑𝑥,
(2.2)

где 𝑒(𝑥) = 𝑒2𝜋𝑖𝑥 , 𝛽 > 1−𝑐(ln𝑇 )−1− исключительный нуль функции 𝐿(𝑠, 𝜒), т.е. единственный
вещественный нуль 𝐿− функции Дирихле, возможно существующий для одного характера
𝜒(mod𝑞),

∑︀′
|𝛾|⩽𝑇 − означает суммированию по всем нулям 𝜌 = 𝛽 + 𝑖𝛾 (кроме 𝛽) функции

𝐿(𝑠, 𝜒) лежащий внутри области:

1

2
⩽ 𝛽 ⩽ 1− 𝑐1(ln𝑇 )

−1, |𝛾| ⩽ 𝑇. (2.3)

(см.[8]). Пусть 𝜏 = 𝑇
1
4𝑁−1. Теперь для любых целых чисел ℎ1, ℎ2, 𝑞 удовлетворяющие усло-

виям
1 ⩽ ℎ1, ℎ2, 𝑞 ⩽ 𝑄 и НОД(ℎ1, ℎ2, 𝑞) = 1, (2.4)

положим 𝑚̄ (ℎ1, ℎ2, 𝑞) =
{︀
(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑅2 :

⃒⃒
𝑥𝑖 − ℎ𝑖𝑞

−1⃒⃒ ⩽ 𝜏𝑞−1, (𝑖 = 1, 2)
}︀
и

𝑀1 = ∪𝑚̄ (ℎ1, ℎ2, 𝑞) , 𝑀2 = [𝜏, 1 + 𝜏 ]2∖𝑀1, (2.5)

где 𝑚̄(ℎ1, ℎ2, 𝑞) попарно непересекаюшие квадратики и все лежать внутри квадрата [𝜏, 1 + 𝜏 ]2.
Для произвольных вещественных 𝑥1, 𝑥2 и 𝑏̄ = (𝑏1, 𝑏2) ∈𝑊2,4(𝑋) положим

𝑥̄𝑏 = 𝑏1𝑥1 + 𝑏2𝑥2 и 𝑥̄𝑗 = 𝑎1𝑗𝑥1 + 𝑎2𝑗𝑥2 (1 ⩽ 𝑗 ⩽ 4). (2.6)

Пусть
𝐼(𝑏̄) =

∑︁
Λ(𝑛1)Λ(𝑛2)Λ(𝑛3)Λ(𝑛4), (2.7)

где суммирование ведётся по всем 𝑛𝑗 , удовлетворяющие условиям

𝐿 < 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4 ⩽ 𝑁,
4∑︁

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑛𝑗 = 𝑏𝑖, (𝑖 = 1, 2).

В виду (2.2) и (2.5), 𝐼(𝑏̄) можем представит в виде:

𝐼(𝑏̄) =

1+𝜏∫︁
𝜏

1+𝜏∫︁
𝜏

𝑒 (−𝑥̄𝑏)
4∏︁

𝑗=1

𝑆(𝑥̄𝑗)𝑑𝑥1𝑑𝑥2 =

⎛⎝∫︁∫︁
𝑀1

+

∫︁∫︁
𝑀2

⎞⎠ 𝑒 (−𝑥̄𝑏)
4∏︁

𝑗=1

𝑆(𝑥̄𝑗)𝑑𝑥1𝑑𝑥2 =

= 𝐼1(𝑏̄) + 𝐼2(𝑏̄). (2.8)
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3. Большие дуги

Рассмотрим интеграл

𝐼1(𝑏) =

∫︁∫︁
𝑀1

𝑒(−𝑥𝑏)
4∏︁

𝑗=1

𝑆(𝑥𝑗)𝑑𝑥1𝑑𝑥2. (3.1)

Для произвольного характера Дирихле 𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑞) определим

𝐶𝜒(𝑚) =
∑︁
1⩽𝑙⩽𝑞

𝜒(𝑙)𝑒𝑞(𝑚𝑙) и 𝐶𝑞(𝑚) = 𝐶𝜒0(𝑚),

где 𝑒𝑞(𝑚𝑙) = 𝑒
2𝜋𝑖𝑚𝑙

𝑞 и 𝜒0− главный характер по модулю 𝑞. Ясно, что |𝐶𝜒(𝑚)| ⩽ 𝜙(𝑞). Для
произвольных (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑚(ℎ1, ℎ2, 𝑞) можем писать 𝑥𝑘 = ℎ𝑘

𝑞 + 𝜂𝑘 (𝑘 = 1, 2). Тогда справедливо

неравенство |𝜂𝑘| < 𝜏𝑞−1 (𝑘 = 1, 2). По аналогии (2.6) для 𝑗 = 1, 4 положим

ℎ̄𝑗 = 𝑎1𝑗ℎ1 + 𝑎2𝑗ℎ2 ℎ̄𝑏 = 𝑏1ℎ1 + 𝑏2ℎ2
𝜂𝑗 = 𝑎1𝑗𝜂1 + 𝑎2𝑗𝜂2 𝜂𝑏 = 𝑏1𝜂1 + 𝑏2𝜂2

}︂
.

Тогда 𝑥𝑗 =
ℎ𝑗

𝑞 + 𝜂𝑗 , 𝑗 = 1, 4 и 𝑥𝑏 =
ℎ𝑏
𝑞 + 𝜂𝑏. Согласно свойству ортогональности характеров

[9] и обозначению (2.2) имеем

𝑆(𝑥̄𝑗) =
1

𝜙(𝑞)

∑︁
𝜒( mod 𝑞)

𝐶𝜒̄(ℎ̄𝑗)𝑆𝜒(𝜂𝑗) +𝑂(ln2𝑁). (3.2)

Обозначим 𝐺𝑗(ℎ̄, 𝑞, 𝜂) =
∑︀

𝜒( mod 𝑞)

𝐶𝜒̄(ℎ̄𝑗)𝐼𝜒(𝜂𝑗), 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 4 и

𝐻𝑗

(︀
ℎ̄, 𝑞, 𝜂

)︀
= 𝐶𝑞(ℎ̄𝑗)𝐼(𝜂𝑗)− 𝛿𝑞𝐶𝜒̃𝜒0(ℎ̄𝑗)𝐼(𝜂𝑗)−𝐺𝑗

(︀
ℎ̄, 𝑞, 𝜂

)︀
, (3.3)

где 𝑟 модул исключительного характера 𝜒̃ и

𝛿𝑞 =

{︃
1, если 𝑞 делится на 𝑟,

0, если 𝑞 не делится на 𝑟.

Для упрощения интеграла 𝐼1(𝑏) воспользуемся леммами 3.4.1-3.4.3 работы [10]. Согласно тео-
ремы 3.4.1 работы [10] для любого действительного 𝑦 и произвольного 𝜒(𝑚𝑜𝑑𝑞) с 𝑞 ≤ 𝑇, имеем

𝑆𝜒(𝑦) = 𝛿𝜒0𝐼(𝑦)− 𝛿𝑞̃︀𝐼(𝑦)− 𝐼𝜒(𝑦) +𝑂((1 + |𝑦|𝑁)𝑁𝑇−1 ln2𝑁 (3.4)

Поскольку ⃒⃒
𝜂𝑗
⃒⃒
𝑁 = |(𝑎1𝑗𝜂1 + 𝑎2𝑗𝜂2)|𝑁 <

2𝐵

3
𝜏𝑞−1𝑁 =

2𝐵

3
𝑇

1
4 𝑞−1,

то используя (3.4) из (3.2) получим

𝑆(𝑥𝑗) =
1

𝜙(𝑞)

{︁
𝐻𝑗(ℎ, 𝑞, 𝜂) +𝑂

(︁
𝜙(𝑞)𝑇−

3
4𝐵𝑁 ln2𝑁

)︁}︁
=

1

𝜙(𝑞)
{𝐻𝑗 +𝑅}. (3.5)

Отсюда следует, что для произвольных (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑚(ℎ1, ℎ2, 𝑞) справедливо равенство

4∏︁
𝑗=1

𝑆(𝑥̄𝑗) =
1

𝜙4(𝑞)

4∏︁
𝑗=1

𝐻𝑗(ℎ, 𝑞, 𝜂) +𝑂

(︂
𝜙3(𝑞)𝑁4𝐵ln2𝑁

𝑇
3
4

)︂
. (3.6)
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Остаток в (3.6) получается как сумма 15 членов в каждом которого участвует качество мно-
жителя остаток 𝑅 из равенство (3.5). При этом доминирующим членом будет 𝐻1𝐻2𝐻3𝑅, так

как |𝐻𝑗 | ≤ 𝜙2(𝑞)𝑁, 𝑗 = 1, 4 то отсюда следует, что 𝐻1𝐻2𝐻3𝑅 = 𝑂(𝜙
3(𝑞)𝑁4𝐵 ln2 𝑁

𝑇 3/4 ).

Пусть
∑︀′

ℎ− означает суммурованию по всем ℎ1, ℎ2 удовлетворяющие условию (2.4). Тогда
согласно (2.6), (2.8), (3.1) и (3.6) имеем

𝐼1(𝑏̄) =
∑︁
𝑞⩽𝑄

1

𝜙4(𝑞)

∑︁
ℎ

′

𝑒𝑞(−ℎ̄𝑏)
∫︁∫︁

[︁
− 𝜏

𝑞
, 𝜏
𝑞

]︁2
𝑒(−𝜂𝑏)

4∏︁
𝑗=1

𝐻𝑗(ℎ̄, 𝑞, 𝜂)𝑑𝜂1𝑑𝜂2 +𝑂

(︂
𝑄4𝑁2𝐵ln2𝑁

𝑇
1
4

)︂
. (3.7)

Следущим шагом является замена двойного интеграла в (3.7) по
[︁
− 𝜏

𝑞 ,
𝜏
𝑞

]︁2
интегралом по всей

плоскости 𝑅2. Пусть Γ1 =
[︀
−1

2 ,
1
2

]︀2∖[︁− 𝜏
𝑞 ,

𝜏
𝑞

]︁2
и Γ2 = 𝑅2∖

[︀
−1

2 ,
1
2

]︀2
.

4. Расширение границы интеграла от квадрата до всей плоскости

На правой части равенства (3.3) обозначим:

𝐹
(𝑘)
1 = 𝐶𝑞(ℎ̄𝑗)𝐼(𝜂𝑗), 𝐹

(𝑘)
2 = 𝛿𝑞𝐶𝜒𝜒0(ℎ̄𝑗)𝐼(𝜂𝑗), 𝐹

(𝑘)
3 = 𝐺𝑗

(︀
ℎ̄, 𝑞, 𝜂

)︀
, (𝑘 = 1, 2, 3, 4)

тогда получим

4∏︁
𝑗=1

𝐻𝑗

(︀
ℎ̄, 𝑞, 𝜂

)︀
=
(︁
𝐹

(1)
1 − 𝐹

(1)
2 − 𝐹

(1)
3

)︁(︁
𝐹

(2)
1 − 𝐹

(2)
2 − 𝐹

(2)
3

)︁
× (4.1)

×
(︁
𝐹

(3)
1 − 𝐹

(3)
2 − 𝐹

(3)
3

)︁(︁
𝐹

(4)
1 − 𝐹

(4)
2 − 𝐹

(4)
3

)︁
.

Заметим , что при раскрытие скобок правой части равенства (4.1) появляется 81 членов вида

𝐹 = 𝐹1𝐹2𝐹3𝐹4, где 𝐹𝑗 равен 𝐹
(𝑘)
1 или 𝐹 (𝑘)

2 или 𝐹 (𝑘)
3 , 𝑘 = 1, 2, 3, 4. Далее, рассуждая таким же

образом, как в доказательство оценки (4.13) и (4.14) работы [10] (см. стр.88 и 89 [10], а также
параграф 6 работы [2]) получим оценку∫︁∫︁

(Γ1)

𝐹 𝑒 (−𝜂𝑏) 𝑑𝜂1𝑑𝜂2 ≪ 𝑁 𝑄−4, (4.2)

справедливую для всех пар 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2), 1 ⩽ 𝑏1, 𝑏2 ⩽ 𝑋, за исключением не более чем

𝐸
(1)
2,4(𝑋) < 𝑋2𝑄−1 пар из них. Также∫︁∫︁

(Γ2)

𝐹 𝑒 (−𝜂𝑏) 𝑑𝜂1𝑑𝜂2 ≪ 𝑁 𝑄−4 (4.3)

для всех 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2), 1 ⩽ 𝑏1, 𝑏2 ⩽ 𝑋. Используя (4.2),(4.3) из (3.7) находим

𝐼1(𝑏̄) =
∑︁
𝑞⩽𝑄

1

𝜙4(𝑞)

∑︁
ℎ̄

𝑒𝑞(−ℎ̄𝑏)
∫︁∫︁
𝑅2

𝑒(−𝜂𝑏)
4∏︁

𝑗=1

𝐻𝑗(ℎ̄, 𝑞, 𝜂)𝑑𝜂1𝑑𝜂2 +𝑂(𝑁2𝑄−1/3) (4.4)

за исключение 𝐸(1)
2,4(𝑋) < 𝑋2𝑄−1 пар из них 𝑊 (𝑋).
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5. Сингулярный ряд и сингулярный интеграл задачи

Для произвольного целого 𝑞 ⩾ 1 и произвольного простого числа 𝑝 обозначим

𝐴(𝑞) =
1

𝜙4(𝑞)

∑︁
ℎ̄

′𝑒(−ℎ̄𝑏)
4∏︁

𝑗=1

𝐶𝑞(ℎ̄𝑗),

𝑠(𝑝) = 1 +𝐴(𝑝). (5.1)

Для любого целого 𝑞 ⩾ 1 через
∑︀
(𝑞)

1 обозначим суммирование по всем 𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, 𝑙4, удовлетво-

ряющим условиям 1 ⩽ 𝑙𝑗 ⩽ 𝑞, (𝑙𝑗 , 𝑞) = 1,
∑︀

1⩽𝑗⩽4
𝑎𝑖𝑗𝑙𝑗 ≡ 𝑏𝑖(𝑚𝑜𝑑𝑞), 𝑖 = 1, 2. Положим 𝑁(𝑞) =

∑︀
(𝑞)

1.

В этих обозначениях справедлива следующая лемма.
Лемма 5.1. a) 𝐴(𝑞) и𝑁(𝑞)− мультипликативная функция,

b) для произвольного целого 𝑘 ⩾ 2 справедливо равенство 𝐴(𝑝𝑘) = 0,
с) для любого натурального 𝑘 ∈ 𝑁 справедливо 𝑁(𝑝𝑘) = 𝑝𝑘−1𝑁(𝑝),
d) 𝑠(𝑝) = 𝑝3𝜙(𝑝)−4𝑁(𝑝) и, следовательно, 𝑠(𝑝) > 0, для всех 𝑝 ,
е) для простого 𝑝 и натурального 𝑞 справедливо 𝑞3𝜙(𝑞)−4𝑁(𝑞) =

∏︀
𝑝∖𝑞

𝑠(𝑝).

Эта есть лемма 5.1 работы [11]. Мы хотим установит сходимость
∏︀
𝑝
𝑠(𝑝) и

∑︀
(𝑞)

𝐴(𝑞). Что-

бы достичь этого мы вычеркиваем из рассмотрения те пары (𝑏1, 𝑏2) в [1, 𝑋]2 такие что
Δ1𝑏Δ2𝑏Δ3𝑏Δ4𝑏 = 0. Ясно, что существуют не более чем 4𝑋 таких пар и ввиду 4𝑋 < 𝑋2−𝛿

эта допустимо. Простые числа разбиваем на два множества следующем образом:
𝑃𝐵 = {𝑝 : 𝑝 |Δ12Δ13Δ14 Δ23Δ24Δ34Δ1𝑏Δ2𝑏Δ3𝑏 Δ4𝑏} , 𝑃𝐷 = {𝑝 : 𝑝 /∈ 𝑃𝐵} .
Тогда справедлива следующее утверждение.

Лемма 5.2. Для 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2) ∈𝑊2,4(𝑋) с условием Δ1𝑏Δ2𝑏Δ3𝑏Δ4𝑏 ̸= 0 имеем:
a) −18

𝑝 ⩽ 𝐴(𝑝) ⩽ 14
𝑝 для всех простых 𝑝 и если 𝑝 ∈ 𝑃𝐷 то −1

𝑝 ⩽ 𝐴(𝑝) ⩽ 2
𝑝 ;

b) для всех простых справедливо
∏︀
𝑝
(1 + |𝐴(𝑝)|) ⩽

∏︀
𝑝
(1 +𝐴(𝑝)) ⩽ (ln ln𝑁)14;

с) произведение
∏︀
𝑝
𝑠(𝑝) является абсолютно сходящимся и

∏︀
𝑝
𝑠(𝑝) > 0;

d) для любого действительного числа 𝑦 ⩾ 1 спрведлива неравенства∑︀
𝑞⩾𝑦

|𝐴(𝑞)| ≪ 1
𝑦𝑁

4
ln ln𝑁 ln3(𝑦 + 2).

Пусть 𝜒𝑗(mod𝑟𝑗), (𝑗 = 1, 4)- примитивные характеры, а 𝑟 = 𝑔𝑐𝑚 [𝑟1, . . . , 𝑟4]− чисел 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3, 𝑟4.
В наших будущих исследованиях для оценки некоторых выражений нужна сумма вида:

𝑍(𝑞) = 𝑍(𝑞 : 𝜒1, 𝜒2, 𝜒3, 𝜒4) =
∑︁
ℎ̄

𝑒𝑞(−ℎ̄𝑏)
4∏︁

𝑗=1

𝐶𝜒𝑗𝜒0(ℎ̄𝑗), (5.2)

где 𝑞 кратное 𝑟 и 𝜒0− главный характер по модулю 𝑞.
Лемма 5.3. Если 𝜒𝑖(𝑚𝑜𝑑𝑟𝑖)− примитивный характер и число 𝑞 кратны 𝑟 = 𝑔𝑐𝑚[𝑟1, ..., 𝑟4],

то:

a) справедливо равенство 𝑍(𝑟) = 𝑟3
∑︀
𝑟

4∏︀
𝑗=1

𝜒𝑗(𝑙𝑗);

b) пусть 𝑟∖𝑞 и 𝑞 = 𝑞1𝑞2, (𝑞1, 𝑞2) = 1 и каждый простой делитель числа 𝑞1 делит 𝑟 , то
𝑍(𝑞) = 𝑍(𝑞1)𝜙(𝑞2)

4𝐴(𝑞2) и 𝑍(𝑞1) = 0, если 𝑞1 > 𝑟;
c) справедливо неравенство

∑︀
𝑞⩽𝑄,
𝑟∖𝑞

𝜙(𝑞)−4𝑍(𝑞) ⩽
∏︀
𝑝
𝑠(𝑝).

Доказательство этих лемм имеется в [11] (см. лемма 5.3,[11]).
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Относительно сингулярного интеграла справедлива следующая лемма.
Лемма 5.4. Пусть 𝜌𝑗 (𝑗 = 1, 4) произвольные комплексные числа удовлетворяющий усло-

вие 0 ⩽ Re 𝜌𝑗 ⩽ 1 тогда имеем

∫︁∫︁
𝑅2

⎡⎣ 4∏︁
𝑗=1

𝑁∫︁
𝐿

𝑥𝜌𝑗−1𝑒(𝑥𝜂𝑗)𝑑𝑥

⎤⎦𝑒(−𝜂𝑏)𝑑𝜂1𝑑𝜂2 = 𝑁2|Δ34|−1
∫︁∫︁
(𝐷)

4∏︁
𝑗=3

(𝑁𝑥𝑗)
𝜌𝑗−1𝑑𝑥1𝑑𝑥2, (5.3)

где 𝑥3, 𝑥4 на правой части подинтеграла задаётся с{︃
𝑥3 = 𝑓1(𝑥1, 𝑥2) =

1
Δ34

(︀
Δ𝑏4𝑁

−1 −Δ14𝑥1 −Δ24𝑥2
)︀

𝑥4 = 𝑓2(𝑥1, 𝑥2) =
1

Δ34

(︀
Δ𝑏3𝑁

−1 +Δ13𝑥1 +Δ23𝑥2
)︀ (5.4)

и
𝐷 =

{︀
𝑥1, 𝑥2 : 𝐿𝑁−1 ⩽ 𝑥1, 𝑥2, 𝑓1(𝑥1, 𝑥2), 𝑓2(𝑥1, 𝑥2) ⩽ 1

}︀
. (5.5)

Кроме того, если 𝑏̄ = (𝑏1, 𝑏2) ∈𝑊2,4(𝑋) тогда∫︁∫︁
(𝐷)

𝑑𝑥1𝑑𝑥2 ⩾ 𝑄−
1

100 (5.6)

за исключаем самый больше 𝑋2𝑄−
1

101 пары 𝑏̄ = (𝑏1, 𝑏2) ∈𝑊2,4(𝑋).
Доказательство. Сначала докажем (5.6). В зависимости от знака определителя Δ34 дока-
зательство оценки (5.6) делим на два случая.
1. Пусть Δ34 ⩾ 0 . Согласно (5.4) и (5.5) двойной интеграл

∫︀∫︀
(𝐷)

𝑑𝑥1𝑑𝑥2 площади пересечения

квадрата
[︀
𝐿𝑁−1; 1

]︀2
c площадью образованной интервалами:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

[︂
Δ23(Δ34𝐿𝑁−1−Δ𝑏4)+Δ24(Δ34𝐿𝑁−1−Δ𝑏3)

Δ12Δ34
; Δ23(Δ34−Δ𝑏4)+Δ24(Δ34−Δ𝑏3)

Δ12Δ34

]︂
[︂
Δ13(Δ34𝐿𝑁−1−Δ𝑏4)+Δ14(Δ34𝐿𝑁−1−Δ𝑏3)

Δ12Δ34
; Δ13(Δ34−Δ𝑏4)+Δ14(Δ34−Δ𝑏3)

Δ12Δ34

]︂ . (5.7)

Соответственно обозначим первый и второй сегмент в (5.7) 𝐾1,𝐾2 тогда имеем∫︁∫︁
(𝐷)

𝑑𝑥1𝑑𝑥2 =
(︁
|𝐾1|+ |𝐾2| −

⃒⃒⃒
𝐾1

⋂︁
𝐾2

⃒⃒⃒)︁2

для 𝑏̄ = (𝑏1, 𝑏2) ∈ 𝑊2,4(𝑋), известно, что |Δ𝑏𝑗 | = 2𝐵𝑋
3 , |Δ𝑖,𝑗 | = 2𝐵2

3 и согласно (2.1) нижней

границе 𝐾1,

⃒⃒⃒⃒
Δ23(Δ34𝐿𝑁−1−Δ𝑏4)+Δ24(Δ34𝐿𝑁−1−Δ𝑏3)

Δ12Δ34

⃒⃒⃒⃒
⩽ 2

(︁
𝑄−

1
100 − 2𝐵−1𝑋

)︁
верхние границы⃒⃒⃒

Δ23(Δ34−Δ𝑏4)+Δ24(Δ34−Δ𝑏3)
Δ12Δ34

⃒⃒⃒
⩾ 2

(︀
1− 2𝐵−1𝑋

)︀
. Таким образом, 𝐾1 содержит под интервал[︁

2
(︁
𝑄−

1
100 − 2𝐵−1𝑋

)︁
; 2

(︀
1− 2𝐵−1𝑋

)︀]︁
.

Также для 𝐾2 в (5.7) можем находить под интервал. Следовательно∫︁∫︁
(𝐷)

𝑑𝑥1𝑑𝑥2 =

∫︁
𝐾1

𝑑𝑥1

∫︁
𝐾2

𝑑𝑥2 =
(︁
|𝐾1|+ |𝐾2| −

⃒⃒⃒
𝐾1

⋂︁
𝐾2

⃒⃒⃒)︁2
⩾ |𝐾1|2 =

=
[︁
2
(︁
𝑄−

1
100 − 2𝐵−1𝑋

)︁
− 2

(︀
1− 2𝐵−1𝑋

)︀]︁2
⩾
[︁
2
(︁
𝑄−

1
100 − 1

)︁]︁2
⩾ 𝑄−

1
100 .
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Таким образом, имеем
∫︀∫︀
(𝐷)

𝑑𝑥1𝑑𝑥2 ⩽ 1.

2. Пусть Δ34 < 0. Аналогично к первому случаю интеграл
∫︀∫︀
(𝐷)

𝑑𝑥1𝑑𝑥2 равен площади пересе-

чения квадрата
[︀
𝐿𝑁−1; 1

]︀2
c площадью образованной интервалами:⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

[︂
Δ23(Δ34−Δ𝑏4)+Δ24(Δ34−Δ𝑏3)

Δ12Δ34
;
Δ23(Δ34𝐿𝑁−1−Δ𝑏4)+Δ24(Δ34𝐿𝑁−1−Δ𝑏3)

Δ12Δ34

]︂
[︂
Δ13(Δ34−Δ𝑏4)+Δ14(Δ34−Δ𝑏3)

Δ12Δ34
;
Δ13(Δ34𝐿𝑁−1−Δ𝑏4)+Δ14(Δ34𝐿𝑁−1−Δ𝑏3)

Δ12Δ34

]︂
Также как в первом случае эти интервалы соответственно обозначим 𝐾1,𝐾2. Для левого

конца имеем⩽ 2
⃒⃒
1− 3𝐵2𝑋

⃒⃒
, для правой конечный точки⩾ 2

⃒⃒⃒
3𝐵2𝑋 −𝑄−

1
100

⃒⃒⃒
,. Поэтому имеем

∫︁∫︁
(𝐷)

𝑑𝑥1𝑑𝑥2 =

∫︁
𝐾1

𝑑𝑥1

∫︁
𝐾2

𝑑𝑥2 =
(︁
|𝐾1|+ |𝐾2| −

⃒⃒⃒
𝐾1

⋂︁
𝐾2

⃒⃒⃒)︁2
⩾ |𝐾1|2 + |𝐾2|2 > |𝐾2|2 =

=
[︁
2
(︁
3𝐵2𝑋 −𝑄−

1
3

)︁
− 2

(︀
1− 3𝐵2𝑋

)︀]︁2
⩾
[︁
2
(︁
𝑄−

1
100 − 1

)︁]︁2
⩾ 𝑄−

1
100 .

Следовательно, если (𝑏1, 𝑏2) ∈ 𝑊2,4(𝑋), то
∫︀∫︀
(𝐷)

𝑑𝑥1𝑑𝑥2 ⩾ 𝑄−
1

100 верно для всех (𝑏1, 𝑏2)

пар кроме 𝑋2𝑄−
1

101 . Так как (𝑏1, 𝑏2) ∈ 𝑊2,4(𝑋), согласно (4) в работы [6] пар урав-
нение в (1.1) разрешимый в положительных 𝑦𝑗 . Это эквивалентно, что два уравнений
Δ34𝑦3 = Δ𝑏4+Δ41𝑦1+Δ42𝑦2 , Δ34𝑦4 = Δ𝑏3+Δ13𝑦1+Δ23𝑦2 допускает положительное решение
𝑦𝑗 𝑦3 = Δ𝑏4

Δ34
+ Δ41

Δ34
𝑦1 +

Δ42
Δ34

𝑦2 если Δ𝑏4 < 0, Δ41 < 0, Δ42 < 0 то Δ𝑏4
Δ34

> 0, Δ41
Δ34

> 0, Δ42
Δ34

> 0,
поэтому 𝑦3 > 0, 𝑦1 > 0, 𝑦2 > 0.
Аналогично 𝑦4 = Δ𝑏3

Δ34
+ Δ13

Δ34
𝑦1 +

Δ23
Δ34

𝑦2 если Δ𝑏3 < 0,Δ13 < 0,Δ23 < 0, то, Δ𝑏3
Δ34

> 0, Δ13
Δ34

> 0,
Δ23
Δ34

> 0, поэтому 𝑦4 > 0, 𝑦1 > 0, 𝑦2 > 0. Для каждого фиксированного целого 𝑘 ⩾ 1, суще-
ствуют менее чем 𝑋 пар (𝑏1, 𝑏2) в [1, 𝑋]2 такое что 𝑘 = Δ𝑏4, (𝑏1, 𝑏2) ∈ 𝑊 (𝑋) , 1 ⩽ 𝑏1 ⩽ 𝑋,

1 ⩽ 𝑏2 ⩽ 𝑋, Δ𝑏4 =

⃒⃒⃒⃒
𝑏1 𝑎14
𝑏2 𝑎24

⃒⃒⃒⃒
= 𝑎24𝑏1 − 𝑎14𝑏2 = 𝑘 ⇒ 𝑎24𝑏1 ≡ 𝑘 (𝑚𝑜𝑑𝑏2) . Следователь-

но, существуют ⩽ Δ41𝑁𝑄
− 1

100 + Δ42𝑁𝑄
− 1

100 ⩽ 2Δ𝑁𝑄−
1

100 пар(𝑏1, 𝑏2) ∈ 𝑊2,4 (𝑋) такое, что
Δ𝑏4
2Δ𝑁 ⩽ 𝑄−

1
100 ⇒ Δ𝑏4

Δ ⩽ 2𝑁𝑄−
1

100 ⇒ Δ𝑏4
Δ41

⩽ 𝑁𝑄−
1

100
+𝜀1 , Δ𝑏4

Δ42
⩽ 𝑁𝑄−

1
100

+𝜀2 .

Применяя аналогичную аргументацию к Δ𝑏3
Δ34

мы заключаем что Δ𝑏4(Δ41𝑁)−1 ⩾ 𝑄−
1

100
+𝜀1(︁

Δ𝑏4(Δ42𝑁)−1 ⩾ 𝑄−
1

100
+𝜀2

)︁
и

Δ𝑏3(Δ13𝑁)−1 > 𝑄−
1

100

(︁
Δ𝑏3(Δ23𝑁)−1 > 𝑄−

1
100

)︁
(5.8)

за исключением самой большей (Δ41 +Δ13)𝑁𝑄
− 1

100 ⩽ 4𝐵2

9 𝑁𝑄−
1

100 < 8𝑋2𝑄−
1

100
+5𝛿 ≪

≪ 𝑋2𝑄−
1

101
+5𝛿 пары (𝑏1, 𝑏2) ∈ 𝑊 (𝑋) . Так как Δ34 < 0 и

⃒⃒
Δ𝑗𝑏𝑁

−1⃒⃒ ⩽ 2
27𝐵2 , (𝑗 = 1, 4). Со-

гласно (7) в работе [6], имеем Δ𝑏4𝑁
−1 −Δ𝑖𝑗 < 0 и Δ𝑏3𝑁

−1 −Δ𝑖𝑗 < 0,
⃒⃒
Δ𝑗𝑏𝑁

−1⃒⃒ = 𝑁−1(𝑎1𝑗𝑏2 −
− 𝑎2𝑗𝑏1) ⩽ 𝑁−1 2𝐵3 (|𝑏2|+ |𝑏1|) ⩽ 2𝐵

3𝑁 2𝑋 = 4𝐵𝑋
3𝑁 = 4𝐵𝑋

3·18𝐵3𝑋
= 2

27𝐵2 , Δ𝑏𝑗𝑁
−1−Δ𝑖𝑗 =

2
27𝐵2 − 2𝐵2

9 =

= 2−6𝐵4

27𝐵2 =
2(1−3𝐵4)

27𝐵2 < 0 т.е. нижние концы двух интегралов в (5.6) являются отри-
цательными, в то время согласно (5.8) и (7) в работе [6] их верхние концы являются
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2Δ34𝐿−Δ𝑏4𝑁
𝑁Δ34

= 2
(︁

𝐿
𝑁 − Δ𝑏4

Δ34

)︁
= 2

(︁
𝑄−

1
100 − 3𝑋

𝐵

)︁
.

Следовательно∫︁∫︁
(𝐷)

𝑑𝑥1𝑑𝑥2 =

(︂
2

(︂
𝑄−

1
100 − 3𝑋

𝐵

)︂
− 2

(︂
1− 3𝑋

𝐵

)︂)︂2

⩾ 4
(︁
1−𝑄−

1
100

)︁2
> 𝑄−

1
100

за исключением не более чем 𝑋2𝑄−
1

101 пар (𝑏1, 𝑏2) ∈𝑊2,4 (𝑋) .
Теперь докажем справедливость (5.3). Известно, что

∫︁∫︁
𝑅2

⎡⎣ 4∏︁
𝑗=1

𝑁∫︁
𝐿

𝑥
𝜌𝑗−1
𝑗 𝑒(𝜂𝑗𝑥𝑗)𝑑𝑥𝑗

⎤⎦𝑒(−𝜂𝑏)𝑑𝜂1𝑑𝜂2 = lim
𝑦→∞

𝑦∫︁
−𝑦

𝑦∫︁
−𝑦

𝑒(−𝜂𝑏)

⎡⎣ 4∏︁
𝑗=1

𝑁∫︁
𝐿

𝑥
𝜌𝑗−1
𝑗 𝑒(𝜂𝑗𝑥𝑗)𝑑𝑥𝑗

⎤⎦ 𝑑𝜂1𝑑𝜂2.
Для любого 𝑦 > 0 рассмотрим интеграл

𝑦∫︁
−𝑦

𝑦∫︁
−𝑦

𝑒(−𝜂𝑏)

⎡⎣ 4∏︁
𝑗=1

1∫︁
𝐿𝑁−1

𝑥𝜌𝑗−1𝑒(𝜂𝑗𝑥)𝑑𝑥

⎤⎦ 𝑑𝜂1𝑑𝜂2 =

=

1∫︁
𝐿/𝑁

1∫︁
𝐿/𝑁

1∫︁
𝐿/𝑁

1∫︁
𝐿/𝑁

4∏︁
𝑗=1

(𝑁𝑥𝑗)
𝜌𝑗−1

⎡⎣ 𝑦∫︁
−𝑦

𝑦∫︁
−𝑦

𝑒(𝜂1𝑥1 + · · ·+ 𝜂4𝑥4)𝑒(−𝜂𝑏)𝑑𝜂1𝑑𝜂2

⎤⎦ 𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥3𝑑𝑥4 =
=

1∫︁
𝐿/𝑁

1∫︁
𝐿/𝑁

1∫︁
𝐿/𝑁

1∫︁
𝐿/𝑁

⎛⎝ 4∏︁
𝑗=1

(𝑁𝑥𝑗)
𝜌𝑗−1

⎞⎠ sin(2𝜋𝑡1𝑦)

𝜋𝑡1

sin(2𝜋𝑡2𝑦)

𝜋𝑡2
𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥3𝑑𝑥4,

где 𝑡𝑖 =
4∑︀

𝑘=1

𝑎1𝑘𝑥𝑘 − 𝑏𝑖𝑁
−1, (𝑖 = 1, 2).

Обозначим этот кратный интеграл через J(y) и выполним простую замену, тогда получим:

𝐽(𝑦) = 𝑁2Δ34
−2

1∫︁
𝐿/𝑁

1∫︁
𝐿/𝑁

⎛⎝ 2∏︁
𝑗=1

(𝑁𝑥𝑗)
𝜌𝑗−1

⎞⎠
⎛⎜⎝∫︁∫︁

(𝐷)

4∏︁
𝑗=3

(𝑁𝑥𝑗)
𝜌𝑗−1 sin 2𝜋𝑡1𝑦

𝜋𝑡1

sin 2𝜋𝑡2𝑦

𝜋𝑡2
𝑑𝑡1𝑑𝑡2

⎞⎟⎠ 𝑑𝑥1𝑑𝑥2,

где 𝑥3 = (Δ𝑡4 +Δ𝑏4𝑁
−1 −Δ14𝑥1 −Δ24𝑥2)Δ

−1
34 , 𝑥4 = (Δ𝑡3 +Δ𝑏3𝑁

−1 −Δ31𝑥1 −Δ32𝑥2)Δ
−1
34 и

𝐷(𝑥1, 𝑥2) =

⎧⎨⎩𝑡 = (𝑡1, 𝑡2); 𝑡𝑖 =
4∑︁

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 − 𝑏𝑖𝑁
−1, 𝑖 = 1, 2; 𝑁−1𝐿 ⩽ 𝑥3, 𝑥4 ⩽ 1

⎫⎬⎭ .

. Интеграл в лемме равен lim
𝑦→∞

𝑁2𝐽(𝑦). Из теоремы Жордана об интеграле Дирихле следует,

что если 𝑔(𝑡)− непрерывно дифференцируемая функция для 𝜇 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝜆, то имеем

lim
𝑦→∞

𝑁2|Δ34|−2𝐽(𝑦) = lim
𝑦→∞

|Δ34|−2𝑁2

1∫︁
𝐿/𝑁

(𝑁𝑥1)
𝜌1−1

⎡⎢⎣ ∫︁
𝐷(𝑥1,𝑥2)

(𝑁𝑥3)
𝜌3−1 sin (2𝜋𝑡1𝑦)

𝜋𝑡1
𝑑𝑡1

⎤⎥⎦ 𝑑𝑥1×

×
1∫︁

𝐿/𝑁

(𝑁𝑥2)
𝜌2−1

⎡⎢⎣ ∫︁
𝐷(𝑥1,𝑥2)

(𝑁𝑥4)
𝜌4−1 sin (2𝜋𝑡2𝑦)

𝜋𝑡2
𝑑𝑡2

⎤⎥⎦ 𝑑𝑥2, (5.9)



Oб исключительном множестве одной системы линейных уравнений. . . 25

где 𝑥3 = (Δ𝑡4 +Δ𝑏4𝑁
−1 −Δ14𝑥1 −Δ24𝑥2)Δ

−1
34 и 𝑥4 = (Δ𝑡3 +Δ𝑏3𝑁

−1 −Δ31𝑥1 −Δ32𝑥2)Δ
−1
34 .

На это равенство применим теорема Жордана об интеграле Дирихле. Тогда справедливо ра-
венство:

lim
𝑦→∞

𝜆∫︁
𝜇

𝑔(𝑡)
sin(2𝜋𝑡𝑦)

𝜋𝑡
𝑑𝑡 =

⎧⎨⎩
𝑔(0) если 𝜇 ⩽ 0 ⩽ 𝜆
1
2𝑔(0) если 𝜇 = 0 𝜆=0
0 остальные случай

.

cогласно 𝑡 = (0, 0) принадлежит в 𝐷 (𝑥1, 𝑥2), поэтому из этой теорема и из равенство (5.9)
вытекает (5.3), т.е. находим

lim
𝑦→∞

𝑁2𝐽(𝑦) = 𝑁2|Δ34|−1
∫︁∫︁
(𝐷)

4∏︁
𝑗=3

(𝑁𝑥𝑗)
𝜌−1𝑑𝑥1𝑑𝑥2.

Так как 𝑥3 = (Δ𝑡4+Δ𝑏4𝑁
−1−Δ14𝑥1−Δ24𝑥2)Δ

−1
34 и 𝑥4 = (Δ𝑡3+Δ𝑏3𝑁

−1−Δ31𝑥1−Δ32𝑥2)Δ
−1
34

равен Δ34 или Δ34𝐿𝑁
−1. Этим завершается доказательство лемма 5.4.

6. Оценка интеграла по большой дуге

При раскрытые скобок правой части в равенство (4.1) получим сумму, состоящую из 81

членов, которые принадлежить одному из трех категории [12]: (𝑇1) : слагаемое
4∏︀

𝑗=1
𝐶𝑞(ℎ̄𝑗)𝐼(𝜂𝑗)

(𝑇2) : 65 слагаемые, каждый из которых по крайней мере один множитель 𝐺𝑗

(︀
ℎ̄, 𝑞, 𝜂

)︀
(𝑇3) : оставшиеся 15 слагаемые.
Для удобства обозначим

𝑀𝑖 =
∑︁
𝑞⩽𝑄

1

𝜙4(𝑞)

∑︁
ℎ

′
𝑒𝑞(−ℎ̄𝑏)

∫︁∫︁
𝑅2

𝑇𝑖𝑒(−𝜂𝑏)𝑑𝜂1𝑑𝜂2 , (𝑖 = 1, 2, 3). (6.1)

Заметим, что каждый 𝑀𝑖 является действительным. Согласно (4.4) имеем

𝐼1(𝑏̄) =𝑀1 +𝑀2 +𝑀3 +𝑂(𝑁2𝑄−1) (6.2)

для всех пар 𝑏̄ = (𝑏1, 𝑏2) ∈𝑊2,4(𝑋), за исключением 𝐸
(1)
2,4 (𝑋) < 𝑋2𝑄−1 пар из них.

Пусть

𝑀0 = 𝑁2|Δ34|−1
∏︁
𝑝

𝑠(𝑝)

∫︁∫︁
(𝐷)

𝑑𝑥1𝑑𝑥2 (6.3)

где 𝐷 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 : 𝐿𝑁−1 ≤ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ≤ 1}.
Ввиду лемма-5.2 с) и равенства (5.6) имеем

𝑀0 >> 𝑁2𝐵−2𝑄−
1

100 (6.4)

за исключением не более 𝐸(2)
2,4 (𝑋) < 𝑋2𝑄−

1
101 пары 𝑏̄ = (𝑏1, 𝑏2) ∈𝑊2,4(𝑋).

Докажем лемму.
Лемма 6.1. Для всех 𝑏̄ = (𝑏1, 𝑏2) ∈𝑊2,4(𝑋) справедливо равенство:

𝑀1 =𝑀0 +𝑂
(︁
𝑁2𝑄−

2
3

)︁
Доказательство. Согласно (6.1), (5.3) с 𝜌𝑗 = 1 и лемма 5.2 d) имеем

𝑀1 =
∑︁
𝑞⩽𝑄

1

𝜙4(𝑞)

∑︁
ℎ̄

𝑒𝑞
(︀
−ℎ̄𝑏

)︀ 4∏︁
𝑗=1

𝐶𝑞(ℎ̄𝑗)𝑁
2|Δ34|−1

∫︁∫︁
(𝐷)

𝑑𝑥1𝑑𝑥2 =
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=
∑︁
𝑞⩽𝑄

𝐴(𝑞)𝑁2|Δ34|−1
∫︁∫︁
(𝐷)

𝑑𝑥1𝑑𝑥2 = 𝑁2|Δ34|−1
∫︁∫︁
(𝐷)

𝑑𝑥1𝑑𝑥2

⎡⎣ ∞∑︁
𝑞=1

𝐴(𝑞)−
∑︁
𝑞>𝑄

𝐴(𝑞)

⎤⎦ =

= 𝑁2|Δ34|−1
∫︁∫︁
(𝐷)

𝑑𝑥1𝑑𝑥2

∞∑︁
𝑝=1

𝐴(𝑞)−𝑁2|Δ34|−1
∫︁∫︁
(𝐷)

𝑑𝑥1𝑑𝑥2
∑︁
𝑞>𝑄

𝐴(𝑞) =

= 𝑁2|Δ34|−1
∫︁∫︁
(𝐷)

𝑑𝑥1𝑑𝑥2

⎛⎝ ∞∑︁
𝑞=1

𝐴(𝑞)

⎞⎠+𝑂
(︁
𝑁2𝑄−1𝑁

4
ln ln𝑁 ln3𝑄

)︁
.

Ясно, что главный член равен 𝑀0, так как согласно лемма-5.1 а), в) и из равенство (5.1)
имеем

∞∑︁
𝑞=1

𝐴(𝑞) =
∏︁
𝑝

(1 +𝐴(𝑝)) =
∏︁
𝑝

𝑠 (𝑝).

Поскольку 𝑄 = 𝑁 𝛿 и 𝑋 ≥ 𝐵exp(𝛿−2), то для остатка имеем

𝑁2𝑄−1𝑁
4

ln ln𝑁 ln3𝑄≪ 𝑁2𝑄−
2
3 при 𝛿 <

12

ln ln
(︀
18𝐵3 + exp

(︀
1
𝛿2

)︀)︀ .
Таким образом лемма доказана.

Далее, оценим 𝑀3. Для удобство в изложении вводим следуюшие обозначении, пусть
𝑚1,𝑚2, · · · различные целые числа из множество {1, 2, 3, 4}. Подобно с (2.1) работы [6] опре-
делим

𝒢(𝑚1,𝑚2, · · · ) =
∑︁
(𝑟)

𝜒̃(𝑙𝑚1)𝜒̃(𝑙𝑚2) · · · (6.5)

и

𝒫 (𝑚1,𝑚2, · · · ) =
∫︁∫︁
(𝐷)

(𝑁𝑥𝑚1)
𝛽−1

(𝑁𝑥𝑚2)
𝛽−1 · · · 𝑑𝑥1𝑑𝑥2, (6.6)

где (D) выше указанная область (см.(5.5)).

Например 𝒢(3) =
∑︀
(𝑟)

𝜒̃(𝑙3), 𝒫 (3, 4) =
∫︀∫︀
(𝐷)

(𝑁𝑥3)
𝛽−1

(𝑁𝑥4)
𝛽−1𝑑𝑥1𝑑𝑥2 ясно, что

|𝒫 (𝑚1,𝑚2, · · · )| ⩽ 1. (6.7)

Лемма 6.2. Имеют места следующие соотношение:
а) |𝒢(𝑚1,𝑚2, · · · )| ⩽ 𝑁(𝑟) ⩽ 𝜙(𝑟);

b) 𝒢(𝑚1,𝑚2, · · · ) << 𝐵6𝑟
1
4 за исключением не более чем 𝑋2𝑟−

3
2 пар (𝑏1, 𝑏2) ∈ [1, 𝑋]2.

Доказательство. Утверждение а) сразу следует из определения 𝑁(𝑟) и его мультипли-
кативности, если учесть лемму 5.4. Утверждение b) следует из равенство (6.5).В самом деле,
имеем

|𝒢(𝑚1,𝑚2, · · · )| =
∑︁
(𝑟)

|𝜒̃(𝑙𝑚1)𝜒̃(𝑙𝑚2) · · · | =
∑︁
(𝑟)

1 = 𝑁(𝑟) =

𝑘∏︁
𝑖=1

𝑁 (𝑝𝛼𝑖
𝑖 ) =

=
𝑘∏︁

𝑖=1

𝑝𝛼𝑖−1
𝑖 𝑁(𝑝) ⩽

𝑘∏︁
𝑖=1

𝑝𝛼𝑖−1
𝑖 (𝑝𝑖 − 1) = 𝜙(𝑟).
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Для конкретности, как илюстрация аргументов рассмотрим 𝒢(1, 2, 3). По формуле (6.5)
имеем

𝒢(1, 2, 3) = 1

𝑟3

∑︁
1⩽ℎ1,ℎ2⩽𝑟

𝑒𝑞(−ℎ̄𝑏)𝐶𝜒̃(ℎ̄1)𝐶𝜒̃(ℎ̄2)𝐶𝜒̃(ℎ̄3)𝐶𝑟(ℎ̄4).

Используя неравенство Парсеваля [13] отсюда находим:

∑︁
1⩽𝑏1,𝑏2⩽𝑟

|𝒢(1, 2, 3)|
2
=

∑︁
1⩽𝑏1,𝑏2⩽𝑟

1

𝑟6

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∑︁
ℎ1,ℎ2⩽𝑟

𝐶𝜒̃(ℎ̄1)𝐶𝜒̃(ℎ̄2)𝐶𝜒̃(ℎ̄3)𝐶𝑟(ℎ̄4)𝑒𝑟(−ℎ̄𝑏)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

=

=
1

𝑟6

∑︁
1⩽ℎ1,ℎ2⩽𝑟

⃒⃒
𝐶𝜒(ℎ̄1)𝐶𝜒(ℎ̄2)𝐶𝜒(ℎ̄3)𝐶𝑟(ℎ̄4)

⃒⃒2 ∑︁
𝑏1,𝑏2⩽𝑟

⃒⃒
𝑒𝑟(−ℎ̄𝑏)

⃒⃒
=

=
1

𝑟4

∑︁
ℎ1,ℎ2⩽𝑟

⃒⃒
𝐶𝜒̃(ℎ̄1)𝐶𝜒̃(ℎ̄2)𝐶𝜒̃(ℎ̄3)𝐶𝑟(ℎ̄4)

⃒⃒2
.

Так как 𝜒̃ примитивным характером, то 𝐶𝜒̃(𝑚) = 𝜒̃(𝑚)𝐶𝜒̃(1) и 𝐶𝜒̃(1) =
√
𝑟. Поэтому∑︁

1⩽𝑏1,𝑏2⩽𝑟

|𝒢(1, 2, 3)|
2
=

1

𝑟4

∑︁
1⩽ℎ1,ℎ2⩽𝑟

⃒⃒
𝐶𝑟(ℎ̄4)

⃒⃒2 ⃒⃒
𝜒̃
(︀
ℎ̄1ℎ̄2ℎ̄3

)︀⃒⃒
⩽ 𝑟−1

∑︁
1 ⩽ ℎ1, ℎ2 ⩽ 𝑟
(ℎ1, ℎ2, 𝑟) = 1

⃒⃒
𝐶𝑟(ℎ̄4)

⃒⃒2
. (6.8)

Известно, что модули квадратичного характера 𝜒̃ имеет вид 𝑟 = 𝜈1𝜈2 . . . 𝜈𝑘, где 𝜈1 = 2𝑡,
𝑡 ∈ {0, 1, 2, 3} и 𝜈2 < 𝜈3 < · · · < 𝜈𝑘 является нечетным простым числам.

Пусть 𝑉1 = {𝜈𝑗 : 𝜈𝑗 ̸ ∖Δ12Δ13Δ14Δ23Δ24Δ34, 𝑗 > 2 } и 𝑉2 = {𝜈𝑗 : 𝜈𝑗 /∈ 𝑉1 } .
Обозначим 𝑢𝑖 =

∏︀
𝜈𝑗∈𝑉𝑖

𝜈𝑗 (𝑖 = 1, 2) так, что 𝑢1 · 𝑢2 = 𝑟 и

𝑢2 = 8 |Δ12Δ13Δ14Δ23Δ24Δ34| ⩽ 8

(︂
2𝐵2

3

)︂6

=
29𝐵12

312
≪ 𝐵12 (6.9)

Аналогично доказательству леммы 5.1 а) можем показать также, что

∑︁
1 ⩽ ℎ1, ℎ2 ⩽ 𝑟
(ℎ1, ℎ2, 𝑟) = 1

⃒⃒
𝐶𝑟(ℎ̄4)

⃒⃒2
=

𝑘∏︁
𝑗=1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∑︁

1 ⩽ ℎ1, ℎ2 ⩽ 𝜈𝑗
(ℎ1, ℎ2, 𝜈𝑗) = 1

⃒⃒
𝐶𝜈𝑗 (ℎ̄4)

⃒⃒2
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠. (6.10)

Фиксируем 𝜈𝑗 ∈ 𝑉1 и рассмотрим соответствующую сумму правой части в (6.10) существу-
ют точно 𝜈𝑗 − 1 пары ℎ1, ℎ2 для которых 𝜈𝑗∖ℎ̄4. Так как

𝐶𝜈𝑗 (ℎ̄4) =
∑︁
𝑙∈𝜈𝑗

𝑒

(︂
𝑙ℎ̄4
𝜈𝑗

)︂
=

{︂
𝜙(𝜈𝑗) 𝜈𝑗∖ℎ̄4
−1 𝜈𝑗 ∤ ℎ̄4

имеем ∑︁
1 ⩽ ℎ1, ℎ2 ⩽ 𝑟
(ℎ1, ℎ2, 𝑟) = 1

⃒⃒
𝐶𝑟(ℎ̄4)

⃒⃒2
= 𝜙(𝜈𝑗)

2(𝜈𝑗 − 1) = 𝜙(𝜈𝑗)
3
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для всех 𝜈𝑗 ∈ 𝑉1. Используя эту и тривиальную ограничению 𝜈4𝑗 для верхной суммы когда
𝜈𝑗 ∈ 𝑉2, из (6.8), (6.10) и (6.9) получим∑︁

1⩽𝑏1,𝑏2⩽𝑟

|𝒢(1, 2, 3)|
2
⩽ 𝑟−1

∏︁
𝜈𝑗∈𝑢1

𝜙3(𝜈𝑗)
∏︁

𝜈𝑗∈𝑢2

𝜈𝑗
4 ⩽ 𝑟2𝑢2 ≪ 𝑟2𝐵12.

Это показывает, что количество пар (𝑏1, 𝑏2) в [1, 𝑟]
2, для которых |𝒢(1, 2, 3)| ≫ 𝐵6𝑟

1
4 не превос-

ходит 𝑟
1
2 . Ясно, что 𝒢(1, 2, 3) зависит от классов сравнимости по модулю 𝑟, которые принад-

лежит 𝑏1, 𝑏2. Таким образом, за исключением неболее [𝑋/𝑟]2𝑟
1
2 = 𝑋2𝑟−

3
2 пар (𝑏1, 𝑏2) ∈ [1, 𝑋]2

имеем |𝒢(1, 2, 3)| ≪ 𝐵6𝑟
1
4 .

Этим завершается доказательство леммы 6.2.
Лемма 6.3. Для 𝑀3 имеем

𝑀3 = 𝑁2|Δ34|−1
𝑟3

𝜙4(𝑟)

⎛⎜⎝ ∑︁
𝑞⩽𝑄

𝑟
,(𝑞,𝑟)

𝐴(𝑞)

⎞⎟⎠
⎛⎝−

4∑︁
𝑗=1

𝐺(𝑗)𝑃 (𝑗) +
∑︁

1⩽𝑖⩽𝑗⩽4

𝐺(𝑖, 𝑗)𝑃 (𝑖, 𝑗)−

−𝐺(1, 2, 3)𝑃 (1, 2, 3) +𝐺(1, 2, 3, 4)𝑃 (1, 2, 3, 4)

)︂
. (6.11)

Доказательство. Каждый из 15 слагаемов в (𝑇3) можно представит в виде

(−1)𝑚𝛿𝑞

𝑚∑︁
𝑗=1

𝐶𝜒̃𝜒0(ℎ𝑗)𝐼(𝜂𝑗)
4∏︁

𝑗=𝑚+1

𝐶𝑞(ℎ𝑗)𝐼(𝜂𝑗),

где 𝑚 = 1, 2, 3 или 4. Как обычно, пустое произведение берется как 1. Обозначим через 𝑀3,𝑚

вклад такого члена в 𝑀3. Тогда

𝑀3,𝑚 = (−1)𝑚
∑︁
𝑞⩽𝑄

𝛿𝑞
1

𝜙4(𝑞)

∑︁
ℎ

′
𝑒𝑞(−ℎ𝑏)

𝑚∏︁
𝑗=1

𝐶𝜒̃𝜒0(ℎ𝑗)
4∏︁

𝑗=𝑚+1

𝐶𝑞(ℎ𝑗)×

×
∫︁∫︁
𝑅2

𝑒(−𝜂𝑏)
𝑚∏︁
𝑗=1

𝐼(𝜂𝑗)
4∏︁

𝑗=𝑚+1

𝐼(𝜂𝑗)𝑑𝜂1𝑑𝜂2 = (−1)𝑚𝐺𝑚𝑄𝑚, (6.12)

где 𝑄𝑚 кратный интеграл по 𝑅2 и

𝐺𝑚 =
∑︁

𝑞⩽𝑄,𝑟|𝑞

𝛿𝑞
1

𝜙4(𝑞)

∑︁
ℎ

′

𝑒𝑞(−ℎ𝑏)
𝑚∏︁
𝑗=1

𝐶𝜒̃𝜒0(ℎ𝑗)

4∏︁
𝑗=𝑚+1

𝐶𝑞(ℎ𝑗).

Согласно (2.1), лемма 5.4. с 𝜌𝑗 = 𝛽 или 1, и из (6.6) имеем

𝑄𝑚 =

∫︁∫︁
𝑅2

𝑒(−𝜂𝑏)
𝑚∏︁
𝑗=1

𝐼(𝜂𝑗)

4∏︁
𝑗=𝑚+1

𝐼(𝜂𝑗)𝑑𝜂1𝑑𝜂2 =

=

∫︁∫︁
𝑅2

⎡⎣ 𝑚∏︁
𝑗=1

⎛⎝ 𝑁∫︁
𝐿

𝑥𝛽−1𝑒(𝜂𝑗𝑥)𝑑𝑥

⎞⎠⎤⎦⎡⎣ 4∏︁
𝑗=𝑚+1

⎛⎝ 𝑁∫︁
𝐿

𝑒(𝜂𝑗𝑥)𝑑𝑥

⎞⎠⎤⎦ 𝑒(−𝜂𝑏)𝑑𝜂1𝑑𝜂2 =
= 𝑁2|Δ34|−1

∫︁∫︁
𝐷

𝑚∏︁
𝑗=1

(𝑁𝑥𝑗)
𝛽−1𝑑𝑥1𝑑𝑥2 = 𝑁2|Δ34|−1𝑃 (1, . . . ,𝑚). (6.13)
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Далее, беря 𝜒1 = · · · = 𝜒𝑚 = 𝜒̃(𝑚𝑜𝑑𝑟) и 𝜒𝑚+1 = ... = 𝜒4 = 𝜒0(𝑚𝑜𝑑1) в определение 𝑍(𝑞) в
(5.2), легко видим, что

𝐺𝑚 =
∑︁

𝑞⩽𝑄,𝑟|𝑞

𝜙−4(𝑞)𝑍(𝑞). (6.14)

В силу леммы 5.3 а), в) функция 𝑍(𝑞) можем переписать в виде

𝑍(𝑞) = 𝑍(𝑟)𝐴(𝑞′′)𝜙4(𝑞′′) = 𝑟′′
∑︁
(𝑟)

4∏︁
𝑗=1

𝜒̃(𝑙𝑗)𝐴(𝑞
′′)𝜙4(𝑞′′), (6.15)

где 𝑞 = 𝑟𝑞′′, (𝑟, 𝑞′′) = 1. Из равенств (6.5),(6.14) и (6.15) имеем

𝐺𝑚 = 𝑍(𝑟)𝜙−4(𝑟)
∑︁

𝑞′′⩽𝑄𝑟−1,(𝑞′′,𝑟)=1

𝐴(𝑞′′) = 𝑟3𝜙−4(𝑟)𝒢(1, 2, . . . ,𝑚)
∑︁

𝑞′′⩽𝑄𝑟−1,(𝑞′′,𝑟)=1

𝐴(𝑞′′).

Таким образом, подставляя это выражение и (6.13) в (6.12) будем иметь

𝑀3,𝑚 =
𝑁2𝑟3

|Δ34|𝜙4(𝑟)

⎛⎝ ∑︁
𝑞′′⩽𝑄𝑟−1,(𝑞′′,𝑟)=1

𝐴(𝑞′′)

⎞⎠ ((−1)𝑚𝒢(1, 2, . . . ,𝑚)𝒫(1, 2, . . . ,𝑚)) .

Собирая выражение при 𝑚 = 1, 2, 3, 4 получим утверждение леммы. Когда 𝑄𝑟−1 является
"большое"сумма

∑︀
𝑞⩽𝑄𝑟−1,(𝑞,𝑟)=1

𝐴(𝑞) в (6.11) достаточно длинной и в силу леммы 5.2 d) можем

представить ее в виде

∑︁
𝑞⩽𝑄

𝑟

(𝑞,𝑟)=1

𝐴 (𝑞) +𝑂

⎛⎜⎝∑︁
𝑞>𝑄

𝑟
,

|𝐴 (𝑞)|

⎞⎟⎠ =
∑︁
𝑝∤𝑟

𝑠 (𝑝) +𝑂
(︁
𝑟𝑄−

4
5

)︁
,

так как согласно (2.1) 𝑁4/𝑙𝑛𝑙𝑛𝑁 𝑙𝑛3𝑄≪ 𝑄1/5 при 𝛿 <
20

𝑙𝑛(𝛿𝑙𝑛𝑄)
.

Таким образом, согласно (6.11), (6.7) и лемма 6.2. а) имеем:

𝑀3 = 𝑁2|Δ34|−1
𝑟3

𝜙4(𝑟)

∏︁
𝑝.𝑟
𝑠(𝑝)

⎛⎝−
4∑︁

𝑗=1

𝒢(𝑗)𝒫(𝑗) +
∑︁

1⩽𝑖⩽𝑗⩽4

𝒢(𝑖, 𝑗)𝒫(𝑖, 𝑗)−

− 𝒢(1, 2, 3)𝒫(1, 2, 3) + 𝒢(1, 2, 3, 4)𝒫(1, 2, 3, 4) +𝑂(𝑁2𝑟𝑄−4/5(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑄)3
)︂
. (6.16)

С другой стороны, согласно лемме 5.1 е)∏︁
𝑝|𝑟

𝑠(𝑝) = 𝑟3𝜙−4(𝑟)𝑁(𝑟) = 𝑟3𝜙−4(𝑟)
∑︁
(𝑟)

1. (6.17)

Применяя леммы 6.1, получим

𝑀1 = 𝑁2|Δ34|−1𝑟3𝜙−4(𝑟)
∏︁
𝑝.𝑟
𝑠(𝑝)

∑︁
(𝑟)

∫︁∫︁
𝐷

𝑑𝑥1𝑑𝑥2 +𝑂
(︁
𝑁2𝑄−4/5

)︁
.

Комбинируя этого с (6.16) и используя (6.5),(6.6) имеем

𝑀1 +𝑀3 =
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= 𝑁2|Δ34|−1𝑟3𝜙−4(𝑟)
∏︁
𝑝.𝑟
𝑠(𝑝)

∑︁
(𝑟)

∫︁∫︁
𝐷

4∏︁
𝑗=1

(︁
1− 𝜒(𝑙𝑗)(𝑁𝑥𝑗)

𝛽−1
)︁
𝑑𝑥1𝑑𝑥2 +𝑂

(︁
𝑁2𝑄−4/5

)︁
. (6.18)

Так как согласно (6.3) 𝑁𝑥𝑗 ≥ 𝐿 произведение в внутреннему интеграле на правой части
есть

4∏︁
𝑗=1

(︁
1− 𝜒(𝑙𝑗)(𝑁𝑥𝑗)

𝛽−1
)︁
≥

4∏︁
𝑗=1

(︁
1− (𝑁𝑥𝑗)

𝛽−1
)︁
≥
(︁
1− 𝐿𝛽−1

)︁4
.

Ввиду (2.1) и (4.5) в работе [2] при 𝛿 малом

1− 𝐿𝛽−1 ≥
{︂
1− exp

(︂
−1

2
(1− 𝛽) ln𝐿

)︂}︂
≥
(︁
1− 𝛽 ln𝑇

)︁
= Ω

(см.(2.3)). Таким образом, из (6.17) и (6.18) получим

𝑀1 +𝑀3 ≥ Ω4𝑀0 −𝑂
(︁
𝑁2𝑟𝑄−4/5

)︁
. (6.19)

В случае когда 𝑄𝑟−1 являются "малым"мы не сможем давать лучше чем сейчас данный верх-
ней ограничение суммы

∑︀
𝑞⩽𝑄𝑟−1,(𝑞,𝑟)=1

𝐴(𝑞), а именно
∏︀
𝑝
(1 + |𝐴(𝑝)|) который согласно лемма 5.2

b) является ≪ (𝑙𝑛𝑙𝑛𝑁)14.
Таким образом, при помощи лемма- 6.2 в) и (6.8) из лемма 6.3 выводим, что

𝑀3 = 𝑁2|Δ34|−1
𝑟3

𝜙4(𝑟)

⎛⎜⎝ ∑︁
𝑞≤𝑄

𝑟
,(𝑞,𝑟)

𝐴(𝑞)

⎞⎟⎠
⎛⎝−

4∑︁
𝑗=1

𝒢(𝑗)𝒫(𝑗) +
∑︁

1⩽𝑖⩽𝑗⩽4

𝒢(𝑖, 𝑗)𝒫(𝑖, 𝑗)−

− 𝒢(1, 2, 3)𝒫(1, 2, 3) + 𝒢(1, 2, 3, 4)𝒫(1, 2, 3, 4) +𝑂(𝑁2𝑟𝑄−4/5(𝑙𝑛𝑙𝑛𝑄)3
)︂
.

𝒢(𝑚1,𝑚2, ...) ≪ 𝐵6𝑟1/4 за исключение самого большего 𝑋2𝑟−3/2 для пар (𝑏1, 𝑏2) ∈ [1, 𝑋]2.

𝒫(𝑚1,𝑚2, ...) ≤ 1, 𝑀3 ≪
𝑁2𝑟3

𝜙4(𝑟)
𝑟1/4𝐵6(ln ln𝑁)14 ≪ 𝑁2𝑟−3/4𝐵6(ln ln𝑁)18. (6.20)

Теперь оценим 𝑀2.
Лемма 6.4. Для всех 𝑏̃ = (𝑏1, 𝑏2) ∈ [1, 𝑋]2 верно следующая оценка:

𝑀2 ≪𝑀0

(︂
Ω4 exp

(︂
− 𝑐√

𝛿

)︂)︂
,

где,

Ω =

{︃
(1− 𝛽)𝑙𝑜𝑔𝑇, если существуют 𝛽

1, в противном случае.

Доказательство. Каждое из 65 слагаемых в (𝑇2) принадлежит к одному из следующих
видов:

(−1)𝑚
𝑙∏︁

𝑗=1

𝐺𝑗

(︀
ℎ, 𝑞, 𝜂

)︀ 𝑚∏︁
𝑗=1+𝑙

𝛿𝑞𝐶𝜒̃,𝜒0

(︀
ℎ𝑗
)︀
𝐼(𝜂𝑗)

4∏︁
𝑗=1+𝑚

𝐶𝑞(ℎ𝑗)𝐼(𝜂𝑗)

или

(−1)𝑚
𝑙∏︁

𝑗=1

𝐺𝑗

(︀
ℎ, 𝑞, 𝜂

)︀ 4∏︁
𝑗=1+𝑚

𝐶𝑞(ℎ𝑗)𝐼(𝜂𝑗)

𝑚∏︁
𝑗=1+𝑙

𝛿𝑞𝐶𝜒̃,𝜒0

(︀
ℎ𝑗
)︀
𝐼(𝜂𝑗)
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где 1 ⩽ 𝑙 ⩽ 𝑚 ⩽ 4.
Эти выражение оценивается одинаково. Поэтому мы берём 𝑙 = 2, 𝑚 = 3 и получим следу-

ющий вклад в 𝑀2(𝑙,𝑚).

𝑀2(2, 3) =
∑︁
𝑞≤𝑄

𝜙−4(𝑞)(−1)3
∫︁∫︁
𝑅2

2∏︁
𝑗=1

𝐺𝑗(ℎ, 𝑞, 𝜂)𝛿𝑞

4∏︁
𝑗=3

𝐶𝜒̃,𝜒0(ℎ𝑗)𝐼(𝜂𝑗)
∏︁
𝑗=4

𝐶𝑞(ℎ4)𝐼(𝜂4)𝑑𝜂1𝑑𝜂2 =

= (−1)3
∑︁
𝑞≤𝑄

𝜙−4(𝑞)
∑︁
ℎ

′𝑒𝑞(−ℎ𝑏)𝐶𝜒̃,𝜒0(ℎ3)𝐶𝜒̃,𝜒0(ℎ4)𝐶𝑞(ℎ4)
∑︁

𝜒1(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝐶𝜒1(ℎ1)
∑︁

𝜒2(𝑚𝑜𝑑𝑞)

𝐶𝜒2(ℎ2)×

×
∫︁∫︁
𝑅2

𝐼𝜒1(𝜂1)𝐼𝜒2(𝜂2)𝐼(𝜂3)𝐼(𝜂4)𝐼(𝜂4)𝑒(−𝜂𝑏)𝑑𝜂1𝑑𝜂2. (6.21)

Сперва рассмотрим двойной интеграл по 𝑅2. Согласно определение в (2.2)

𝐼𝜒𝑗 (𝜂𝑗) =
∑︁
|𝛾𝑗 |⩽𝑇

′
𝑁∫︁
𝐿

𝑥𝜌𝑗−1𝑒(𝑥𝜂𝑗)𝑑𝑥, для 𝑗 = 1, 2.

Следовательно, применяя (5.3) находим, что внутренний интеграл равен

𝑁2|Δ34|−1
∑︁
|𝛾1|⩽𝑇

′
∑︁
|𝛾2|⩽𝑇

′
∫︁∫︁
(𝐷)

(𝑁𝑥̄1)
𝜌−1(𝑁𝑥̄2)

𝜌−1(𝑁𝑥3)
𝛽−1(𝑁𝑥4)

𝛽−1𝑑𝑥1𝑑𝑥2.

Подставляя в (6.21), после небольшой перегруппировки имеем

𝑀2(2, 3) = −𝑁2|Δ34|−1
∫︁∫︁
(𝐷)

(𝑁𝑥3)
𝛽−1(𝑁𝑥4)

𝛽−1
∑︁

𝑞⩽𝑄, 𝑟/𝑞

1

𝜙4(𝑞)

∑︁
ℎ

𝑒𝑞(−ℎ𝑏)×

×
4∏︁

𝑗=3

𝐶𝜒̃,𝜒0

(︀
ℎ𝑗
)︀
𝐶𝑞(ℎ4)

2∏︁
𝑗=1

⎛⎝ ∑︁
𝜒𝑗(𝑚𝑜𝑑𝑞)

∑︁
|𝛾𝑗 |⩽𝑇

′𝐶𝜒𝑗 (ℎ𝑗)(𝑁𝑥𝑗)
𝜌𝑗−1

⎞⎠ 𝑑𝑥1𝑑𝑥2. (6.22)

Известно, что каждый характер индуцируется с единственным примитивным характером и
наоборот для каждого 𝑞 делимого с 𝑟 существуют единственный характер по (𝑚𝑜𝑑𝑞), каждый
индуцируется с этим примитивным характером. Более того, если 𝜒* индуцирует 𝜒, тогда для
𝐿 функции 𝐿(𝑠, 𝜒*) и 𝐿(𝑠, 𝜒) имеет единственный нетривиальные нули с положительными
вещественными частями[14-19]. Поэтому сумму

∑︁
𝑞⩽𝑄,𝑟/𝑞

2∏︁
𝑗=1

∑︁
𝜒𝑗(𝑚𝑜𝑑𝑞)

∑︁
|𝛾𝑗 |⩽𝑇

′

в (6.22) можем написать в виде∑︁
𝑟1⩽𝑄

∑︁
𝜒1

*
∑︁
|𝛾1|⩽𝑇

′
∑︁
𝑟2⩽𝑄

∑︁
𝜒2

*
∑︁
|𝛾2|⩽𝑇

′
∑︁

𝑞⩽𝑄[𝑟,𝑟1,𝑟2]|𝑞

,

где
∑︀*− есть суммирование по 𝜒𝑗(𝑚𝑜𝑑𝑟𝑗) (𝑗 = 1, 2) c примитивным характером.

Следовательно, ввиду равенства (5.2) имеем

𝑀2(2, 3) = −𝑁2|Δ34|−1
∫︁∫︁
(𝐷)

(𝑁𝑥3)
𝛽−1(𝑁𝑥4)

𝛽−1
∑︁
𝑟1⩽𝑄

∑︁
𝜒1

*
∑︁
|𝛾1|⩽𝑇

′(𝑁𝑥1)
𝜌1−1×
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×
∑︁
𝑟2⩽𝑄

∑︁
𝜒2

*
∑︁
|𝛾2|⩽𝑇

′(𝑁𝑥2)
𝜌2−1

∑︁
𝑞⩽𝑄,[𝑟,𝑟1,𝑟2]|𝑞

𝜙−4(𝑞)𝑍(𝑞, 𝜒̃1, 𝜒̃2, 𝜒̃)𝑑𝑥1𝑑𝑥2.

Согласно (5.5) для 𝑗 = 1, 4 имеем 𝑁𝑥𝑗 ≥ 𝐿 ≥
√
𝑁. Поэтому можем применять лемму 3.4.2

в работе [10] , чтобы ограничить суммы
∑︀

𝑟𝑗⩽𝑄

∑︀
𝜒𝑗

* ∑︀
|𝛾𝑗 |⩽𝑇

′(𝑁𝜒𝑗)
𝜌𝑗−1 и использовать лемма 5.3 с),

чтобы оценить
∑︀

𝑞⩽𝑄,[𝑟,𝑟1,𝑟2,𝑟3]|𝑞
𝜙−4(𝑞)𝑍(𝑞).

Конечным результатом, согласно (6.3) является, что

𝑀2(2, 3) ≪ 𝑁2|Δ34|−1
(︁
Ω4 exp(−𝑐/

√
𝛿)
)︁∏︁

𝑝

𝑠(𝑝)

∫︁∫︁
(𝐷)

𝑑𝑥1𝑑𝑥2 =𝑀0

(︁
Ω4 exp(−𝑐/

√
𝛿)
)︁
.

Таким образом, собирая вклад всех таких выражений, получим утверждение леммы, т.е имеем

𝑀2(𝑙,𝑚) ≪𝑀0

(︁
Ω4 exp(−𝑐/

√
𝛿)
)︁
.

7. Оценка исключительного множества задачи

А теперь можем показать, что

𝐼(𝑏̄) ⩾ 𝐼1(𝑏̄)−
⃒⃒
𝐼2(𝑏̄)

⃒⃒
> 𝑁2𝑄−

1
3 (7.1)

за исключением не более чем
𝐸2,4(𝑋) < 𝑋2−𝛿 (7.2)

значений 𝑏̄ = (𝑏1, 𝑏2) ∈𝑊2,4(𝑋). Отсюда в силу обозначения (2.7) вытекает утверждение a)
теоремы. Здесь рассмотрим следующие три случаев:

1. Пусть 𝛿𝑞 = 0. Тогда 𝑀3 отсутствует и Ω = 1, поэтому из (6.1), леммы 6.1 и 6.4 при 𝛿
достаточно малом, находим:

𝐼1(𝑏̄) =𝑀1 +𝑀2 +𝑀3 +𝑂(𝑁𝑄−1) =𝑀0

(︂
1− 𝑒𝑥𝑝(− 𝑐√

𝛿
)

)︂
−𝑂

(︃
𝑁2

𝑄
2
3

)︃
+𝑂(𝑁𝑄−1) >

> 0, 01𝑀0 −𝑂

(︃
𝑁2

𝑄
2
3

)︃
,

за исключением не более, чем 𝐸
(1)
2,4(𝑋) < 𝑋2𝑄−1 значений 𝑏̄ ∈ 𝑊2,4(𝑋) (см.[20]). Используя

(6.4) получим

𝐼1(𝑏̄) > 0, 01
𝑁2

𝐵2𝑄
1

100

−𝑂

(︃
𝑁2

𝑄
2
3

)︃
>

𝑁2

𝑄2𝛿+ 1
100

(7.3)

за исключением не более, чем

𝐸
(2)
2,4(𝑋) < 𝑋2𝑄−

1
101

значений 𝑏̄ = (𝑏1, 𝑏2) ∈𝑊2,4(𝑋). В силу теоремы 3.1 в работы [11] имеем⃒⃒
𝐼2(𝑏̄)

⃒⃒
< 𝑁2𝑄−

1
16 (7.4)
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за исключением не более, чем 𝐸
(3)
2,4(𝑋) < 𝑋2𝑄−

1
9 значений 𝑏̄ = (𝑏1, 𝑏2) ∈ 𝑊2,4(𝑋). Следова-

тельно, из (7.3) имеем

𝐼(𝑏̄) > 𝑁2𝑄−2𝛿−
1

100 −𝑁2𝑄−
1
16 > 𝑁2𝑄−2𝛿−

1
100

(︁
1−𝑄−

1
16

+2𝛿+ 1
100

)︁
) (7.5)

(где 𝛿 < 0, 42) за исключением не более, чем

𝐸2,4(𝑋) =
∑︁

1⩽𝑖⩽3

𝐸
(𝑖)
2,4(𝑋) < 𝑋2𝑄−

1
101 (7.6)

значений 𝑏̄ ∈𝑊2,4(𝑋) (см.[20]).

2. Пусть 𝛿𝑞 = 1 и 𝑟 ⩽ 𝑄
1
18 тогда согласно (6.2),(6.3) и (6.19) и из леммы 6.4 имеем:

𝐼1(𝑏̄) =𝑀1 +𝑀2 +𝑀3 +𝑂(𝑁2𝑄−1) ⩾𝑀0

(︂
1− exp

(︂
− 𝑐√

𝛿

)︂)︂
Ω4 −𝑂

(︁
𝑁2𝑄−

67
90

)︁
(7.7)

за исключением самый больше 𝐸(1)
2,4(𝑋) < 𝑋2𝑄−1 пар (𝑏1, 𝑏2) ∈ 𝑊2,4(𝑋). В силу равенства

(2.3) в работе [10] Ω =
(︁
1− 𝛽

)︁
ln𝑇 ⩾ 𝑐2

(︁√
𝑟𝑙𝑛2𝑟

)︁−1
𝑙𝑛𝑇 >

(︁√
𝛿𝑄

1
36 𝑙𝑛𝑄

)︁−1
, поэтому, учитывая

(6.4) из (7.7), при достаточно малом 𝛿 получим

𝐼1(𝑏̄) ⩾ 𝑁2
(︁
𝐵2𝑄

1
100

+ 1
9 𝑙𝑛4𝑄

)︁−1
+𝑂

(︁
𝑄−

67
90

)︁
⩾ 𝑁2𝑄−2𝛿−

109
900 .

Отсюда и из (7.4) находим

𝐼(𝑏̄) > 𝑁2𝑄−2𝛿−
109
900 −𝑁2𝑄−

1
8 > 𝑁2𝑄−2𝛿−

109
900

(︁
1−𝑄−

1
8
+2𝛿+ 109

900

)︁
> 𝑁2𝑄−2𝛿−

109
900 (7.8)

(где 𝛿 < 7
450) за исключением самый больше

𝐸
(2)
2,4(𝑋) < 𝑋2𝑄−

1
101 (7.9)

пар (𝑏1, 𝑏2) ∈𝑊2,4(𝑋).

3. Пусть 𝛿𝑞 = 1 и 𝑟 > 𝑄
1
18 . В этом случае применяя леммы 6.1, 6.4, а также оценку (6.20),

из правой части (6.2) выводим

𝐼1(𝑏) =𝑀0

(︂
1−𝑂

(︂
Ω4𝑒𝑥𝑝

(︂
− 𝑐√

𝛿

)︂)︂)︂
+𝑂

(︁
𝑁2𝑄−

1
73

)︁
⩾

⩾𝑀0

(︂
1− 𝑐′𝑄−

1
9 𝑙𝑛4𝑄𝑒𝑥𝑝

(︂
− 𝑐√

𝛿

)︂)︂
+𝑂

(︁
𝑁2𝑄−

1
71

)︁
> 𝑁2𝑄6𝛿− 5

72 (7.10)

за исключением самый больше 𝐸(4)
2,4(𝑋) < 𝑋2𝑄−

1
36 пары (𝑏1, 𝑏2) ∈ [1, 𝑋]2.

Таким образом, из (7.10) и (7.4) в этом случае получим

𝐼(𝑏) > 𝑁2𝑄6𝛿− 5
72 −𝑁2𝑄−

1
16 > 𝑁2𝑄6𝛿− 5

72

(︁
1−𝑄−

1
18
−6𝛿+ 5

72

)︁
> 𝑁2𝑄6𝛿− 5

72 (7.11)

( где 𝛿 < 1
18). Причем (7.11) выполняется для всех (𝑏1, 𝑏2) ∈ 𝑊2,4(𝑋) за исключением из

них

𝐸(𝑋) =
4∑︁

𝑗=1

𝐸
(𝑖)
2,4(𝑋) < 𝑋2− 𝛿

7 . (7.12)
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Из (7.5), (7.8) и (7.11) следуют (7.1), а из (7.6), (7.9) и (7.12) получим (7.2).
Таким образом доказано утверждение a) теоремы.

Теперь докажем утверждение b) теоремы. Пусть 𝑅(𝑏̄)− количество решений система (1.2)
в простых числах с условием 𝑝𝑗 ⩽ 𝑋 и 𝑋

2 ≤ 𝑏1, 𝑏2 < 𝑋. Известно, что в (2.7) суммирование

ведётся по всем 𝑛𝑗 , удовлетворяющим условиям 𝑋
2 < 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3, 𝑛4 ⩽ 𝑋,

4∑︀
𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗𝑛𝑗 = 𝑏𝑖, (𝑖 = 1, 2).

Поэтому из (2.7) и определение 𝑅(𝑏̄) находим

𝐼(𝑏̄) ≪ ln4𝑋
∑︁
𝑝<𝑋

𝑎𝑖1𝑝1+ ...+𝑎𝑖4𝑝4=𝑏𝑖

1 + ln4𝑋
∑︁
𝑘⩾2

∑︁
𝑝𝑘1 ,𝑝

𝑘
2 ,𝑝

𝑘
3 ,𝑝

𝑘
4⩽𝑋

𝑎𝑖1𝑝
𝑘
1+ ...+𝑎𝑖4𝑝

𝑘
4=𝑏𝑖

1

⩽ 𝑅(𝑏)ln4𝑋 +𝑂
(︁
𝑋

1
2 ln5𝑋

)︁
Если учесть определение 𝑅(𝑏̄), то 𝐼(𝑏̄) можем переписат в виде

𝐼
(︀
𝑏̄
)︀
= 𝐼1

(︀
𝑏̄
)︀
+ 𝐼2

(︀
𝑏̄
)︀
≪ 𝑅(𝑏̄)ln4𝑋 +𝑂

(︁
𝑋

1
2 ln5𝑋

)︁
(7.13)

отсюда получим 𝑅(𝑏̄) ≫ 𝐼1(𝑏̄)
ln4𝑋

+ 𝑂
(︁
𝑋

1
2 ln𝑁

)︁
. Как первом случае, если не существует ис-

ключительный нуль 𝐿 функции Дирихле, то согласно лемму6.1-6.4 и равенство (7.5) имеем:

𝐼(𝑏̄) ⩾ 𝐼1(𝑏̄) −
⃒⃒
𝐼2(𝑏̄)

⃒⃒
⩾ 𝑀0

(︁
1− 𝑒𝑥𝑝(−𝑐𝛿−

1
2 )
)︁
− 𝑂

(︁
𝑁2𝑄−

1
3

)︁
−
⃒⃒
𝐼2(𝑏̄)

⃒⃒
. 𝛿 выбираем так, чтобы

𝛿 <
(︁
− 𝑙𝑛0,99

𝑐

)︁−2
. Тогда учитывая (7.4) и (6.4) получим 𝐼(𝑏̄)>𝑁2𝑄−2𝛿−

1
100−𝑁2𝑄−

1
3−𝑁2𝑄−

1
16 >

> 𝑁2𝑄−2𝛿−
1

100

(︁
1−𝑄−

19
48

+2𝛿+ 1
100

)︁
за исключением не более, чем 𝐸2,4(𝑋) < 𝑋2−2𝛿− 1

101 значений

𝑏̄ ∈𝑊2,4(𝑋).

Из равенства (7.13) находим 𝑅(𝑏̄) ⩾ 1
𝑙𝑛4𝑋

(︀
𝐼1(𝑏̄)− |𝐼2(𝑏̄)|

)︀
− 𝑂(𝑋

1
2 𝑙𝑛𝑋.) и учитивая, что⃒⃒

𝑏̄
⃒⃒

=
√︀
𝑏21 + 𝑏22 ⩽

√
2𝑋, 𝑁 = 18𝐵3𝑋 и 𝐾 = 9

√
2𝐵3

⃒⃒
𝑏̄
⃒⃒
при достаточно малом 𝛿 из

(7.5),(7.8),(7.11) получим утверждение теоремы, т.е.

𝑅(𝑏̄) ⩾
𝐾2−𝛿

ln4𝐾
, где 𝐾 = 9

√
2𝐵3

⃒⃒
𝑏̄
⃒⃒

за исключением не более 𝐸2,4(𝑋) < 𝑋2𝑄−1 = 𝑋2−𝛿𝑐1 пар (𝑏1, 𝑏2) ∈𝑊2,4(𝑋) (где 1 < 𝑐1 < 4).

8. Заключение

Из выше изложенного следует, что система уравнение 𝑏𝑖 = 𝑎𝑖1𝑝1+𝑎𝑖2𝑝2+𝑎𝑖3𝑝3+𝑎𝑖4𝑝4, (𝑖 =
= 1, 2) разрешима в простых числах 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4 для всех пар (𝑏1, 𝑏2), 1 < 𝑏1, 𝑏2 ≤ 𝑋, за ис-
ключением не более чем 𝑋2−𝛿 пар из них и 𝑅(𝑏̄)− число решений этой системи при заданном
𝑏̄ = (𝑏1, 𝑏2), 1 < 𝑏1, 𝑏2 ≤ 𝑋 удовлетворяет неравенству 𝑅(𝑏̄) ⩾ 𝐾2− 𝛿

(ln𝐾)4
. Здесь 𝛿(0 < 𝛿 < 1) доста-

точно малое, эффективно вычисляемое постоянное 𝑋 > 𝐵𝐴, 𝐵 = 𝑚𝑎𝑥⏟ ⏞ 
𝑖=1,2;𝑗=1,4

3|𝑎𝑖𝑗 |, достаточно

большое постоянное.
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