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Аннотация

С помощью функционала, определенного на паре согласованных пространств представ-
ления связной подгруппы собственной группы Лоренца, вычислены формула преобразова-
ний Бушмана — Эрдейи функции, кратной функции Лежандра, и формула преобразования
Мелера-Фока функции Лежандра обратного аргумента. Также выведено обобщение одной
известной формулы для преобразования Мелера–Фока.
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Abstract

By using a functional defined on a pair of the assorted represention spaces of the connected
subgroup of the proper Lorentz group, a formula for the Buschman–Erdelyi transform of the
Legendre function (up to a factor) is derived. Also a formula for the Mehler–Fock transform
of the Legendre function of an inverse argument is obtained. Moreover, a generalization of one
known formula for the Mehler–Fock transform is derived.
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1. Введение

В работе [13] с помощью функционала ℬ, определенного на паре пространств представ-
ления связной подгруппы собственной группы Лоренца, мы получили новые интегральные
соотношения между функцией Макдональда и мультиндексным аналогом (гиперфункцией)
бесселевой модифицированной функции первого рода 𝐼𝜇(𝑥). Полученные результаты можно
понимать как значения введенных нами гиперпреобразований Ганкеля–Клиффорда (то есть
преобразований, ядром которого является гиперфункция). В настоящем дополнении к работе
[13] показано, как с частными значениями функционала ℬ связаны преобразования Бушма-
на — Эрдейи и Мелера–Фока. В работе используются функции

𝑓𝐼1(𝑥) = 𝑥
𝜎−|𝑞1|
1 (𝑥3 + i𝑥2 sign 𝑞1)

|𝑞1|𝐶
|𝑞1|+ 1

2

𝑝1−|𝑞1|

(︂
𝑥4
𝑥1

)︂
и

𝑓(𝐼2,±)(𝑥) = (𝑥4)
𝜎−|𝑞2|
± (𝑥22 + 𝑥23)

−|𝑞2|/2 (𝑥3 + i𝑥2)
|𝑞2| 𝑃

−|𝑞2|
−1/2+i𝑝2

(︂
𝑥1
𝑥4

)︂
,

из которых состоят базисы 𝐵1 = {𝑓𝐼1 | 𝐼1 = (𝑝1, 𝑞1), 𝑞2 ∈ Z, 𝑝1 > |𝑞1|} и 𝐵2 = {𝑓(𝐼2,±) | 𝐼2 =
= (𝑝2, 𝑞2) ∈ R2} пространства представления, заданного в [13].

2. Значение функционала ℬ
(︀
𝜎, 𝐼1, (𝐼2,+), id

)︀
Теорема 1. При ℜ(𝜎) < −1

2

ℬ
(︀
𝜎, 𝐼1, (𝐼2,+), id

)︀
=

2𝑝1−|𝑞1|−𝜎−1√𝜋 𝛿𝑞1,−𝑞2 Γ
(︀
1
2 + 𝑝1

)︀
Γ(𝑝1 − 𝜎) Γ(1 + 𝑝1 − |𝑞1|) Γ

(︀
1
2 + |𝑞1|

)︀ ×
× Γ

(︂
𝑝1 − |𝑞1| − 𝜎 + i𝑝2

2
− 1

4

)︂
Γ

(︂
𝑝1 − |𝑞1| − 𝜎 − i𝑝2

2
− 1

4

)︂
×

× 4𝐹3

[︃
|𝑞1|−𝑝1

2 , 1+|𝑞1|−𝑝1
2 , 1+𝜎−𝑝1

2 , 1− 𝜎+𝑝1
2

1
2 − 𝑝1,

5
4 + 𝜎+|𝑞1|−𝑝1+i𝑝2

2 , 5
4 + 𝜎+|𝑞1|−𝑝1−i𝑝2

2

⃒⃒⃒⃒
⃒ 4

]︃
.

Доказательство. В самом деле,

ℬ
(︀
𝜎, 𝐼1, (𝐼2,+), id

)︀
= F2(𝑓𝐼1 , 𝑓

*
(𝐼2,+)) =

𝜋∫︁
−𝜋

ei(𝑞1+𝑞2)𝛽 d𝛽×

×
+∞∫︁
0

𝑃
−|𝑞2|
−1/2+i𝑝2

(cosh𝛼)𝐶
|𝑞1|+1/2
𝑝1−|𝑞1| (sech𝛼) cosh𝜎−|𝑞1| 𝛼 sinh|𝑞1|+1 𝛼 d𝛼 =

= 2𝜋 𝛿𝑞1,−𝑞2

+∞∫︁
1

𝑡𝜎−|𝑞1|(𝑡2 − 1)|𝑞1|/2 𝑃
−|𝑞1|
−1/2+i𝑝2

(𝑡)𝐶
|𝑞1|+1/2
𝑝1−|𝑞1| (𝑡−1) d𝑡. (1)

Записывая 𝐶 |𝑞1|+1/2
𝑝1−|𝑞1| (sech𝛼) явно в виде многочлена по формуле [2, формула 123]

𝐶𝜈
𝑛(𝑥) = [Γ(𝑥)]−1

𝐸(𝑛/2)∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗 Γ(𝑛+ 𝜈 − 𝑗)

𝑗! (𝑛− 2𝑗)!
(2𝑥)𝑛−2𝑗 ,



230 И. А. Шилин

имеем

ℬ
(︀
𝜎, 𝐼1, (𝐼2,+), id

)︀
= 2𝜋 𝛿𝑞1,−𝑞2

[︂
Γ

(︂
1

2
+ |𝑞1|

)︂]︂−1

×

×
𝐸
(︀
(𝑝1−|𝑞1|)/2

)︀∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗 Γ
(︀
1
2 + 𝑝1 − 𝑗)

)︀
𝑗! (𝑝1 − |𝑞1| − 2𝑗)!

+∞∫︁
1

𝑡𝜎+2𝑗−𝑝1 (𝑡2 − 1)|𝑞1|/2 𝑃
−|𝑞1|
−1/2+i𝑝2

(𝑡) d𝑡.

Получившийся интеграл можно вычислить по формуле [3, 2.17.2.9]

+∞∫︁
𝑎

𝑡𝜃−1 (𝑡2 − 𝑎2)−𝜇/2 𝑃𝜇
𝜈

(︂
𝑡

𝑎

)︂
d𝑡 =

2𝜇−𝜃−1 𝑎𝜃−𝜇 Γ
(︁
1+𝜇+𝜈−𝜃

2

)︁
Γ
(︁
𝜇−𝜈−𝜃

2

)︁
√
𝜋 Γ(1− 𝜃)

,

в которой 𝑎 > 0, ℜ(𝜇) < 1, ℜ(𝜃) < 1 + ℜ(𝜇+ 𝜈) и ℜ(𝜃) < ℜ(𝜇− 𝜈). Тогда

ℬ
(︀
𝜎, 𝐼1, (𝐼2,+), id

)︀
=

2𝑝1−|𝑞1|−𝜎−1√𝜋 𝛿𝑞1,−𝑞2

Γ(|𝑞1|+ 1/2)

𝐸
(︀
(𝑝1−|𝑞1|)/2

)︀∑︁
𝑗=0

(−1)𝑗 2−2𝑗 ×

×
Γ
(︀
1
2 + 𝑝1 − 𝑗

)︀
Γ
(︁
𝑝1−|𝑞1|−𝜎+i𝑝2

2 − 1
4 − 𝑗

)︁
Γ
(︁
𝑝1−|𝑞1|−𝜎−i𝑝2

2 − 1
4 − 𝑗

)︁
𝑗! (𝑝1 − |𝑞1| − 2𝑗)! Γ(𝑝1 − 2𝑗 − 𝜎)

. (2)

Но ввиду формулы [3, стр. 759] Γ(𝑧 − 𝑘) = (−1)𝑘 Γ(𝑧)
(1−𝑧)𝑘

имеем

Γ

(︂
1

2
+ 𝑝1 − 𝑗

)︂
=

(−1)𝑗 Γ(1/2 + 𝑝1)

(1/2− 𝑝1)𝑗
,

Γ

(︂
𝑝1 − |𝑞1| − 𝜎 ± i𝑝2

2
− 1

4
− 𝑗

)︂
=

(−1)𝑗 Γ
(︁
𝑝1−|𝑞1|−𝜎±i𝑝2

2 − 1
4

)︁
(︁
5
4 + 𝜎+|𝑞1|−𝑝1∓i𝑝2

2

)︁
𝑗

,

а в силу формулы [3, стр. 759]

Γ(𝑧 − 2𝑘) = 2−2𝑘 Γ(𝑧)

[︂(︂
1− 𝑧

2

)︂
𝑘

(︂
2− 𝑧

2

)︂
𝑘

]︂
получаем, что

Γ(𝑝1 − 2𝑗 − 𝜎) =
2−2𝑗 Γ(𝑝1 − 𝜎)(︁

1+𝜎−𝑝1
2

)︁
𝑗

(︀
1− 𝜎+𝑝1

2

)︀
𝑗

,

(𝑝1 − |𝑞1| − 2𝑗)! = Γ(1 + 𝑝1 − |𝑞1| − 2𝑗) =
2−2𝑗 Γ(1 + 𝑝1 − |𝑞1|)(︁
|𝑞1|−𝑝1

2

)︁
𝑗

(︁
1+|𝑞1|−𝑝1

2

)︁
𝑗

.

Поэтому (2) можно переписать в виде

ℬ
(︀
𝜎, 𝐼1, (𝐼2,+), id

)︀
=

2𝑝1−|𝑞1|−𝜎−1√𝜋 𝛿𝑞1,−𝑞2 Γ
(︀
1
2 + 𝑝1

)︀
Γ(𝑝1 − 𝜎) Γ(1 + 𝑝1 − |𝑞1|) Γ

(︀
1
2 + |𝑞1|

)︀ ×
× Γ

(︂
𝑝1 − |𝑞1| − 𝜎 + i𝑝2

2
− 1

4

)︂
Γ

(︂
𝑝1 − |𝑞1| − 𝜎 − i𝑝2

2
− 1

4

)︂
×

×
𝐸
(︀
(𝑝1−|𝑞1|)/2

)︀∑︁
𝑗=0

22𝑗
(︁
|𝑞1|−𝑝1

2

)︁
𝑗

(︁
1+|𝑞1|−𝑝1

2

)︁
𝑗

(︁
1+𝜎−𝑝1

2

)︁
𝑗

(︀
1− 𝜎+𝑝1

2

)︀
𝑗

𝑗!
(︀
1
2 − 𝑝1

)︀
𝑗

(︁
5
4 + 𝜎+|𝑞1|−𝑝1+i𝑝2

2

)︁
𝑗

(︁
5
4 + 𝜎+|𝑞1|−𝑝1−i𝑝2

2

)︁
𝑗

. (3)
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Замечая, что для 𝜀 ∈ Z2, такого, что 𝜀 ≡ 𝑝1 − |𝑞1|mod2,(︂
𝜀+ |𝑞1| − 𝑝1

2

)︂
𝑗

= 0 при 𝑗 ⩾ 𝑝1 − |𝑞1|,

мы видим, что сумма в формуле (3) является 𝐸
(︀
(𝑝1 − |𝑞1|)/2

)︀
-ой частичной суммой обобщен-

ного гипергеометрического 4𝐹3-ряда, все члены которого, начиная с номера 𝑝1 − |𝑞1|, равны

нулю. Таким образом, она является суммой этого ряда, то есть в (3) символ
𝐸
(︀
(𝑝1−|𝑞1|)/2

)︀∑︀
𝑗=0

можно

заменить символом
+∞∑︀
𝑗=0

и воспользоваться определением

𝑛𝐹𝑚

[︂
𝑎1, . . . , 𝑎𝑛
𝑏1, . . . , 𝑏𝑚

⃒⃒⃒⃒
𝑧

]︂
=

∞∑︁
𝑗=0

(𝑎1)𝑗 . . . (𝑎𝑛)𝑗
(𝑏1)𝑗 . . . (𝑏𝑚)𝑗

𝑧𝑗

𝑗!

обобщенного гипергеометрического ряда, сумма которого является значением 𝑛𝐹𝑚-функции
на области сходимости этого ряда. 2

3. Об одной из формул для преобразования Бушмана — Эрдейи

Выведем следствие из теоремы 1.

Теорема 2. При ℜ(𝜎) < −1
2

+∞∫︁
1

𝑡𝜎 𝑃
−|𝑞1|
−1/2+i𝑝2

(𝑡)𝑃 |𝑞1|
𝑝1 (𝑡−1) d𝑡 =

(−1)|𝑞1| 2𝑝1−𝜎−2 Γ(𝑝1 + 1/2)

𝜋 Γ(𝑝1 − 𝜎) Γ(1 + 𝑝1 − |𝑞1|)
×

× Γ

(︂
𝑝1 − |𝑞1| − 𝜎 + i𝑝2

2
− 1

4

)︂
Γ

(︂
𝑝1 − |𝑞1| − 𝜎 − i𝑝2

2
− 1

4

)︂
×

× 4𝐹3

[︃
|𝑞1|−𝑝1

2 , 1+|𝑞1|−𝑝1
2 , 1+𝜎−𝑝1

2 , 1− 𝜎+𝑝1
2

1
2 − 𝑝1,

5
4 + 𝜎+|𝑞1|−𝑝1+i𝑝2

2 , 5
4 + 𝜎+|𝑞1|−𝑝1−i𝑝2

2

⃒⃒⃒⃒
⃒ 4

]︃
.

Доказательство. Выразим многочлен Гегенбауэра в последнем интеграле формулы (1)
через функцию Лежандра по формуле [1, 8.936.2]:

𝐶
|𝑞1|+1/2
𝑝1−|𝑞1| (𝑡−1) =

(−1)|𝑞1| (2𝑡)|𝑞1| |𝑞1|!
(2|𝑞1|)! (𝑡2 − 1)|𝑞1|/2

𝑃 |𝑞1|
𝑝1 (𝑡−1).

Учитывая, что 2|𝑞1| |𝑞1| = (2|𝑞1|)!! и (2|𝑞1|)!!
(2|𝑞1|)! =

1
(2|𝑞1|−1)!! , получаем

𝐶
|𝑞1|+1/2
𝑝1−|𝑞1| (𝑡−1) =

(−1)|𝑞1| 𝑡|𝑞1|

(2|𝑞1| − 1)!! (𝑡2 − 1)|𝑞1|/2
𝑃 |𝑞1|
𝑝1 (𝑡−1).

Но [3, стр. 759] (2|𝑞1| − 1)!! = 2|𝑞1| Γ(|𝑞1|+1/2)√
𝜋

, поэтому

𝐶
|𝑞1|+1/2
𝑝1−|𝑞1| (𝑡−1) =

(−1)|𝑞1|
√
𝜋 𝑡|𝑞1|

2|𝑞1| Γ
(︀
1
2 + |𝑞1|

)︀
(𝑡2 − 1)|𝑞1|/2

𝑃 |𝑞1|
𝑝1 (𝑡−1), (4)
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а значит, формулу (1) можно переписать в виде

𝒟
(︀
𝜎, 𝐼1, (𝐼2,+), id

)︀
=

21−|𝑞1| (−1)|𝑞1| 𝜋3/2 𝛿𝑞1,−𝑞2

Γ(|𝑞1|+ 1/2)

+∞∫︁
1

𝑡𝜎 𝑃
−|𝑞1|
−1/2+i𝑝2

(𝑡)𝑃 |𝑞1|
𝑝1 (𝑡−1) d𝑡. (5)

Остается сравнить (5) и теорему 1. 2

Интегральные преобразования, ядром которых является функция Лежандра первого ро-
да от «обратного» аргумента, неявно были использованы впервые в статье [9] при изучении
уравнения Эйлера-Пуассона-Дарбу

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜇

𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+
𝜈

𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
. (6)

Систематическое изучение таких преобразований было начато в работах Р. Г. Бушмана [8] и
А. Эрдейи [10], поэтому эти преобразования получили название преобразований Бушмана —
Эрдейи. Они имеют вид

B𝜇,𝜈
+,𝑥(𝑓) =

𝑥∫︁
0

𝑃 𝜈
𝜇 (𝑥𝑡

−1) (𝑥2 − 𝑡2)−𝜈/2 𝑓(𝑡) d𝑡,

B𝜇,𝜈
−,𝑥(𝑓) =

+∞∫︁
𝑥

𝑃 𝜈
𝜇 (𝑥𝑡

−1) (𝑡2 − 𝑥2)−𝜈/2 𝑓(𝑡) d𝑡

и помимо уравнения (6) используются и в теории обыкновенных дифференциальных уравне-
ний: например, С. М. Ситником [5] установлено, что эти операторы сплетают оператор Бесселя
b𝜃 = d2

d𝑥2 + 2𝜃+1
𝑥

d
d𝑥 и вторую производную: B𝜇,𝜈

±,𝑠b𝜃 = d2

d𝑥2B
𝜇,𝜈
±,𝑠. В теореме 2 фактически вычис-

лено преобразование B𝑝1,|𝑞1|
−,1 функции 𝑡−𝜎 (𝑡2 − 1)|𝑞1|/2 𝑃

−|𝑞1|
−1/2+i𝑝2

(𝑡).

4. Ядро преобразования Бушмана — Эрдейи как значение пре-
образования Бушмана — Эрдейи

Интегральное преобразование

I𝜇(𝑓) = 𝐹 (𝑡) =

+∞∫︁
0

𝑓(𝑠)𝑃𝜇

− 1
2
+i𝑠

(𝑡) d𝑠

(𝑡 > 1) и обратное к нему преобразование [12, 15]

I−1
𝜇 (𝐹 ) = 𝑓(𝑠) = 𝜋−1 sinh(𝜋𝑠) Γ

(︂
1

2
− 𝜇+ i𝑠

)︂
Γ

(︂
1

2
− 𝜇− i𝑠

)︂ +∞∫︁
1

𝐹 (𝑡)𝑃𝜇

− 1
2
+i𝑠

(𝑡) d𝑡

являются обобщениями введенных Ф. Мелером [11] прямого и В. Фоком [6] обратного ин-
тегральных преобразований (ядром которых являлась функция 𝑃− 1

2
+i𝑠(𝑡)) и потому назы-

вается обобщенным преобразованием Мелера–Фока. Оно является одним из наиболее извест-
ных индексных интегральных преобразований [16], к числу которых относятся преобразование
Конторовича–Лебедева, Вимпа, Крума, Лебедева, Тичмарша и др.

Представим один из множителей 𝑃
|𝑞1|
𝑝1 (𝑡−1) ядер (𝑡2 − 1)

−|𝑞1|/2
± 𝑃

|𝑞1|
𝑝1 (𝑡−1) преобразований

Бушмана — Эрдейи B
𝑝1,|𝑞1|
±,𝑥 в виде прямого преобразования Мелера–Фока.
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Теорема 3. При ℜ(𝜎) < −1
2 выполняется равенство 𝑃

|𝑞1|
𝑝1 (𝑡−1) = I−|𝑞1|(𝐹 ), где

𝐹 (𝑝2) = (−1)|𝑞1| 2𝑝1−𝜎−2 𝜋−2 𝑡−𝜎 𝑝2 sinh(𝜋𝑝2) Γ

(︂
1

2
+ 𝑝1

)︂
×

× Γ

(︂
𝑝1 − |𝑞1| − 𝜎 + i𝑝2

2
− 1

4

)︂
Γ

(︂
𝑝1 − |𝑞1| − 𝜎 − i𝑝2

2
− 1

4

)︂
×

× Γ

(︂
1

2
+ |𝑞1|+ i𝑝2

)︂
Γ

(︂
1

2
+ |𝑞1| − i𝑝2

)︂
[Γ(𝑝1 − 𝜎) Γ(1 + 𝑝1 − |𝑞1|)]−1×

× 4𝐹3

[︃
|𝑞1|−𝑝1

2 , 1+|𝑞1|−𝑝1
2 , 1+𝜎−𝑝1

2 , 1− 𝜎+𝑝1
2

1
2 − 𝑝1,

5
4 + 𝜎+|𝑞1|−𝑝1+i𝑝2

2 , 5
4 + 𝜎+|𝑞1|−𝑝1−i𝑝2

2

⃒⃒⃒⃒
⃒ 4

]︃
.

Доказательство. Домножив обе части теоремы 2 на

𝜋−1 𝑝2 sinh(𝜋𝑝2) Γ

(︂
1

2
+ |𝑞1|+ i𝑝2

)︂
Γ

(︂
1

2
+ |𝑞1| − i𝑝2

)︂
,

получаем, что
I−1
−|𝑞1|

(︀
𝑡𝜎 𝑃 |𝑞1|

𝑝1 (𝑡−1)
)︀
= 𝐹 (𝑝2).

Тогда функцию 𝑡𝜎 𝑃
|𝑞1|
𝑝1 (𝑡−1) можно представить в виде I−|𝑞1|-преобразования правой части. 2

4.1. Связь с формулой [3, 2.17.27.9]

Рассмотрим теорему 3 в простейшем случае 𝐼1 = 0. Учитывая, что

𝑃 0
0 (𝑡

−1) = 1 и 4𝐹3(0, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4; 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3; 4) = 1,

получаем

I0

(︂
𝑝2 sinh(𝜋𝑝2) Γ

(︂
1

2
+ i𝑝2

)︂
Γ

(︂
1

2
− i𝑝2

)︂
×

×Γ

(︂
i𝑝2 − 𝜎

2
− 1

4

)︂
Γ

(︂
−𝜎 + i𝑝2

2
− 1

4

)︂)︂
= 2𝜎+2 𝜋3/2 𝑡𝜎 Γ(−𝜎).

Вводя новый параметр 𝜈 = −2𝜎+1
4 и записывая преобразование I0 в явном виде, получаем

+∞∫︁
0

𝑝2 sinh(𝜋𝑝2) Γ

(︂
1

2
+ i𝑝2

)︂
Γ

(︂
1

2
− i𝑝2

)︂
Γ

(︂
𝜈 +

i𝑝2
2

)︂
Γ

(︂
𝜈 − i𝑝2

2

)︂
𝑃−1/2+i𝑝2(𝑡) d𝑝2,

где ℜ(𝜈) > 0. Эта формула, полученная из теоретико-групповых соображений и являющаяся
частным случаем теоремы 3, совпадает с частным случаем известной формулы [3, 2.17.27.9]

+∞∫︁
0

𝑠 sinh(𝜋𝑠) Γ

(︂
1

2
− 𝜇+ i𝑠

)︂
Γ

(︂
1

2
− 𝜇− i𝑠

)︂
×

× Γ

(︂
𝜈 +

i𝑠

2

)︂
Γ

(︂
𝜈 − i𝑠

2

)︂
𝑃𝜇
−1/2+i𝑠(𝑐) d𝑠 =

= 23/2−2𝜈 𝜋3/2 𝑐𝜇−2𝜈−1/2 (𝑐2 − 1)−𝜇/2 Γ

(︂
1

2
+ 2𝜈 − 𝜇

)︂
(︀
ℜ(𝜇) ⩽ 1

2 и ℜ(𝜈) ⩾ 0
)︀
, получающимся при 𝜇 = 0.
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5. Заключение

Функционал ℬ и его аналог 𝒜, заданный [7, 14] для группы 𝑆𝑂0(2, 1), позволяет унифици-
ровать вычисление матричных элементов операторов перехода между базисами и операторов
представления в «прямом» и «смешанном» базисах. Из связи между матрицами операторов
представления в различных базисах получаются континуальные теоремы сложения для ℬ и 𝒜,
которые при выражении значений этих функционалов через специальные функции приводят
к новым формулам для интегральных преобразований, представлений и соотношений.
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