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Abstract

The paper solves the problem of entering into the Artin group with a woody structure.
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Основными алгоритмическими проблемами в теории групп являются проблемы равенства
и сопряженности слов, неразрешимость которых в классе конечноопределенных групп была
доказана П.С. Новиковым [1].

Поэтому возникла задача изучения основных проблем теории групп в определенных клас-
сах групп. При решении этих проблем возникают более общие проблемы, одной из которых
является проблема вхождения.

Впервые проблему вхождения рассмотрел и доказал ее разрешимость в классе свободных
групп Нильсен. [8].

Определение 1. Будем говорить, что в группе 𝐺 разрешима проблема вхождения, если
существует алгоритм, позволяющий для любой ее конечноопределенной подгруппы 𝐻,𝐻 < 𝐺,
и любого элемента 𝑔, 𝑔 ∈ 𝐺, установить принадлежит ли 𝑔 подгруппе 𝐻.

Очевидно, что из разрешимости проблемы вхождения в группе 𝐺 следует разрешимость
проблемы равенства слов, а из неразрешимости проблемы равенства слов следует неразреши-
мость проблемы вхождения.

Целью данной статьи является рассмотрение разрешимости проблемы вхождения в груп-
пах Артина.

Группа Артина имеет следующее копредставление:

𝐺 =
⟨︀
𝜎1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛; ; ⟨𝜎𝑖𝜎𝑗⟩𝑚𝑖𝑗 = ⟨𝜎𝑗𝜎𝑖⟩𝑚𝑗𝑖 ; ; 𝑖 ̸= 𝑗; ; 𝑖, 𝑗 ∈ 1, 𝑛

⟩︀
(1)

где 𝑚𝑖𝑗 - элементы симметрической матрицы Кокстера 𝑀,𝑚𝑖𝑗 ∈𝑀,𝑚𝑖𝑗 ∈ {2, 3, . . . , 𝑛, . . . ,∞},
⟨𝜎𝑖𝜎𝑗⟩𝑚𝑖𝑗 - слово длины 𝑚𝑖𝑗 состоящее из чередующихся букв 𝜎𝑖, 𝜎𝑗 : ⟨𝜎𝑖𝜎𝑗⟩𝑚𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝜎𝑗𝜎𝑖 . . .

Каждой конечноопределенной группе Артина 𝐺 можно поставить в соответствие конечный
граф Г, между вершинами 𝑣𝑖 которого и множеством образующих группы 𝜎𝑖; ; 𝑖, 𝑗 ∈ 1, 𝑛 уста-
новлено взаимно-однозначное соответствие, то есть каждой вершине 𝑣𝑖 графа Г соответствует
образующий 𝜎𝑖 группы 𝐺. Причем, если вершины 𝑣𝑖, 𝑣𝑗 соединены ребром, то данному ребру
соответствует число Коксетера 𝑚𝑖𝑗 , если вершины 𝑣𝑖, 𝑣𝑗 не соединены ребром, то паре (𝑣𝑖, 𝑣𝑗)
соответствует ∞.

Построенный граф называется графом Коксетера группы Артина 𝐺, имеющей копредстав-
ление (1).

Каждой группе Артина соответствует группа Кокстера, имеющая копредставление:

𝐺 =
⟨︀
𝜎1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑛; ; ⟨𝜎𝑖𝜎𝑗⟩𝑚𝑖𝑗 = ⟨𝜎𝑗𝜎𝑖⟩𝑚𝑗𝑖 , 𝜎𝑖

2; ; 𝑖 ̸= 𝑗; ; 𝑖, 𝑗 ∈ 1, 𝑛
⟩︀
(2)

Если группа 𝐺 конечна, то группа 𝐺 называется группой Артина конечного типа.
Заметим, что группы Артина конечного типа содержат группы кос.
В классе групп Артина конечного типа в [10] и [11] была доказана неразрешимость про-

блемы вхождения.
Представляет интерес определить класс групп Артина, в котором разрешима проблема

вхождения.
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Определение 2. Группа 𝐺 называется группой Артина с древесной структурой, если
граф Г, соответствующий 𝐺, есть дерево-граф. [5].

Отметим, что в группах Артина с древесной структурой элементы матрицы Кокстера 𝑚𝑖𝑗

принимают значения: 𝑚𝑖𝑗 ∈ {2, 3, . . . , 𝑛, . . . ,∞} .

Теорема 1. [6]. В группе Артина с древесной структурой разрешимы проблемы равен-
ства и сопряженности слов.

Теорема 2. В группе Артина с древесной структурой разрешима проблема вхождения.

При доказательстве используются следующие понятия:

Определение 3. Будем говорить, что в группе 𝐺 разрешима проблема пересечения
подгрупп, если существует алгоритм, позволяющий для любых двух конечнопорожденных
подгрупп 𝐻1, 𝐻2 группы 𝐺 выписать образующие пересечения этих подгрупп.

Определение 4. Будем говорить, что в группе 𝐺 разрешима проблема пересечения
смежных классов подгрупп, если существует алгоритм, позволяющий для любых двух ко-
нечнопорожденных подгрупп 𝐻1, 𝐻2 группы 𝐺 и произвольного слова 𝑤 ∈ 𝐺, установить,
пусто или не пусто пересечение 𝑤𝐻1 ∩𝐻2.

Из определения группы Артина с древесной структурой следует, что данная группа являет-
ся древесным произведением двупорожденных групп Артина, объединенных по циклическим
подгруппам, порожденных образующими объединяемых групп.

Основным понятием при решении проблемы вхождения в данном классе групп, являет-
ся понятие специального множества, определенного в [12] и [14] для свободных конструкций
групп и являющееся аналогом нильсеновского множества в свободных группах.

Теорема 3. [12]. Пусть группа

𝐺 =

⟨
𝑛∏︁

𝑖=1

*𝐺𝑖; ; 𝑟𝑒𝑙𝐺1, 𝑟𝑒𝑙𝐺2, . . . , 𝑟𝑒𝑙𝐺𝑛, 𝜙𝑖𝑗 (𝑈𝑖𝑗) = 𝑈𝑗𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼1, 𝑗 ∈ 𝐼2

⟩
(3)

является древесным произведением групп 𝐺𝑠, 𝑠 = 1, 𝑛, объединенных по изоморфным ассо-
циированным подгруппам 𝑈𝑖𝑗 < 𝐺𝑖, 𝑈𝑗𝑖 < 𝐺𝑗 с помощью конструктивного изоморфизма
𝜙𝑖𝑗 : 𝜙𝑖𝑗 (𝑈𝑖𝑗) = 𝑈𝑗𝑖, где 𝑖 ∈ 𝐼1, 𝑗 ∈ 𝐼2, |𝐼1| < ∞, |𝐼2| < ∞. Тогда если объединяемые под-
группы 𝑈𝑖𝑗 , 𝑈𝑗𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼1, 𝑗 ∈ 𝐼2, обладают свойством максимальности, и в сомножителях 𝐺𝑖

разрешимы:

1. Проблема вхождения;

2. Проблема пересечения любой конечнопорожденной подгруппы 𝐻 < 𝐺𝑖 с подгруппой 𝑈𝑖𝑗;

3. Проблема пересечения класса смежности любой конечнопорожденной подгруппы
𝐻 < 𝐺𝑖 с объединяемой подгруппой 𝑈𝑖𝑗;

то в группе разрешима проблема вхождения.

Теорема 4. В любой двупорожденной группе Артина

𝐺𝑎𝑏 = ⟨𝑎, 𝑏; ; ⟨𝑎𝑏⟩𝑚𝑎𝑏 = ⟨𝑏𝑎⟩𝑚𝑏𝑎⟩ (4)

где 𝑚𝑎𝑏 ∈ {2, 3, . . . 𝑛, . . . ,∞} разрешимы:
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1. Проблема вхождения;

2. Проблема пересечения любой конечнопорожденной подгруппы 𝐻 < 𝐺𝑎𝑏 с любой цикли-
ческой подгруппой ⟨𝑤⟩ < 𝐺𝑎𝑏;

3. Проблема пересечения смежного класса любой конечнопорожденной подгруппы 𝐻 < 𝐺𝑎𝑏

с любой циклической подгруппой ⟨𝑤⟩ < 𝐺𝑎𝑏.

При доказательстве данной теоремы 2 и 4, используются следующие утверждения:

Лемма 1. [4], [10]. Группа Артина (4) при 𝑚𝑎𝑏 = 2𝑘 + 1изоморфна группе⟨
𝑥, 𝑦; ;𝑥2𝑘+1 = 𝑦2

⟩
(5)

Доказательство теоремы вхождения в группе с копредставлением (5) следует

Теорема 5. [14]. В группе 𝐺 = 𝐹𝑚 *𝐶 𝐹𝑛, являющейся свободным произведением ко-
нечнопорожденных свободных групп 𝐹𝑚, 𝐹𝑛, с циклическим объединением, алгоритмически
разрешима проблема вхождения.

Лемма 2. [4], [10]. Группа Артина 𝐺𝑎𝑏 = ⟨𝑎, 𝑏; ; ⟨𝑎𝑏⟩𝑚𝑎𝑏 = ⟨𝑏𝑎⟩𝑚𝑏𝑎⟩ при 𝑚𝑎𝑏 = 2𝑘 изоморф-
на группе ⟨

𝑥, 𝑡; ; 𝑡−1𝑥
𝑘
𝑡 = 𝑡𝑘

⟩
(6)

Разрешимость проблемы вхождения в группе (6) непосредственно следует из

Теорема 6. [13].Пусть группа

𝐺* =
⟨︀
𝐺, 𝑡; ; 𝑟𝑒𝑙𝐺, 𝑡−1𝑈1𝑡 = 𝜙 (𝑈1)

⟩︀
(7)

есть HNN-расширение группы 𝐺 с помощью изоморфных подгрупп 𝑈1, 𝑈−1 группы 𝐺 и кон-
структивного изоморфизма 𝜙 : 𝜙 (𝑈1) = 𝑈−1; причем 𝑈1, 𝑈−1 обладают свойством макси-
мальности. Тогда если в группе 𝐺 разрешимы:

1. Проблема вхождения;

2. Проблема пересечения любой конечнопорожденной подгруппы 𝐻 < 𝐺 с подгруппой
𝑈𝜀, 𝜀 = ±1;

3. Проблема пересечения смежного класса любой конечнопорожденной подгруппы 𝐻 < 𝐺 с
подгруппой 𝑈𝜀, 𝜀 = ±1.

тогда в 𝐺* разрешима проблема вхождения.
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