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Аннотация

В работе найдены точные неравенства между наилучшим полиномиальным прибли-
жением аналитических в круге 𝑈𝑅 :=

{︀
𝑧 ∈ C, |𝑧| < 𝑅

}︀
, 𝑅 ⩾ 1 функций и усредненным

модулем непрерывности угловых граничных значений производных 𝑚-го порядка. Для

класса 𝑊
(𝑚)
𝑞,𝑅 (𝑚 ∈ Z+, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ ∞, 𝑅 ⩾ 1) функций 𝑓 ∈ 𝐻

(𝑚)
𝑞,𝑅 , у которых производ-

ные 𝑚-го порядка 𝑓 (𝑚) принадлежат пространству Харди 𝐻𝑞,𝑅 и удовлетворяют условию
‖𝑓 (𝑚)‖𝑞,𝑅 ⩽ 1, вычислены точные значения верхних граней наилучших приближений. Кро-

ме того, для класса 𝑊
(𝑚)
𝑞,𝑅 (Φ), состоящих из всех функций 𝑓 ∈ 𝐻

(𝑚)
𝑞,𝑅 , для которых при

любом 𝑘 ∈ N, 𝑚 ∈ Z+, 𝑘 > 𝑚 усредненные модули непрерывности граничных значений
производной 𝑚-го порядка 𝑓 (𝑚), мажорируемые в системе точек {𝜋/𝑘}𝑘∈N заданной функ-
цией Φ, удовлетворяют условию

𝜋/𝑘∫︁
0

𝜔
(︀
𝑓 (𝑚), 𝑡

)︀
𝑞,𝑅
𝑑𝑡 ⩽ Φ(𝜋/𝑘),

вычислены точные значения колмогоровских и бернштейновских 𝑛-поперечников в норме
пространства 𝐻𝑞 (1 ⩽ 𝑞 ⩽ ∞).

Полученные результаты обобщают некоторые результаты Л.В.Тайкова на классах ана-
литических функций в круге радиуса 𝑅 ⩾ 1.

Ключевые слова: наилучшее приближение, пространство Харди, модуль непрерывно-
сти, мажорирующая функция, 𝑛-поперечники.
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Abstract

Exact inequalities are found between the best polynomial approximation of functions
analytics in the disk 𝑈𝑅 :=

{︀
𝑧 ∈ C, |𝑧| < 𝑅

}︀
, 𝑅 ⩾ 1 and the averaged modulus of

continuity angular boundary values of the 𝑚th order derivatives. For the class 𝑊
(𝑚)
𝑞,𝑅 (𝑚 ∈ Z+,

1 ⩽ 𝑞 ⩽ ∞, 𝑅 ⩾ 1) of functions 𝑓 ∈ 𝐻
(𝑚)
𝑞,𝑅 whose 𝑚-order derivatives 𝑓 (𝑚) belong to the Hardy

space 𝐻𝑞,𝑅 and satisfy the condition ‖𝑓 (𝑚)‖𝑞,𝑅 ⩽ 1, the exact values of the upper bounds of the

best approximations are calculated. Moreover, for the class 𝑊
(𝑚)
𝑞,𝑅 (Φ), consisting of all functions

𝑓 ∈ 𝐻
(𝑚)
𝑞,𝑅 , for which any 𝑘 ∈ N, 𝑚 ∈ Z+, 𝑘 > 𝑚 the averaged moduli of continuity of the

boundary values of the 𝑚th order derivative 𝑓 (𝑚), dominated in the system of points {𝜋/𝑘}𝑘∈N
by the given function Φ, satisfy the condition

𝜋/𝑘∫︁
0

𝜔
(︀
𝑓 (𝑚), 𝑡

)︀
𝑞,𝑅
𝑑𝑡 ⩽ Φ(𝜋/𝑘),

the exact values of the Kolmogorov and Bernstein 𝑛-widths are calculated in the norm of the
space 𝐻𝑞 (1 ⩽ 𝑞 ⩽ ∞).

The results obtained generalize some results of L.V.Taikov on classes of analytic functions
in a circle of radius 𝑅 ⩾ 1.

Keywords: the best approximation, Hardy space, modulus of continuity, majorizing function,
𝑛-widths.
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1. Введение

Вычислению точных значений различных 𝑛-поперечников классов аналитических в круге
функций в различных нормированных пространств посвящено достаточно много работ (см,
например, [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19]). Следует отметить, что
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первые результаты, связанные с вычислением колмогоровских 𝑛-поперечников в простран-
стве Харди 𝐻𝑞 (1 ⩽ 𝑞 ⩽ ∞), принадлежат В.М.Тихомирову [1] (𝑞 = ∞) и Л.В.Тайкову [2]
(1 ⩽ 𝑞 < ∞). Ранее в работе К.И.Бабенко [3] был получен линейный метод аппроксимации
одного класса функций, аналитических в единичном круге, пригодный для оценок попереч-
ников сверху и использованный в [1] и [2], а также во многих других работах. В дальнейшем
эта тематика развивалась как в работах Л.В.Тайкова [4, 5, 6], так и, например, в работах
[7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19].

Целью данной работы является получение новых результатов, связанных с вычислени-
ем точных значений колмогоровских и бернштейновских 𝑛-поперечников классов функций,
аналитических в круге радиуса 𝑅 ⩾ 1.

Введем нужные нам для дальнейшего обозначения и определения.
Пусть 𝑈𝑅 := {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 𝑅} — круг радиуса 𝑅 ⩾ 1 в комплексной плоскости C, а

𝐴(𝑈𝑅) – множество аналитических в 𝑈𝑅 функций. Для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐴(𝑈𝑅) при
0 < 𝜌 < 𝑅 положим

𝑀𝑞(𝑓, 𝜌) :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛⎝ 1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

⃒⃒
𝑓(𝜌𝑒(𝑖𝑡))

⃒⃒𝑞
𝑑𝑡

⎞⎠1/𝑞

, если 1 ⩽ 𝑞 <∞;

max
0⩽𝑡<2𝜋

⃒⃒
𝑓(𝜌𝑒𝑖𝑡)

⃒⃒
, если 𝑞 = ∞,

где интеграл понимается в смысле Лебега.
Символом 𝐻𝑞,𝑅, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ ∞, 𝑅 ⩾ 1 обозначим банахово пространство Харди, состоящее из

функций 𝑓 ∈ 𝐴(𝑈𝑅), для которых конечна норма

‖𝑓‖𝑞,𝑅 := ‖𝑓‖𝐻𝑞,𝑅
= lim

𝜌→𝑅−0
𝑀𝑞(𝑓, 𝜌).

Норма реализуется на угловых граничных значениях функций 𝑓 ∈ 𝐻𝑞,𝑅, где

⃦⃦
𝑓
⃦⃦
𝑞,𝑅

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
⎛⎝ 1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

⃒⃒
𝑓
(︀
𝑅𝑒𝑖𝑡

)︀⃒⃒𝑞
𝑑𝑡

⎞⎠1/𝑞

, 1 ⩽ 𝑞 <∞;

𝑒𝑠𝑠 sup
{︀⃒⃒
𝑓
(︀
𝑅𝑒𝑖𝑡

)︀⃒⃒
: 0 ⩽ 𝑡 < 2𝜋

}︀
, 𝑞 = ∞.

(1)

В случае 𝑅 = 1 полагаем 𝑈 := 𝑈1, 𝐻𝑞 = 𝐻𝑞,1 и ‖𝑓‖𝑞 := ‖𝑓‖𝑞,1.
Пусть P𝑛 — множество алгебраических комплексных полиномов степени не выше 𝑛. Ра-

венством
𝐸𝑛−1(𝑓)𝑞,𝑅 := inf

{︁⃦⃦
𝑓 − 𝑝𝑛−1

⃦⃦
𝑞,𝑅

: 𝑝𝑛−1 ∈ P𝑛−1

}︁
определим наилучшее приближение функций 𝑓 ∈ 𝐻𝑞,𝑅 элементами множества P𝑛−1 в про-
странстве 𝐻𝑞,𝑅 (1 ⩽ 𝑞 ⩽ ∞, 𝑅 ⩾ 1).

Производную 𝑚-го порядка функций 𝑓 ∈ 𝐴(𝑈𝑅) определим как обычно

𝑓 (𝑚)(𝑧) := 𝑑𝑚𝑓(𝑧)/𝑑𝑧𝑚 =
∞∑︁

𝑘=𝑚

𝛼𝑘,𝑚𝑧
𝑘−𝑚, (2)

где
𝛼𝑘,𝑚 := 𝑘(𝑘 − 1) . . . (𝑘 −𝑚+ 1), 𝑘 ⩾ 𝑚, 𝑘,𝑚 ∈ N, 𝛼𝑘,0 = 1, 𝛼𝑘,1 = 𝑘.

Имеет место следующая
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Теорема 1. Для любых чисел 𝑛 ∈ N, 𝑚 ∈ Z+, 𝑅 ⩾ 1 при любом 1 ⩽ 𝑞 ⩽ +∞ справедливо
неравенство

𝐸𝑛−1(𝑓)𝑞 ⩽
𝑅−(𝑛−𝑚)

𝛼𝑛,𝑚
· 𝐸𝑛−𝑚−1

(︀
𝑓 (𝑚)

)︀
𝑞,𝑅
, (3)

и знак равенства в (3) достигается для функции 𝑓0(𝑧) = 𝑧𝑛.

Доказательство. Не ограничивая общности, рассмотрим только те функции 𝑓 ∈ 𝐴(𝑈𝑅),
у которых 𝑚-я производная 𝑓 (𝑚) ∈ 𝐻𝑞,𝑅. Пусть 𝑃𝑛−𝑚−1

(︀
𝑓 (𝑚), 𝑧

)︀
— полином наилучшего при-

ближения производной 𝑓 (𝑚) в метрике 𝐻𝑞,𝑅.

𝐸𝑛−𝑚−1

(︀
𝑓 (𝑚)

)︀
𝑞,𝑅

=
⃦⃦⃦
𝑓 (𝑚)(𝑧)− 𝑃𝑛−𝑚−1

(︀
𝑓 (𝑚), 𝑧

)︀⃦⃦⃦
𝑞,𝑅
.

Угловые граничные значения

𝑄(𝑧) := 𝑄
(︀
𝑓 (𝑚), 𝑧

)︀
= 𝑓 (𝑚)(𝑧)− 𝑃𝑛−𝑚−1

(︀
𝑓 (𝑚), 𝑧

)︀
, |𝑧| ⩽ 𝑅

будем обозначать через 𝑄
(︀
𝑅𝑒𝑖𝑡

)︀
. Для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐻

(𝑚)
𝑞,𝑅 , повторив схему рас-

суждений работы [2], легко доказать равенство

𝑓(𝑧)− 𝑃𝑛−1(𝑧) =

=
𝑧𝑚

2𝜋𝑖

∫︁
|𝜁|=𝑅

(︂
𝑧

𝜁

)︂𝑛−𝑚

𝑄(𝜁)

{︃
1

𝛼𝑛,𝑚
+ 2𝑅𝑒

∞∑︁
𝑘=1

1

𝛼𝑛+𝑘,𝑚

(︁𝑧
𝜁

)︁𝑘}︃ 𝑑𝜁

𝜁
, (4)

где 𝑃𝑛−1(𝑧) := 𝑃𝑛−1(𝑓, 𝑧) — некоторый полином из P𝑛−1, линейно зависящий от функций

𝑓 ∈ 𝐻
(𝑚)
𝑞,𝑅 . Полагая в (1) 𝑧 = 𝑒𝑖𝑡, 𝜁 = 𝑅𝑒𝑖𝜃, запишем его в виде

𝑓
(︀
𝑒𝑖𝑡
)︀
− 𝑃𝑛−1

(︀
𝑒𝑖𝑡
)︀
=

=
𝑒𝑖𝑚𝑡

2𝜋𝑅𝑛−𝑚

2𝜋∫︁
0

𝑒𝑖(𝑛−𝑚)(𝑡−𝜃)𝑄
(︀
𝑅𝑒𝑖𝜃

)︀{︃ 1

𝛼𝑛,𝑚
+

∞∑︁
𝑘=1

cos 𝑘(𝑡− 𝜃)

𝑅𝑘𝛼𝑛+𝑘,𝑚

}︃
𝑑𝜃 =

=
𝑒𝑖𝑚𝑡

2𝜋𝑅𝑛−𝑚

2𝜋∫︁
0

𝑒𝑖(𝑛−𝑚)𝜏𝑄
(︀
𝑅𝑒𝑖(𝑡−𝜏)

)︀{︃ 1

𝛼𝑛,𝑚
+

∞∑︁
𝑘=1

cos 𝑘𝜏

𝑅𝑘𝛼𝑛+𝑘,𝑚

}︃
𝑑𝜏. (5)

Нетрудно убедиться, что числовая последовательность

{︂
1

𝑅𝑘𝛼𝑛+𝑘,𝑚

}︂∞

𝑘=1

является выпуклой

вниз и её общий член стремится к нулю (см., например,[12, гл. VIII, с.252-253]). Но тогда в
силу теоремы 1.5 [20, с.294] функция

Φ𝑅(𝜏) :=
1

𝛼𝑛,𝑚
+

∞∑︁
𝑘=1

cos 𝑘𝜏

𝑅𝑘𝛼𝑛+𝑘,𝑚

является неотрицательной и интегрируемой на отрезке [0, 2𝜋], причём

1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

Φ𝑅(𝑡)𝑑𝑡 =
1

𝛼𝑛,𝑚
. (6)
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Из (5) сразу следует, что

𝐸𝑛−1(𝑓)𝑞 ⩽

⎧⎨⎩ 1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

⃒⃒⃒
𝑓(𝑒𝑖𝑡)− 𝑃𝑛−1(𝑒

𝑖𝑡)
⃒⃒⃒𝑞
𝑑𝑡

⎫⎬⎭
1/𝑞

=

=

⎧⎨⎩ 1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

⃒⃒⃒ 𝑒𝑖𝑚𝑡

2𝜋𝑅𝑚−𝑛

2𝜋∫︁
0

𝑒𝑖(𝑛−𝑚)𝜏𝑄
(︀
𝑅𝑒𝑖(𝑡−𝜏)

)︀
Φ𝑅(𝜏)𝑑𝜏

⃒⃒⃒𝑞
𝑑𝑡

⎫⎬⎭
1/𝑞

. (7)

Применяя обобщенное неравенство Минковского к правой части неравенства (7), с учётом (6),
имеем

𝐸𝑛−1(𝑓)𝑞 ⩽

⎛⎝ 1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

(︁ 1

2𝜋𝑅𝑛−𝑚

2𝜋∫︁
0

⃒⃒⃒
𝑄
(︀
𝑅𝑒𝑖(𝑡−𝜏)

)︀⃒⃒⃒
·
⃒⃒
Φ𝑅(𝜏)

⃒⃒
𝑑𝜏
)︁𝑞
𝑑𝑡

⎞⎠1/𝑞

⩽

⩽
1

𝑅𝑛−𝑚

⎛⎝ 1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

⃒⃒
Φ𝑅(𝜏)

⃒⃒
𝑑𝜏

⎞⎠ ·

⎛⎝ 1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

⃒⃒
𝑄(𝑅𝑒𝑖𝑡)

⃒⃒𝑞
𝑑𝑡

⎞⎠1/𝑞

=

=
1

𝑅𝑛−𝑚 · 𝛼𝑛,𝑚
‖𝑄(𝑅·)‖𝑞 =

1

𝑅𝑛−𝑚𝛼𝑛,𝑚
‖𝑄‖𝑞,𝑅. (8)

Поскольку ‖𝑄‖𝑞,𝑅 = 𝐸𝑛−𝑚−1

(︀
𝑓 (𝑚)

)︀
𝑞,𝑅
, то из (8) окончательно получаем

𝐸𝑛−1(𝑓)𝑞 ⩽
𝑅−(𝑛−𝑚)

𝛼𝑛,𝑚
𝐸𝑛−𝑚−1

(︀
𝑓 (𝑚)

)︀
𝑞,𝑅

и неравенство (3) доказано. Для функции 𝑓0(𝑧) = 𝑧𝑛 ∈ 𝐻𝑞,𝑅 простые вычисления дают

𝐸𝑛−𝑚−1

(︀
𝑓
(𝑚)
0

)︀
𝑞,𝑅

= 𝑅𝑛−𝑚𝛼𝑛,𝑚, 𝐸𝑛−1

(︀
𝑓0
)︀
𝑞
= 1,

пользуясь которыми имеем

𝑅−(𝑛−𝑚)

𝛼𝑛,𝑚
𝐸𝑛−𝑚−1

(︀
𝑓
(𝑚)
0

)︀
𝑞,𝑅

= 1 = 𝐸𝑛−1

(︀
𝑓0
)︀
𝑞
,

чем и завершаем доказательство теоремы 1.

Следствие 1. В условиях теоремы 1 имеет место равенство

sup
𝑓∈𝐻(𝑚)

𝑞,𝑅

𝐸𝑛−1(𝑓)𝑞

𝐸𝑛−𝑚−1

(︀
𝑓 (𝑚)

)︀
𝑞,𝑅

=
1

𝑅𝑛−𝑚𝛼𝑛,𝑚
.

Через 𝑊 (𝑚)𝐻𝑞,𝑅

(︀
𝑚 ∈ Z+, 𝑊

(0)𝐻𝑞,𝑅 ≡ 𝐻𝑞,𝑅, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ ∞, 𝑅 ⩾ 1
)︀
обозначим множество

функций 𝑓 ∈ 𝐻
(𝑚)
𝑞,𝑅 , у которых ‖𝑓 (𝑚)‖𝑞,𝑅 ⩽ 1.

Теорема 2. Для любых чисел 𝑛 ∈ N, 𝑚 ∈ Z+, 𝑛 > 𝑚 при любых 1 ⩽ 𝑞 ⩽ ∞, 𝑅 ⩾ 1
справедливо равенство

𝐸𝑛−1

(︀
𝑊 (𝑚)𝐻𝑞,𝑅

)︀
= sup

{︁
𝐸𝑛−1(𝑓)𝑞 : 𝑓 ∈𝑊 (𝑚)𝐻𝑞,𝑅

}︁
=
𝑅−(𝑛−𝑚)

𝛼𝑛,𝑚
. (9)
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Доказательство. Так как для любых функций 𝑓 ∈ 𝑊 (𝑚)𝐻𝑞,𝑅 величина наилучшего
приближения производной 𝑓 (𝑚)

𝐸𝑛−𝑚−1

(︀
𝑓 (𝑚)

)︀
𝑞,𝑅

⩽
⃦⃦
𝑓 (𝑚)

⃦⃦
𝑞,𝑅

⩽ 1,

то из неравенства (3) сразу следует оценка сверху величины, стоящей в левой части (9)

𝐸𝑛−1

(︀
𝑊 (𝑚)𝐻𝑞,𝑅

)︀
⩽
𝑅−(𝑛−𝑚)

𝛼𝑛,𝑚
. (10)

С другой стороны, например, для функции

𝑔(𝑧) =
𝑧𝑛

𝑅𝑛−𝑚𝛼𝑛,𝑚
, 𝑛 > 𝑚, 𝑛 ∈ N, 𝑚 ∈ Z+,

имеем

𝑔(𝑚)(𝑧) =
𝑧𝑛−𝑚

𝑅𝑛−𝑚
, ‖𝑔(𝑚)‖𝑞,𝑅 = 1,

т.е. функция 𝑔 ∈𝑊 (𝑚)𝐻𝑞,𝑅, и так как

𝐸𝑛−1(𝑔)𝑞 =
𝑅−(𝑛−𝑚)

𝛼𝑛,𝑚
,

то запишем оценку снизу указанной величины

𝐸𝑛−1

(︀
𝑊 (𝑚)𝐻𝑞,𝑅

)︀
⩾ 𝐸𝑛−1(𝑔)𝑞 =

𝑅−(𝑛−𝑚)

𝛼𝑛,𝑚
. (11)

Требуемое равенство (9) является следствием сопоставления неравенств (10) и (11). Теорема
2 доказана.

2. Основной результат

Для произвольной функции 𝑓 ∈ 𝐻
(𝑚)
𝑞,𝑅 модуль непрерывности первого порядка производной

𝑓 (𝑚) определим равенством

𝜔
(︀
𝑓 (𝑚), 𝑡

)︀
𝑞,𝑅

:= sup
|ℎ|⩽𝑡

⃦⃦⃦
𝑓 (𝑚)

(︀
𝑅𝑒𝑖(𝜏+ℎ)

)︀
− 𝑓 (𝑚)

(︀
𝑅𝑒𝑖𝜏

)︀⃦⃦⃦
𝑞
.

Имеет место следующая

Теорема 3. Пусть 𝑛 ∈ N, 𝑚 ∈ Z+, 𝑛 > 𝑚, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ ∞, 𝑅 ⩾ 1. Тогда для произвольной

функции 𝑓 ∈ 𝐻
(𝑚)
𝑞,𝑅 справедливо неравенство

𝐸𝑛−1(𝑓)𝑞 ⩽
𝑛−𝑚

4𝑅𝑛−𝑚𝛼𝑛,𝑚

𝜋/(𝑛−𝑚)∫︁
0

𝜔
(︀
𝑓 (𝑚), 𝑡

)︀
𝑞,𝑅
𝑑𝑡, (12)

которое обращается в равенство для функции 𝑓0(𝑧) = 𝑧𝑛 ∈ 𝐻
(𝑚)
𝑞,𝑅 .

Доказательство. Из теоремы 1 работы [6] следует, что для произвольной функции

𝑓 ∈ 𝐻
(𝑚)
𝑞,𝑅 имеет место неравенство

𝐸𝑛−𝑚−1(𝑓)𝑞,𝑅 ⩽
𝑛−𝑚

4𝛼𝑛,𝑚

𝜋/(𝑛−𝑚)∫︁
0

𝜔
(︀
𝑓 (𝑚), 𝑡

)︀
𝑞,𝑅
𝑑𝑡. (13)



188 М.Ш. Шабозов, Г.А. Юсупов

Полагая в (13) 𝑚 = 0, 𝑓 (0) = 𝑓 и учитывая, что 𝛼𝑛,0 = 1, имеем

𝐸𝑛−1(𝑓)𝑞,𝑅 ⩽
𝑛

4

𝜋/𝑛∫︁
0

𝜔(𝑓, 𝑡)𝑞,𝑅𝑑𝑡.

Заменив в полученном неравенстве число 𝑛 на 𝑛 − 𝑚 и функцию 𝑓 на производную 𝑓 (𝑚),
запишем

𝐸𝑛−𝑚−1

(︀
𝑓 (𝑚)

)︀
𝑞,𝑅

⩽
𝑛−𝑚

4

𝜋/(𝑛−𝑚)∫︁
0

𝜔
(︀
𝑓 (𝑚), 𝑡

)︀
𝑞,𝑅
𝑑𝑡. (14)

Учитывая неравенство (14), из (3) окончательно получаем

𝐸𝑛−1(𝑓)𝑞 ⩽
𝑛−𝑚

4𝑅𝑛−𝑚𝛼𝑛,𝑚

𝜋/(𝑛−𝑚)∫︁
0

𝜔
(︀
𝑓 (𝑚), 𝑡

)︀
𝑞,𝑅
𝑑𝑡,

и неравенство (12) доказано. Точность неравенства (12) на функцию 𝑓0(𝑧) = 𝑧𝑛 проверяется
непосредственным вычислением. Теорема 3 доказана.

3.Точные значения 𝑛-поперечников классов функций 𝑊
(𝑚)
𝑞,𝑅 (Φ)

(𝑚 ∈ Z+,𝑊
(0)
𝑞,𝑅(Φ) ≡ 𝑊𝑞,𝑅(Φ), 1 ⩽ 𝑞 ⩽ ∞, 𝑅 ⩾ 1) в пространстве 𝐻𝑞

Прежде чем излагать другие результаты, напомним нужные нам далее необходимые поня-
тия и определения. Пусть 𝑆 — единичный шар в 𝐻𝑞; M — выпуклое центрально-симметричное
множество из 𝐻𝑞; L𝑛 ⊂ 𝐻𝑞 — 𝑛-мерное подпространство. Величины

𝑏𝑛
(︀
M;𝐻𝑞

)︀
= sup

{︁
sup

{︁
𝜀 > 0 : 𝜀𝑆 ∩ L𝑛+1 ⊂ M

}︁
: L𝑛+1 ⊂ 𝐻𝑞

}︁
,

𝑑𝑛
(︀
M;𝐻𝑞

)︀
= inf

{︁
sup

{︁
inf
{︁
‖𝑓 − 𝜙‖ : 𝜙 ∈ L𝑛

}︁
: 𝑓 ∈ M

}︁
: L𝑛 ⊂ 𝐻𝑞

}︁
называют соответственно бернштейнтовским и колмогоровским 𝑛-поперечниками множества
M в 𝐻𝑞. Указанные 𝑛-поперечники монотонны по 𝑛 и связаны неравенством (см., напр., [21]):

𝑏𝑛(m, 𝐻𝑞) ⩽ 𝑑𝑛(m, 𝐻𝑞). (15)

Пусть функция Φ(𝑢) определена, неотрицательна, выпукла вниз на отрезке [0, 𝜋],
lim

𝑢→0+
Φ(𝑢) = Φ(0) = 0 и для любых 𝜆 ∈ [0, 1] и 𝑡 ∈ (0, 𝜋] удовлетворяет неравенству

2 sin2
𝜋

4
𝜆 ⩽

Φ(𝜆𝑡)

Φ(𝑡)
⩽

𝜆

𝜋/2− (𝜋/2− 1)𝜆
. (16)

Класс 𝑊 (𝑚)
𝑞,𝑅 (Φ) состоит из всех функций 𝑓 ∈ 𝐻

(𝑚)
𝑞,𝑅 , для которых при любых 𝑘 ∈ N, 𝑚 ∈ Z+,

𝑘 > 𝑚 выполняется условие
𝜋/𝑘∫︁
0

𝜔
(︀
𝑓 (𝑚), 𝑡

)︀
𝑞,𝑅
𝑑𝑡 ⩽ Φ(𝜋/𝑘).

Отметим, что в работе [22] показано, что среди всех функций Φ(𝑡) := 𝑡1+𝛼, где 0 ⩽ 𝛼 ⩽ 1,
только одна функция со значением 𝛼 = 𝜋/2− 1 удовлетворяет ограничению (16).

Сформулируем наш основной результат в виде следующей теоремы.
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Теорема 4. Пусть 𝑅 ⩾ 1, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ ∞, 𝑛 ∈ N,𝑚 ∈ Z+, 𝑛 > 𝑚 и мажоранта Φ удовлетво-
ряет ограничению (16). Тогда справедливы равенства

𝑏𝑛
(︀
𝑊

(𝑚)
𝑞,𝑅 (Φ);𝐻𝑞

)︀
= 𝑑𝑛

(︀
𝑊

(𝑚)
𝑞,𝑅 (Φ);𝐻𝑞

)︀
=

𝑛−𝑚

4𝑅𝑛−𝑚𝛼𝑛,𝑚
Φ

(︂
𝜋

𝑛−𝑚

)︂
. (17)

Доказательство. Согласно определению класса 𝑊 (𝑚)𝐻𝑞,𝑅, из неравенства (12) имеем

𝑑𝑛
(︀
𝑊

(𝑚)
𝑞,𝑅 (Φ);𝐻𝑞

)︀
⩽ sup

{︁
𝐸𝑛−1(𝑓)𝑞 : 𝑓 ∈𝑊 (𝑚)𝐻𝑞,𝑅

}︁
⩽

⩽
𝑛−𝑚

4𝑅𝑛−𝑚𝛼𝑛,𝑚
Φ

(︂
𝜋

𝑛−𝑚

)︂
, (18)

и оценка сверху колмогоровского 𝑛-поперечника в пространстве 𝐻𝑞 получена.
Докажем оценку снизу бернштейновского 𝑛-поперечника, записанного в левой части нера-

венства (15). Для этого воспользуемся подпространством P𝑛 алгебраических полиномов сте-
пени не выше 𝑛. Известно (см.[12, гл.VIII, S2]), что для произвольного полинома 𝑝𝑛 ∈ P𝑛

выполнено неравенство ⃦⃦
𝑝(𝑚)
𝑛

⃦⃦
𝑞,𝑅

⩽ 𝑅𝑛−𝑚𝛼𝑛,𝑚‖𝑝𝑛‖𝑞, (19)

где 𝑛 ⩾ 𝑚, 𝑚 ∈ Z+, 1 ⩽ 𝑞 ⩽ ∞, 𝑅 ⩾ 1. Рассмотрим следующий шар

𝑆𝑛+1 :=

{︂
𝑝𝑛 ∈ P𝑛 : ‖𝑝𝑛‖𝑞 ⩽

𝑛−𝑚

4𝑅𝑛−𝑚𝛼𝑛,𝑚
· Φ
(︂

𝜋

𝑛−𝑚

)︂}︂
.

Обозначим

𝛿𝑛(𝑥) :=

{︃
2 sin

𝑛𝑥

2
, если 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝜋/𝑛,

2, если 𝑥 > 𝜋/𝑛.

Из неравенства ⃦⃦
𝑝𝑛(𝑧𝑒

𝑖𝑥)− 𝑝𝑛(𝑧)
⃦⃦
𝑞,𝑅

⩽ 𝛿𝑛(𝑥) · ‖𝑝𝑛‖𝑞,𝑅,

которое следует из одного результата работы [5], для произвольного полинома 𝑝𝑛 ∈ P𝑛 с
учетом (19) имеем

𝜔
(︀
𝑝(𝑚)
𝑛 , 𝑥

)︀
𝑞,𝑅

⩽ 𝛿𝑛−𝑚(𝑥)
⃦⃦
𝑝(𝑚)
𝑛

⃦⃦
𝑞,𝑅

⩽ 𝛿𝑛−𝑚(𝑥)𝑅𝑛−𝑚𝛼𝑛,𝑚

⃦⃦
𝑝𝑛
⃦⃦
𝑞,
, 𝑥 ⩾ 0. (20)

Покажем теперь, что шар 𝑆𝑛+1 ⊂ 𝑊
(𝑚)
𝑞,𝑅 (Φ). Для этого рассмотрим два случая: 𝑘 ⩾ 𝑛−𝑚

и 𝑘 < 𝑛−𝑚. Пусть, сначала, 𝑘 ⩾ 𝑛−𝑚. Тогда для произвольного полинома 𝑝𝑛 ∈ 𝑆𝑛+1, в силу
(20) можно записать следующую цепочку неравенств:

𝜋/𝑘∫︁
0

𝜔
(︀
𝑝(𝑚)
𝑛 , 𝑡

)︀
𝑞,𝑅
𝑑𝑡 ⩽ 𝑅𝑛−𝑚𝛼𝑛,𝑚

⃦⃦
𝑝𝑛
⃦⃦
𝑞

𝜋/𝑘∫︁
0

𝛿𝑛−𝑚(𝑡)𝑑𝑡 ⩽

⩽

{︃
4𝑅𝑛−𝑚𝛼𝑛,𝑚(𝑛−𝑚)−1

}︃{︃
1− cos

𝜋

2

𝑛−𝑚

𝑘

}︃⃦⃦
𝑝𝑛
⃦⃦
𝑞
⩽

⩽ 2 sin2
𝜋

4
· 𝑛−𝑚

𝑘
Φ

(︂
𝜋

𝑛−𝑚

)︂
. (21)

В правой части (18), полагая

𝑡 =
𝜋

𝑛−𝑚
, 𝜆 =

𝑛−𝑚

𝑘
, 𝜆𝑡 =

𝜋

𝑘
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и учитывая левую часть неравенства (16), получаем

𝜋/𝑘∫︁
0

𝜔
(︀
𝑝(𝑚)
𝑛 , 𝑡

)︀
𝑞,𝑅
𝑑𝑡 ⩽ 2 sin2

𝜋

4
𝜆Φ(𝑡) ⩽ Φ(𝜆𝑡) = Φ

(︁𝜋
𝑘

)︁
. (22)

Пусть теперь 𝑘 < 𝑛−𝑚. Снова воспользовавшись неравенством (20) для любого 𝑝𝑛 ∈ 𝑆𝑛+1,
имеем

𝜋/𝑘∫︁
0

𝜔
(︀
𝑝(𝑚)
𝑛 , 𝑡

)︀
𝑞,𝑅
𝑑𝑡 ⩽ 𝑅𝑛−𝑚𝛼𝑛,𝑚

⃦⃦
𝑝𝑛
⃦⃦
𝑞

𝜋/𝑘∫︁
0

𝛿𝑛−𝑚(𝑡)𝑑𝑡 ⩽

⩽
𝑛−𝑚

4
Φ

(︂
𝜋

𝑛−𝑚

)︂⎧⎪⎨⎪⎩
𝜋/(𝑛−𝑚)∫︁

0

(︂
2 sin

(𝑛−𝑚)𝑡

2

)︂
𝑑𝑡+

𝜋/𝑘∫︁
𝜋/(𝑛−𝑚)

2𝑑𝑡

⎫⎪⎬⎪⎭ =

=
𝑛−𝑚

4
Φ

(︂
𝜋

𝑛−𝑚

)︂{︂
4

𝑛−𝑚
+ 2

(︂
𝜋

𝑘
− 𝜋

𝑛−𝑚

)︂}︂
=

=

{︂
1 +

𝜋

2

(︂
𝑛−𝑚

𝑘
− 1

)︂}︂
Φ

(︂
𝜋

𝑛−𝑚

)︂
.

Если положить теперь 𝜋(𝑛 − 𝑚)−1 = 𝜆𝑡,
𝑘

𝑛−𝑚
= 𝜆, 𝜋𝑘−1 = 𝑡, то опять, согласно правой

части условия (16), имеем

𝜋/𝑘∫︁
0

𝜔
(︀
𝑝(𝑚)
𝑛 , 𝑡

)︀
𝑞,𝑅
𝑑𝑡 ⩽

{︂
1 +

𝜋

2

(︂
𝑛−𝑚

𝑘
− 1

)︂}︂
Φ

(︂
𝜋

𝑛−𝑚

)︂
=

=

{︂
1 +

𝜋

2

(︂
1

𝜆
− 1

)︂}︂
Φ(𝜆𝑡) ⩽ Φ(𝑡) = Φ(𝜋/𝑘). (23)

Включение шара 𝑆𝑛+1 ⊂𝑊
(𝑚)
𝑞,𝑅 (Φ) следует из неравенств (22) и (23). Но тогда, согласно опре-

делению бернштейновского 𝑛-поперечника, запишем

𝑏𝑛
(︀
𝑊

(𝑚)
𝑞,𝑅 (Φ), 𝐻𝑞

)︀
⩾ 𝑏𝑛

(︀
𝑆𝑛+1, 𝐻𝑞

)︀
=

𝑛−𝑚

4𝑅𝑛−𝑚𝛼𝑛,𝑚
Φ

(︂
𝜋

𝑛−𝑚

)︂
. (24)

Сопоставив неравенств (3) и (24), получим требуемые равенства (17), чем и завершаем дока-
зательство теоремы 4.

4. Заключение

В пространстве Харди найдено точное неравенство между наилучшим приближением
𝐸𝑛−1(𝑓)𝑞 аналитических в единичном круге функций 𝑓 ∈ 𝐻𝑞 (1 ⩽ 𝑞 ⩽ ∞) и наилучшим
приближением 𝐸𝑛−𝑚−1(𝑓

(𝑚))𝑞,𝑅 производной 𝑚-го порядка 𝑓 (𝑚) ∈ 𝐻𝑞,𝑅 (1 ⩽ 𝑞 ⩽ ∞, 𝑅 ⩾ 1)
аналитических в круге радиуса 𝑅 ⩾ 1. Вычислены значения бернштейновского и колмого-
ровского 𝑛-поперечников некоторых классов функций, задаваемых усреднённым значением
модулей непрерывности первого порядка.
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