
114 В. И. Паньженский, А. О. Растрепина

ЧЕБЫШЕВСКИЙ СБОРНИК

Том 24. Выпуск 1.

УДК 514.763 DOI 10.22405/2226-8383-2023-24-1-114-126

Левоинвариантная сасакиева структура на групповой модели
вещественного расширения плоскости Лобачевского

В. И. Паньженский, А. О. Растрепина

Паньженский Владимир Иванович— кандидат физико-математических наук, профессор,
Пензенский государственный университет (г. Пенза).
e-mail: kaf-geom@yandex.ru
Растрепина Анастасия Олеговна — магистрант, Пензенский государственный университет
(г. Пенза).
e-mail: n.rastrepina@mail.ru

Аннотация

Доказано, что на групповой модели вещественного расширения плоскости Лобачевcкого
H2×R существует левоинвариантная контактная метрическая структура (𝜂, 𝜉, 𝜙, 𝑔), рима-
нова метрика которой отлична от метрики прямого произведения. Ограничение метрики 𝑔
на контактное распределение является метрикой плоскости Лобачевского и вместе с вполне
неголономным контактным распределением определяет на H2 × R субриманову структу-
ру. Найденная почти контактная метрическая структура является нормальной и, следо-
вательно, сасакиевой. Группа Ли автоморфизмов этой структуры имеет максимальную
размерность. Найдены базисные векторные поля её алгебры Ли. Кроме связности Леви-
Чивита ∇ рассматривается контактная метрическая связность ∇̃ с кососимметрическим
кручением, которая, как и связность Леви-Чивита, также инварианта относительно груп-
пы автоморфизмов. Структурные тензоры 𝜂, 𝜉, 𝜙, 𝑔, тензор кручения 𝑆 и тензор кривизны
�̃� данной связности ковариантно постоянны. Тензор кривизны �̃� связности ∇̃ обладает
необходимыми свойствами, позволяющими ввести понятие секционной кривизны. Уста-
новлено, что секционная кривизна 𝑘 принадлежит числовому отрезку [−2, 0]. Используя
поле ортонормированных реперов, адаптированных к контактному распределению, найде-
ны коэффициенты усечённой связности и дифференциальные уравнения её геодезических.
Доказано, что контактные геодезические связностей ∇ и ∇̃ совпадают с геодезическими
усечённой связности, т.е. обе связности согласованы с контактным распределением. Это
означает, что через каждую точку в каждом контактном направлении проходит единствен-
ная контактная геодезическая.

Ключевые слова: левоинвариантная сасакиева структура, контактная метрическая
связность, контактные геодезические, секционная кривизна.
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Abstract

It has been proved that there is left-invariant contact metric structure (𝜂, 𝜉, 𝜙, 𝑔) whose
Riemannian metric is different from the metric of the direct product on the group model
of the real extension of the Lobachevsky plane H2 × R. The restriction of the metric 𝑔
to the contact distribution is the metric of the Lobachevsky plane and, together with a
completely nonholonomic contact distribution, defines a sub-Riemann structure on H2 × R.
The found almost contact metric structure is normal and therefore Sasakian. The lie group
of automorphisms of this structure has maximum dimension. The basis vector fields of its Lie
algebra are found. In addition to the Levi-Civita connection ∇, we consider a contact metric
connection ∇̃ with skew-symmetric torsion, which, like the Levi-Civita connection, is also
invariant under the automorphism group. The structure tensors 𝜂, 𝜉, 𝜙, 𝑔, the torsion tensor
𝑆 and the curvature tensor �̃� of a given connection are covariantly constant. The curvature
tensor �̃� of the connection ∇̃ has the necessary properties to introduce the concept of sectional
curvature. It is established that the sectional curvature 𝑘 belongs to the numerical segment
[−2, 0]. Using the field of orthonormal frames adapted to the contact distribution, the coefficients
of the truncated connection and the differential equations of its geodesics are found. It has been
proved that the contact geodesics of the connections ∇ and ∇̃ coincide with the geodesics of
truncated connection, that is, both connections are compatible with the contact distribution.
This means that there is only one contact geodesic through each point in each contact direction.

Keywords: left-invariant Sasakian structure, contact metric connection, contact geodesics,
sectional curvature.
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1. Введение

В настоящее время достаточно интенсивно изучаются контактные, почти контактные, па-
раконтактные метрические структуры на нечётномерных многообразиях различных размер-
ностей, при этом особый интерес представляют левоинвариантные структуры на группах Ли,
структуры, инвариантные относительно групп изометрий, а также связности, согласованные
с данной структурой [1] – [16].
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Контактной структурой на гладком многообразии 𝑀 нечётной размерности 2𝑛 + 1 назы-
вается дифференциальная 1-форма 𝜂, удовлетворяющая условию

𝜂 ∧ (𝑑𝜂)𝑛 ̸= 0. (1)

Многообразие 𝑀 , наделённое контактной структурой, называется контактным многообра-
зием. Условие (1) означает, что 2-форма 𝑑𝜂 имеет ранг 2𝑛. Контактная форма 𝜂 определяет на
𝑀 2𝑛-мерное вполне неголономное распределение 𝐻 = ker𝜂, которое называется контактным,
или горизонтальным, а 1-мерное распределение 𝑉 = ker𝑑𝜂 – вертикальным.

Контактной метрической структурой на контактном многообразии𝑀 называется четвёрка
тензорных полей (𝜂, 𝜉, 𝜙, 𝑔), где 𝜂 – контактная форма, 𝜉 – характеристическое векторное поле,
𝜙 – структурный эндоморфизм модуля векторных полей на 𝑀 , 𝑔 – риманова метрика. При
этом требуется выполнение следующих условий [17]

𝜙2 = −𝑖𝑑+ 𝜂 ⊗ 𝜉, (2)

𝑔(𝜙𝑋,𝜙𝑌 ) = 𝑔(𝑋,𝑌 )− 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌 ), (3)

𝑑𝜂(𝑋,𝑌 ) = 𝑔(𝜙𝑋, 𝑌 ). (4)

Нетрудно убедиться, что имеют место следующие равенства

1)𝜂(𝜉) = 1, 2)𝑑𝜂(𝑋, 𝜉) = 0, 3)𝜙(𝜉) = 0, 4)𝜂 ∘ 𝜙 = 0,

5)𝑔(𝑋, 𝜉) = 𝜂(𝑋), 6)𝑔(𝑋,𝑌 ) = 𝑑𝜂(𝑋,𝜙𝑌 ) + 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌 ). (5)

Контактная метрическая структура называется k-контактной, если векторное поле 𝜉 является
киллинговым. Нормальная контактная метрическая структура называется сасакиевой, т.е.
должно выполняться следующее равенство

[𝜙,𝜙](𝑋,𝑌 ) + 𝑑𝜂(𝑋,𝑌 )𝜉 = 0, (6)

где
[𝜙,𝜙](𝑋,𝑌 ) = 𝜙2[𝑋,𝑌 ] + [𝜙𝑋,𝜙𝑌 ]− 𝜙[𝜙𝑋, 𝑌 ]− 𝜙[𝑋,𝜙𝑌 ]

– кручение Нейенхейса эндоморфизма 𝜙 [17]. Сасакиева структура необходимо является k-
контактной.

Диффеоморфизм 𝑓 (2𝑛+1)-мерного многообразия называется автоморфизмом контактной
метрической структуры, если все определяющие её тензоры инвариантны относительно 𝑓 . В
работе [18] доказано, что максимальная размерность группы Ли автоморфизмов контактной
метрической структуры равна (𝑛+ 1)2. Если 𝑀 группы Ли, то естественно рассматривать
левоинвариантные контактные метрические структуры.

2. Контактная метрическая структура на H2 × R

Рассмотрим множество G, элементами (точками) которого являются матрицы следующего
вида ⎛⎝1 0 𝑧

0 𝑦 𝑥
0 0 1

⎞⎠ , (7)

где 𝑥, 𝑦, 𝑧 – действительные числа: 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ R, 𝑦 > 0. Множество G является группой Ли от-
носительно операции умножения матриц и подгруппой Ли полной линейной группы 𝐺𝐿(3,R).
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Умножая слева (7) на произвольную матрицу из группы G, заключаем, что левые сдвиги на
G определяются следующими формулами

�̄� = 𝑏𝑥+ 𝑎, 𝑦 = 𝑏𝑦, 𝑧 = 𝑧 + 𝑐 (𝑦 > 0, 𝑏 > 0). (8)

Дифференцируя (8) по параметрам 𝑎, 𝑏, 𝑐, находим левоинвариантные векторные поля на G –
базис алгебры Ли группы Ли G

𝑋1 = 𝜕1, 𝑋2 = 𝑥𝜕1 + 𝑦𝜕2, 𝑋3 = 𝜕3, (9)

где 𝜕1 = 𝜕/𝜕𝑥, 𝜕2 = 𝜕/𝜕𝑦, 𝜕3 = 𝜕/𝜕𝑧 – естественный базис гладких векторных полей на G.
Нетрудно установить, что риманова метрика

𝑑𝑠2 =
𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2

𝑦2
+ 𝑑𝑧2 (10)

левоинвариантна и является метрикой прямого произведения на вещественном расширении
плоскости Лобачевского H2 ×R. Таким образом, группа G с левоинвариантной метрикой (10)
естественным образом отождествляется с H2×R, и, следовательно, является групповой моде-
лью вещественного расширения плоскости Лобачевского.

Все левоинвариантные дифференциальные 1-формы можно найти, интегрируя уравнения
инвариантности

𝑋𝑝
𝛼𝜕𝑝𝜂𝑖 + 𝜕𝑖𝑋

𝑝
𝛼𝜂𝑝 = 0

(производная Ли от формы 𝜂 вдоль левоинвариантных векторных полей 𝑋𝛼 (9) (𝛼 = 1, 2, 3)
должна обращаться в нуль: 𝐿𝑋𝛼𝜂 = 0). В результате получим следующее семейство диффе-
ренциальных 1-форм

𝜂 =
𝑐1
𝑦
𝑑𝑥+

𝑐2
𝑦
𝑑𝑦 + 𝑐3𝑑𝑧, (11)

где 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 – постоянные. Так как 𝑑𝜂 = 𝑐1
𝑦2
𝑑𝑥∧ 𝑑𝑦 и 𝜂 ∧ 𝑑𝜂 = 𝑐1𝑐3

𝑦2
𝑑𝑥∧ 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧, то при 𝑐1 · 𝑐3 ̸= 0

найденные формы являются контактными. Нетрудно убедиться, что среди этих форм нет
таких, которые бы вместе с римановой метрикой (10) определяли контактную метрическую
структуру [8].

Однако на G имеется естественная левоинвариантная контактная метрическая структура
с метрикой, отличной от римановой метрики прямого произведения. Действительно, среди
левоинвариантных 1-форм выделим форму

𝜂 =
1

𝑦
𝑑𝑥+ 𝑑𝑧. (12)

Эту форму можно получить, сдвинув форму Дарбу 𝑦𝑑𝑥+𝑑𝑧 из единицы группы в произволь-
ную точку. В этом случае условия 𝜂(𝜉) = 1 и 𝑑𝜂(𝑋, 𝜉) = 0 определяют однозначно характери-
стическое векторное поле

𝜉 = 𝜕3. (13)

Все левоинвариантные эндоморфизмы можно найти, решая уравнения инвариантности 𝜙
относительно левоинвариантных векторных полей (9)

𝑋𝑝
𝛼𝜕𝑝𝜙

𝑖
𝑗 + 𝜕𝑗𝑋

𝑝
𝛼𝜙

𝑖
𝑝 − 𝜕𝑝𝑋

𝑖
𝛼𝜙

𝑝
𝑗 = 0.

Общее решение этой системы имеет вид

𝜙𝑖
𝑗 =

⎛⎝ 𝑐11 𝑐12 𝑐13
𝑐21 𝑐22 𝑐23
𝑐31

1
𝑦 𝑐32

1
𝑦 𝑐33

⎞⎠ ,
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где 𝑐𝑖𝑗 – произвольные постоянные. Из условия 𝜙(𝜉) = 0 следует, что 𝑐13 = 𝑐23 = 𝑐33 = 0, а из
𝜂 ∘ 𝜙 = 0 находим, что 𝑐31 = −𝑐11, 𝑐32 = −𝑐12. Требование (2) накладывает на постоянные 𝑐𝑖𝑗
следующие условия

(𝑐11)
2 + 𝑐12𝑐

2
1 = −1, 𝑐11𝑐

1
2 + 𝑐12𝑐

2
2 = 0,

𝑐21𝑐
1
1 + 𝑐22𝑐

2
1 = 0, 𝑐21𝑐

1
2 + (𝑐22)

2 = −1,

откуда следует, что эндоморфизм

𝜙𝑖
𝑗 =

⎛⎝0 −1 0
1 0 0
0 1

𝑦 0

⎞⎠ (14)

вместе с 𝜂 и 𝜉 определяет на G левоинвариантную контактную метрическую структуру, ри-
манова метрика которой, как следует из условия 6) в равенствах (5), имеет вид

𝑑𝑠2 =
𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2

𝑦2
+

(︂
1

𝑦
𝑑𝑥+ 𝑑𝑧

)︂2

. (15)

Нетрудно убедиться, что условия (2), (3), (4) определения контактной метрической структуры
выполняются тождественно. Заметим, что ограничение метрики (15) на контактное распре-
деление является метрикой плоскости Лобачевского в модели Пуанкаре на евклидовой полу-
плоскости и вместе с вполне неголономным контактным распределением определяет на H2×R
субриманову структуру.

Так как характеристическое векторное поле 𝜉 = 𝜕3 является левоинвариантным, то
𝐿𝜉𝑔 = 0, т.е. мы имеем k-контактную метрическую структуру. Более того, эта структура
является сасакиевой, поскольку условие нормальности (6), которое в координатах имеет сле-
дующий вид

𝜙𝑝
𝑗𝜕𝑝𝜙

𝑖
𝑘 − 𝜙𝑝

𝑘𝜕𝑝𝜙
𝑖
𝑗 + 𝜙𝑖

𝑝𝜕𝑗𝜙
𝑝
𝑘 − 𝜙𝑖

𝑝𝜕𝑘𝜙
𝑝
𝑗 + 𝑑𝜂𝑗𝑘𝜉

𝑖 = 0,

выполняется тождественно. Таким образом, справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. На групповой модели вещественного расширения плоскости Лобачевского
существует левоинвариантная сасакиева структура (𝜂, 𝜉, 𝜙, 𝑔), где 𝜂 – контактная форма,
𝜉 – характеристическое векторное поле, 𝜙 – структурный эндоморфизм модуля векторных
полей на 𝑀 и 𝑔 – риманова метрика имеют вид (12), (13), (14) и (15) соответственно.

Векторное поле 𝑋 = 𝑋𝑝𝜕𝑝 называется инфинитезимальным автоморфизмом контактной
метрической структуры, если однопараметрическая группа диффеоморфизмов 𝑓𝑡 = exp 𝑡𝑋,
порождённая полем 𝑋, является группой автоморфизмов структуры. Это означает, что про-
изводная Ли вдоль 𝑋 от 𝜂, 𝜉, 𝜙 и 𝑔 обращается в нуль

𝐿𝑋𝜂 = 0, 𝐿𝑋𝜉 = 0, 𝐿𝑋𝜙 = 0, 𝐿𝑋𝑔 = 0.

В координатах мы имеем следующую систему дифференциальных уравнений

𝑋𝑝𝜕𝑝𝜂𝑖 + 𝜕𝑖𝑋
𝑝𝜂𝑝 = 0,

𝑋𝑝𝜕𝑝𝜉
𝑖 − 𝜕𝑝𝑋

𝑖𝜉𝑝 = 0,

𝑋𝑝𝜕𝑝𝜙
𝑖
𝑗 + 𝜕𝑗𝑋

𝑝𝜙𝑖
𝑝 − 𝜕𝑝𝑋

𝑖𝜙𝑝
𝑗 = 0,

𝑋𝑝𝜕𝑝𝑔𝑖𝑗 + 𝜕𝑖𝑋
𝑝𝑔𝑝𝑗 + 𝜕𝑗𝑋

𝑝𝑔𝑖𝑝 = 0.
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После несложных алгебраических преобразований для сасакиевой структуры (12), (13), (14),
(15) эта система примет следующий вид

𝜕3𝑋
1 = 0, 𝜕3𝑋

2 = 0, 𝜕3𝑋
3 = 0, 𝜕1𝑋

3 = 0, 𝑦𝜕1𝑋
1 = 𝑋2,

𝑦𝜕2𝑋
2 = 𝑋2, 𝜕1𝑋

2 + 𝜕2𝑋
1 = 0, 𝜕2𝑋

1 + 𝑦𝜕2𝑋
3 = 0.

Интегрируя данную систему, находим её общее решение

𝑋1 =
1

2
𝑏4(𝑥

2 − 𝑦2) + 𝑏2𝑥+ 𝑏1, 𝑋2 = 𝑏4𝑥𝑦 + 𝑏2𝑦, 𝑋3 = 𝑏4𝑦 + 𝑏3.

Постоянным 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4 соответствуют следующие базисные векторные поля алгебры Ли ин-
финитезимальных автоморфизмов

𝑋1 = 𝜕1, 𝑋2 = 𝑥𝜕1 + 𝑦𝜕2, 𝑋3 = 𝜕3, 𝑋4 =
1

2

(︀
𝑥2 − 𝑦2

)︀
𝜕1 + 𝑥𝑦𝜕2 + 𝑦𝜕3. (16)

Первые три векторных поля являются левоинвариантными полями и, следовательно, опреде-
ляют подгруппу параллельных переносов, а векторное поле 𝑋4 является оператором враще-
ния, который порождает стационарную подгруппу, и мы имеем следующее утверждение.

Теорема 2. Группа Ли инфинитезимальных автоморфизмов сасакиевой структуры
(12), (13), (14) и (15) имеет максимальную размерность. Базисные векторные поля её ал-
гебры имеют вид (16).

3. Левоинвариантная кососимметрическая связность,
согласованная с контактным распределением

Пусть 𝑀 – гладкое многообразие, 𝐻 – распределение на 𝑀 . Линейную связность назовём
согласованной с распределением 𝐻, если через каждую точку 𝑝 ∈ 𝑀 в каждом касательном
направлении 𝑣𝑝 ∈ 𝐻𝑝 проходит единственная геодезическая, касающаяся распределения 𝐻
(контактная геодезическая) [8].

Пусть 𝑔 – риманова метрика на𝑀 ,∇ – связность Леви-Чивита. Ортогональная проекция ∇̄
связности ∇ на распределение 𝐻 является линейной связностью на 𝐻 и называется усечённой
связностью [19], [20].

На вещественном расширении плоскости Лобачевского H2 × R с контактной метрической
структурой (𝜂, 𝜉, 𝜙, 𝑔) имеем две естественные связности – связность Леви-Чивита ∇(Γ𝑘

𝑖𝑗) –

метрическая связность (∇𝑔 = 0) без кручения и контактную метрическую связность ∇̃(Γ̃𝑘
𝑖𝑗)

(∇̃𝑔 = 0, ∇̃𝜂 = 0) с кососимметрическим кручением. Эта связность определяется следующей
формулой [16]

𝑔(∇̃𝑋𝑌, 𝑍) = 𝑔(∇𝑋𝑌, 𝑍) +
1

2
𝑑𝜂(𝑋,𝑌 ) ∧ 𝜂(𝑍).

Так же как и связность Леви-Чивита ∇, контактная метрическая связность ∇̃ инвариант-
на относительно группы автоморфизмов сасакиевой структуры. Для контактной формы (12)
форма кручения 𝑆 = 𝑑𝜂 ∧ 𝜂 имеет вид

𝑆 =
1

𝑦2
𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 ∧ 𝑑𝑧.

Коэффициенты связности Леви-Чивита ∇ метрики (15) образуют следующие матрицы

Γ1
𝑖𝑗 =

⎛⎝ 0 − 3
2𝑦 0

− 3
2𝑦 0 −1

2

0 −1
2 0

⎞⎠ , Γ2
𝑖𝑗 =

⎛⎝ 2
𝑦 0 1

2

0 − 1
𝑦 0

1
2 0 0

⎞⎠ , Γ3
𝑖𝑗 =

⎛⎜⎝ 0 1
𝑦2

0
1
𝑦2

0 1
2𝑦

0 1
2𝑦 0

⎞⎟⎠ .
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Тензор кручения 𝑆(𝑆𝑘
𝑖𝑗 = 𝑆𝑖𝑗𝑝𝑔

𝑝𝑘) связности ∇̃ имеет следующие компоненты

𝑆1
𝑖𝑗 =

⎛⎝0 − 1
𝑦 0

1
𝑦 0 1

0 −1 0

⎞⎠ , 𝑆2
𝑖𝑗 =

⎛⎝0 0 −1
0 0 0
1 0 0

⎞⎠ , 𝑆3
𝑖𝑗 =

⎛⎜⎝ 0 2
𝑦2

0

− 2
𝑦2

0 − 1
𝑦

0 1
𝑦 0

⎞⎟⎠ .

Так как

Γ̃𝑘
𝑖𝑗 = Γ𝑘

𝑖𝑗 +
1

2
𝑆𝑘
𝑖𝑗 ,

то

Γ̃1
𝑖𝑗 =

⎛⎝ 0 − 2
𝑦 0

− 1
𝑦 0 0

0 −1 0

⎞⎠ , Γ̃2
𝑖𝑗 =

⎛⎝ 2
𝑦 0 0

0 − 1
𝑦 0

1 0 0

⎞⎠ , Γ̃3
𝑖𝑗 =

⎛⎝0 2
𝑦2

0

0 0 0
0 1

𝑦 0

⎞⎠ .

Нетрудно убедиться, что в связности ∇̃ все структурные тензоры сасакиевой структуры, а
также тензор кручения и тензор кривизны, ковариантно постоянны:

∇̃𝜂 = 0, ∇̃𝜉 = 0, ∇̃𝜙 = 0, ∇̃𝑔 = 0, ∇̃𝑆 = 0, ∇̃�̃� = 0.

Теорема 3. Секционная кривизна контактной метрической связности ∇̃ изменяется
в пределах числового отрезка [−2; 0].

Доказательство. Вычисляя ковариантные компоненты тензора кривизны �̃�, находим, что

�̃�1212 = −�̃�2112 = −�̃�1221 =
2

𝑦4
,

остальные компоненты равны нулю. Поэтому, как и в римановой геометрии, мы можем ввести
понятие секционной кривизны – кривизны в данной точке 𝑝 данном двумерном направлении
𝜎. Если 𝑢 и 𝑣 – два линейно независимых касательных вектора в точке 𝑝, принадлежащих 𝜎,
то

𝑘𝑝(𝜎) =
𝑔(�̃�(𝑢, 𝑣)𝑣, 𝑢)

𝑔(𝑢, 𝑢)𝑔(𝑣, 𝑣)− 𝑔(𝑢, 𝑣)2
.

В числителе данной формулы имеем

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙𝑢
𝑖𝑣𝑗𝑣𝑘𝑢𝑙 = − 2

𝑦4
(𝑢1𝑣2 − 𝑢2𝑣1)2.

Вектор 𝑢 возьмём в пересечении площадки 𝜎 с контактной площадкой 𝐻: 𝑢 ∈ 𝜎 ∩𝐻, а вектор
𝑣 перпендикулярно вектору 𝑢, тогда

𝑔(𝑢, 𝑣) = 0, 𝑔(𝑢, 𝑣) =
𝑢1

2
+ 𝑢2

2

𝑦2
, 𝑔(𝑣, 𝑣) =

𝑣1
2
+ 𝑣2

2

𝑦2
+

(︂
1

𝑦
𝑣1 + 𝑣3

)︂2

и

𝑘𝑝(𝜎) = − 2(𝑢1𝑣2 − 𝑢2𝑣1)2

(𝑢12 + 𝑢22)(𝑣12 + 𝑣22 + (𝑣1 + 𝑦𝑣3)2)
≤ 0.

Так как векторы 𝑢 и 𝑣 перпендикулярны и 𝑢 ∈ 𝐻, то

𝑢1𝑣1 + 𝑢2𝑣2 = 0.

Возводя это равенство в квадрат, находим, что

(𝑢1𝑣2 − 𝑢2𝑣1)2 = (𝑢1
2
+ 𝑢2

2
)(𝑣1

2
+ 𝑣2

2
),



Левоинвариантная сасакиева структура на групповой модели. . . 121

поэтому

𝑘𝑝(𝜎) = − 2(𝑢1
2
+ 𝑢2

2
)(𝑣1

2
+ 𝑣2

2
)

(𝑢12 + 𝑢22)(𝑣12 + 𝑣22) + (𝑢12 + 𝑢22)(𝑣1 + 𝑦𝑣3)2
≤ −2,

т.е. −2 ≤ 𝑘 ≤ 0. Если 𝜎 содержит 𝑉 , то в качестве вектора 𝑣 можно взять вектор 𝜉(0, 0, 1), и
тогда 𝑘 = 0. Если 𝜎 содержит 𝐻, то 𝑣1 + 𝑦𝑣3 = 0 и 𝑘 = −2. 2

Замечание. Известно [17], что риманова кривизна k-контактного метрического многообра-
зия в направлении, содержащем характеристический вектор 𝜉, равна 1. Поскольку сасакиева
структура на H2×R является k-контактной, а кривизна в контактном направлении с метрикой
Пуанкаре равна −1, то в силу непрерывности мы можем заключить, что риманова секционная
кривизна принадлежит числовому отрезку [−1; 1]. Таким образом, наличие кручения у связ-
ности ∇̃ сдвигает интервал изменения секционной кривизны на одну единицу в отрицательном
направлении.

Теорема 4. Связность Леви-Чивита ∇ и контактная метрическая связность ∇̃ со-
гласованы с контактным распределением.

Доказательство. Для доказательства данного утверждения достаточно убедиться, что гео-
дезические усечённой связности ∇̄ являются контактными геодезическими связности ∇ и,
следовательно, ∇̃, поскольку они имеют одни и те же геодезические.

Рассмотрим неголономное поле ортонормированных реперов {𝑝, 𝑒𝑖}, адаптированных к
контактной структуре

𝑒1 = 𝑦𝜕1 − 𝜕3, 𝑒2 = 𝑦𝜕2, 𝑒3 = 𝜕3.

Первые два поля 𝑒1 и 𝑒2 лежат в контактном распределении𝐻 : 𝜂(𝑒1) = 𝜂(𝑒2) = 0, а 𝑒3 = 𝜉 ∈ 𝑉 .
Разложения коммутаторов векторных полей 𝑒𝑖

[𝑒𝑖, 𝑒𝑗 ] = Ω𝑘
𝑖𝑗𝑒𝑘,

где коэффициенты Ω𝑘
𝑖𝑗 определяют объект неголономности, являются структурными уравне-

ниями поля реперов {𝑝, 𝑒𝑖}. Для рассматриваемого поля реперов имеем следующие уравнения

[𝑒1, 𝑒2] = −(𝑒1 + 𝑒3), [𝑒1, 𝑒3] = 0, [𝑒2, 𝑒3] = 0,

поэтому Ω1
12 = −Ω1

21 = Ω3
12 = −Ω3

21 = −1. Для связности Леви-Чивита имеем следующую
вычислительную формулу [21]

𝑔(∇𝑋𝑌,𝑍) =
1

2

{︀
𝑋𝑔(𝑌, 𝑍) + 𝑌 𝑔(𝑍,𝑋)− 𝑍𝑔(𝑋,𝑌 ) + 𝑔(𝑍, [𝑋,𝑌 ]) + 𝑔(𝑌, [𝑍,𝑋])− 𝑔(𝑋, [𝑌,𝑍])

}︀
.

Пусть 𝛾𝑘𝑖𝑗 – коэффициенты связности Леви-Чивита в ортонормированном репере
{𝑝, 𝑒𝑖} : ∇𝑒𝑖𝑒𝑗 = 𝛾𝑘𝑖𝑗𝑒𝑘. Полагая 𝑋 = 𝑋𝑖𝑒𝑖, 𝑌 = 𝑌 𝑗𝑒𝑗 , 𝑍 = 𝑍𝑘𝑒𝑘, находим, что

𝛾𝑘𝑖𝑗 =
1

2
(Ω𝑘

𝑖𝑗 + 𝛿𝑘𝑠Ω𝑙
𝑠𝑖𝛿𝑗𝑙 + 𝛿𝑘𝑠Ω𝑙

𝑠𝑗𝛿𝑖𝑙),

откуда

𝛾1𝑖𝑗 =

⎛⎝0 −1 0
0 0 −1

2
0 −1

2 0

⎞⎠ , 𝛾2𝑖𝑗 =

⎛⎝1 0 1
2

0 0 0
1
2 0 0

⎞⎠ , 𝛾3𝑖𝑗 =

⎛⎝0 −1
2 0

1
2 0 0
0 0 0

⎞⎠ .

Для усечённой связности ∇̄ : ∇̄𝑒𝑖𝑒𝑗 = 𝛾𝑘𝑖𝑗𝑒𝑘 (𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2), где 𝛾𝑘𝑖𝑗 = 𝛾𝑘𝑖𝑗 , т.е.

𝛾1𝑖𝑗 =

(︂
0 −1
0 0

)︂
, 𝛾2𝑖𝑗 =

(︂
1 0
0 0

)︂
.
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Горизонтальная (контактная) кривая 𝛾(�̇� ∈ 𝐻)

𝑥 = 𝑥(𝑠), 𝑦 = 𝑦(𝑠), 𝑧 = 𝑧(𝑠),

где 𝑠 – естественный параметр, называется геодезической усечённой связности ∇̄, если
∇̄�̇� �̇� = 0, где �̇� – поле касательных векторов кривой 𝛾. Найдём сначала уравнения параллель-
ного векторного поля 𝑣 вдоль кривой 𝛾 : ∇̄�̇�𝑣 = 0. Имеем следующие разложения векторных
полей �̇� и 𝑣 по естественному базису {𝜕1, 𝜕2, 𝜕3} и неголономному {𝑒1, 𝑒2}

�̇� = �̇�𝜕1 + �̇�𝜕2 + �̇�𝜕3 = 𝑢1𝑒1 + 𝑢2𝑒2,

𝑣 = 𝑣1𝜕1 + 𝑣2𝜕2 + 𝑣3𝜕3 = 𝑤1𝑒1 + 𝑤2𝑒2.

Так как 𝑒1 = 𝑦𝜕1 − 𝜕3, 𝑒2 = 𝑦𝜕2, то

𝑢1 =
1

𝑦
�̇�, 𝑢2 =

1

𝑦
�̇�, 𝑤1 =

1

𝑦
𝑣1, 𝑤2 =

1

𝑦
𝑣2.

Условия горизонтальности векторных полей �̇� и 𝑣 имеют вид

�̇� = −1

𝑦
�̇�, 𝑣3 = −1

𝑦
𝑣1.

Теперь распишем уравнения параллельного переноса, заменяя неголономные координаты есте-
ственными и учитывая, что

∇̄𝑒1𝑒1 = 𝑒2, ∇̄𝑒1𝑒2 = −𝑒1, ∇̄𝑒2𝑒1 = 0, ∇̄𝑒2𝑒2 = 0.

Имеем
∇̄�̇�𝑣 = ∇̄𝑢𝑖𝑒𝑖𝑤

𝑗𝑒𝑗 = 𝑢𝑖𝑒𝑖(𝑤
𝑗)𝑒𝑗 + 𝑢𝑖𝑤𝑗∇̄𝑒𝑖𝑒𝑗 = 𝑢1𝑒1(𝑤

1)𝑒1 + 𝑢1𝑒1(𝑤
2)𝑒2+

+𝑢2𝑒2(𝑤
1)𝑒1 + 𝑢2𝑒2(𝑤

2)𝑒2 + 𝑢1𝑤1𝑒2 − 𝑢1𝑤2𝑒1 =
1

𝑦
�̇�[𝑦𝜕1(

1

𝑦
𝑣1)− 𝜕3(

1

𝑦
𝑣1)](𝑦𝜕1 − 𝜕3)+

+
1

𝑦
�̇�[𝑦𝜕1(

1

𝑦
𝑣2)− 𝜕3(

1

𝑦
𝑣2)]𝑦𝜕2 +

1

𝑦
�̇�[𝑦𝜕2(

1

𝑦
𝑣1)](𝑦𝜕1 − 𝜕3) +

1

𝑦
�̇�[𝑦𝜕2(

1

𝑦
𝑣2)]𝑦𝜕2+

+
1

𝑦
�̇�𝑣1𝜕2 −

1

𝑦
�̇�
1

𝑦
𝑣2(𝑦𝜕1 − 𝜕3) = {(�̇�𝜕1𝑣1 + �̇�𝜕2𝑣

1 + �̇�𝜕3𝑣
1)− 1

𝑦
(�̇�𝑣1 + �̇�𝑣2)}𝜕1+

+{(�̇�𝜕1𝑣2 + �̇�𝜕2𝑣
2 + �̇�𝜕3𝑣

2) +
1

𝑦
(�̇�𝑣1 − �̇�𝑣2)}𝜕2+

+{−1

𝑦
(�̇�𝜕1𝑣

1 + �̇�𝜕2𝑣
1 + �̇�𝜕3𝑣

1) +
1

𝑦2
(�̇�𝑣1 + �̇�𝑣2)}𝜕3 = 0.

Таким образом, имеем следующие уравнения параллельного переноса вектора 𝑣 вдоль кри-
вой 𝛾

𝑑𝑣1

𝑑𝑠
− 1

𝑦
(�̇�𝑣1 + �̇�𝑣2) = 0,

𝑑𝑣2

𝑑𝑠
+

1

𝑦
(�̇�𝑣1 − �̇�𝑣2) = 0, 𝑣3 +

1

𝑦
𝑣1 = 0.

Полагая 𝑣 = �̇�, получим дифференциальные уравнения геодезических усечённой связности ∇̄

𝑑2𝑥

𝑑𝑠2
− 2

𝑦

𝑑𝑥

𝑑𝑠

𝑑𝑦

𝑑𝑠
= 0,

𝑑2𝑦

𝑑𝑠2
+

1

𝑦

(︂
𝑑𝑥

𝑑𝑠

)︂2

− 1

𝑦

(︂
𝑑𝑦

𝑑𝑠

)︂2

= 0,
𝑑𝑧

𝑑𝑠
+

1

𝑦

𝑑𝑥

𝑑𝑠
= 0.

Дифференцируя последнее уравнение – условие горизонтальности векторного поля �̇�, находим

𝑑2𝑧

𝑑𝑠2
− 1

𝑦2
𝑑𝑦

𝑑𝑠

𝑑𝑥

𝑑𝑠
+

1

𝑦

𝑑2𝑥

𝑑𝑠2
= 0
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или, учитывая первое уравнение,

𝑑2𝑧

𝑑𝑠2
+

1

𝑦2
𝑑𝑥

𝑑𝑠

𝑑𝑦

𝑑𝑠
= 0.

Таким образом, функции 𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠), 𝑧(𝑠), определяющие геодезические усечённой связности ∇̄,
являются решением следующей системы

𝑑2𝑥

𝑑𝑠2
− 2

𝑦

𝑑𝑥

𝑑𝑠

𝑑𝑦

𝑑𝑠
= 0,

𝑑2𝑦

𝑑𝑠2
+
1

𝑦

(︂
𝑑𝑥

𝑑𝑠

)︂2

− 1

𝑦

(︂
𝑑𝑦

𝑑𝑠

)︂2

= 0,
𝑑2𝑧

𝑑𝑠2
+

1

𝑦2
𝑑𝑥

𝑑𝑠

𝑑𝑦

𝑑𝑠
= 0,

𝑑𝑧

𝑑𝑠
+
1

𝑦

𝑑𝑥

𝑑𝑠
= 0. (17)

Связность Леви-Чивита ∇ и контактная метрическая связность ∇̃ имеют одни и те же геоде-
зические, а их дифференциальные уравнения имеют вид

𝑑2𝑥

𝑑𝑠2
− 3

𝑦

𝑑𝑥

𝑑𝑠

𝑑𝑦

𝑑𝑠
− 𝑑𝑦

𝑑𝑠

𝑑𝑧

𝑑𝑠
= 0,

𝑑2𝑦

𝑑𝑠2
+

2

𝑦

(︂
𝑑𝑥

𝑑𝑠

)︂2

− 1

𝑦

(︂
𝑑𝑦

𝑑𝑠

)︂2

+
𝑑𝑥

𝑑𝑠

𝑑𝑧

𝑑𝑠
= 0,

𝑑2𝑧

𝑑𝑠2
+

2

𝑦2
𝑑𝑥

𝑑𝑠

𝑑𝑦

𝑑𝑠
+

1

𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑠

𝑑𝑧

𝑑𝑠
= 0. (18)

Для контактных геодезических должно выполняться условие горизонтальности

𝑑𝑧

𝑑𝑠
+

1

𝑦

𝑑𝑥

𝑑𝑠
= 0.

Подставляя вместо 𝑑𝑧
𝑑𝑠 в уравнения (18) − 1

𝑦
𝑑𝑥
𝑑𝑠 , получаем уравнение геодезических (17) усе-

чённой связности ∇̄, а это означает, что геодезические усечённой связности ∇̄ совпадают с
контактными геодезическими связностей ∇ и ∇̃, т.е. связность Леви-Чивита ∇ и контактная
метрическая связность ∇̃ согласованы с контактным распределением 𝐻. 2

4. Заключение

Таким образом, в настоящей работе на групповой модели вещественного расширения плос-
кости Лобачевского обнаружена левоинвариантная контактная метрическая структура. Най-
дены базисные векторные поля алгебры Ли группы Ли автоморфизмов данной структуры.
Кроме связности Леви-Чивита рассмотрена контактная метрическая связность с кососиммет-
рическим кручением. Дана оценка её секционной кривизны. Доказано, что контактные геоде-
зические этих связностей совпадают с геодезическими усечённой связности, которая является
ортогональной проекцией связности Леви-Чивита на контактное распределение.
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