
Первый класс Аппельрота псевдоевклидовой системы Ковалевской 69

ЧЕБЫШЕВСКИЙ СБОРНИК

Том 24. Выпуск 1.

УДК 517 DOI 10.22405/2226-8383-2023-24-1-69-88

Первый класс Аппельрота псевдоевклидовой системы
Ковалевской1

В. А. Кибкало

Кибкало Владислав Александрович — кандидат физико-математических наук, Москов-
ский государственный университет им. М. В. Ломоносова; Московский центр фундаменталь-
ной и прикладной математики (г. Москва).
e-mail: slava.kibkalo@gmail.com

Аннотация

Для интегрируемого псевдоевклидова аналога волчка Ковалевской изучены свойства
системы при нулевом уровне дополнительного первого интеграла Ковалевской. Класс дви-
жений классического волчка при том же условии называют также первым классом Аппель-
рота или классом Делоне. Описан класс гомеоморфности каждого слоя, классы послойной
гомеоморфности слоения в окрестности бифуркационного слоя (аналог 2-атома Фомен-
ко) и на всем двумерном пересечении уровня 𝐾 = 0 и симплектического листа скобки
Пуассона. Показано наличие некомпактных одномерных слоев Лиувилля, некритических
перестроек компактных и некомпактных слоев в данной интегрируемой системе. Также
изучен вопрос невырожденности (по Ботту) всех точек уровня 𝐾 = 0 и доказано, что
критическое множество псевдоевклидова аналога совпадает с таковым для классического
волчка.
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Abstract

In paper, properties of an integrable pseudo-Euclidean analogue of the Kovalevskaya top are
studied for the zero level of the additional first Kovalevskaya integral. The class of motions of
a classical top under the same condition is also called the first Appelrot class or the Delaunay
class. We describe the homeomorphism class of each fiber, the fiberwise homeomorphism classes
of the foliation in a neighborhood of each bifurcation fiber (i.e. analogues of Fomenko 2-atoms)
and on the two-dimensional intersection of the level 𝐾 = 0 and each nondegenerate symplectic
leaf of the Poisson bracket. It is proved that non-compact one-dimensional Liouville fibers, non-
critical bifurcations of compact and non-compact fibers appear in this integrable system. The
non-degeneracy problem (in the Bott sense) for all points of the 𝐾 = 0 level is also studied, and
it is proved that the critical sets of the of classical Kovalevskaya top and its pseudo-Euclidean
analogue coincides.
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1. Введение

Системы динамики и математической физики в пространствах, метрика которого отлич-
на от евклидовой, активно исследовались как классиками, так и в недавних работах иссле-
дователей. В сборнике [1] приведен цикл работ, иллюстрирующих различные направления
исследований.

В недавней работе А.В. Борисова и И.С. Мамаева [2] было рассмотрено преобразование на
C6(𝐽1, 𝐽2, 𝐽3, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), линейное над C, позволяющее сопоставить многим классическим веще-
ственным интегрируемым системам динамики новые системы, также интегрируемые и веще-
ственные. При этом меняются знаки некоторых структурных констант скобки Ли–Пуассона, и
алгебра Ли 𝑒(3) группы движений евклидова R3 переходит в алгебру Ли 𝑒(2, 1) группы движе-
ний пространства 𝑅3

1 с псевдоевклидовым скалярным произведением. Напомним, что системы
классической механики могут задаваться уравнениями Эйлера на двойственном пространстве
к алгебре Ли 𝑒(3) для гладкой функции 𝐻.

В настоящей работе изучается аналог волчка Ковалевской, заданный уравнениями Эйлера
на алгебре Ли 𝑒(2, 1). Функция 𝐻𝑝𝑠 = 𝐻 псевдоевклидова аналога получена из гамильтониана
Ковалевской 𝐻0 под действием преобразования из [2]. При этом сохраняется как интегри-
руемость такой вещественной системы, так и формула для дополнительного интеграла 𝐾,
открытого ранее С.В. Ковалевской для классического волчка [3]. Разделение переменных,
аналогичное Кёттеру, для новой задачи в случае алгебры Ли 𝑒(2, 1) было построено С.В. Со-
коловым [4].

Г.Г. Аппельрот [5] исследовал особые режимы движения классического волчка Ковалев-
ской, соответствующие наличию кратных корней у полинома Φ, участвующего в разделении
переменных системы. Полином Φ является произведением двух линейных сомножителей и од-
ного кубического полинома, чьи коэффициенты зависят от значений 𝑎, 𝑏, ℎ, 𝑘 первых интегра-
лов системы. К первому классу был отнесен случай равенства двух линейных сомножителей,
когда дополнительный интеграл 𝐾 равен нулю. Отметим, что в работе Н.Б.Делоне [6] была
приведена геометрическая интерпретация такого движения.
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Анализ фазовой топологии такого волчка, во многом мотивированный пионерской работой
С.Смейла [7], был проведен М.П.Харламовым, см. [8]. Было показано, что образ множества
точек, где градиенты первых интегралов зависимы, действительно содержится в гиперповерх-
ностях пространства значений этих функций, на которых многочлен разделения переменных
имеет кратные корни. Кроме того, также были явно описаны классы гомеоморфности слоев
слоения Лиувилля системы.

Общий топологический подход к исследованию конечномерных интегрируемых по Ли-
увиллю гамильтоновых систем был развит в работах А.Т.Фоменко и его научной школы,
см. [9, 10, 11] и монографию А.В.Болсинова и А.Т.Фоменко [12]. Предположим, что уровень
энергии 𝑄3 = 𝑄3

ℎ : 𝐻 = ℎ является компактным и неособым, т.е. не содержит положений
равновесия гамильтонова векторного поля функции 𝐻, а все критические точки отображения
момента в нем невырождены по Ботту (что обобщает понятие морсовости критической точ-
ки функции). Для изученных ранее систем почти все уровни энергии 𝐻 удовлетворяют этим
условиям [12].

Такие системы с двумя степенями свободы, ограниченные на неособые уровни энергии
𝑄3, классифицируются с точностью до послойной гомеоморфности в терминах инварианта
Фоменко–Цишанга, называемого также молекулой. Этот инвариант является графом — од-
номерной базой слоения Лиувилля на данном 𝑄3. Его ребра соответствует семействам ре-
гулярных слоев, а вершины — их бифуркациям. В силу компактности 𝑄3 и гладкости пер-
вых интегралов, прообраз бифуркационного значения интеграла содержит критические точ-
ки (по предположению, невырожденные). Класс послойной гомеоморфности малой инвари-
антной окрестности связного слоя (содержащего критические точки) называют атомом или
3-атомом. Каждой вершине графа-инварианта сопоставляется 3-атом, а всем ребрам и неко-
торым связным подграфам приписываются числовые метки (задаваемые склейкой 3-атомов
по их граничным торам).

Данная теория была применена к различным системам механики [13, 14, 15, 16, 17], зада-
чам математической физики [18, 19, 20] и аналогам известных интегрируемых систем в случае
алгебр Ли 𝑠𝑜(4) и 𝑠𝑜(3, 1) [21, 22], в числе которых — аналоги классического волчка Ковалев-
ской на пучке алгебр Ли 𝑠𝑜(3, 1)− 𝑒(3)− 𝑠𝑜(4), открытые И.В.Комаровым в [23] и изученные
с топологической точки зрения в работах [24, 25, 26, 27].

Отметим, что построенная классификация существенно использует компактность слоев
слоения Лиувилля, неособого уровня энергии целиком и полноту потоков гамильтоновых по-
лей первых интегралов. Тогда каждая бифуркация слоев имеет особый слой с критическими
точками. Это позволяет эффективно находить и описывать бифуркации систем из приложе-
ний.

Расширение этой классификации на некоторый подкласс систем с некомпактными сло-
ями слоения Лиувилля и их некритические бифуркации, а также неполные потоки, весь-
ма интересен. Весьма подробный обзор известных результатов и изученных примеров таких
систем был недавно сделан А.Т.Фоменко и Д.А.Федосеевым [28]. Отдельно отметим работу
Е.А.Кудрявцевой [29] об аналоге теоремы Лиувилля для системы с неполными потоками c
особенностями определенных типов. Некомпактные слои возникали в работе Д.В.Новикова
[22, 30] при изучении системы Соколова на алгебрах 𝑠𝑜(3, 1) и 𝑒(3). В недавних работах
С.С.Николаенко [31] и [32] была построена классификация особенностей систем с одной и
двумя степенями свободы соответственно, удовлетворяющих определенным условиям. Факти-
чески, на указанные классы систем и особенностей (имеющих некомпактные слои и включаю-
щее некритические бифуркации) было построено обобщение классификации теоремы Фоменко
2-атомов и 3-атомов Фоменко. Ранее в работе [33] им же была изучена топология и динами-
ка “некомпактного” аналога известного интегрируемого случая Горячева. В.В.Ведюшкиной
и А.Т.Фоменко удалось промоделировать некоторые некомпактные аналоги атомов Фоменко
интегрируемыми топологическими биллиардами на неограниченных столах [34]. Интересные
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эффекты, связанные с некомпактностью, также возникли при рассмотрении биллиарда на
эллиптическом столе с метрикой Минковского и упругим потенциалом [35].

Одним из примеров таких систем является псевдоевклидов аналог волчка Ковалевской.
Ранее автором был доказан [36] критерий компактности совместного уровня четырех первых
интегралов этой системы при условии, что интеграл площадей не равен нулю. Иными словами,
система содержит перестройки компактных слоев в некомпактные.

В настоящей работе описано слоение Лиувилля этой системы на множестве 𝐾 = 0. А
именно, для каждой пары (𝑎, 𝑏) ̸= (0, 0) значений геометрического интеграла и интеграла
площадей, задающих неособый симплектический лист 𝑀4

𝑎,𝑏, указана база (одномерный граф)
слоения функции 𝐻 на множестве точек 𝐾 = 0 в𝑀4

𝑎,𝑏, классы гомеоморфности слоев в прооб-
разе его вершин и точек его ребер. В системе обнаружены некомпактные слои и перестройки
компактного слоя в некомпактный, причем без дополнительного падения ранга отображения
момента (с одного до нуля). Для всех точек (ранг отображения момента при условии 𝐾 = 0
равен либо 1, либо 0) указанных поверхностей исследован вопрос невырожденности.

1.1. Псевдоевклидов аналог волчка Ковалевской и его свойства

Скобки Пуассона и алгебры Ли. Рассмотрим семейство 𝑃 скобок Ли–Пуассона с па-
раметром κ ∈ R на пространстве R6(𝐽1, 𝐽2, 𝐽3, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3):

{𝐽𝑖, 𝐽𝑗} = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝐽𝑘, {𝐽𝑖, 𝑥𝑗} = 𝜀𝑖𝑗𝑘𝑥𝑘, {𝑥𝑖, 𝑥𝑗} = κ𝜀𝑖𝑗𝑘𝐽𝑘.

При κ < 0,κ = 0,κ > 0 эти скобки соответствуют алгебрам Ли 𝑠𝑜(3, 1)− 𝑒(3)− 𝑠𝑜(4). Система
уравнений Эйлера

𝐽𝑖 = {𝐽𝑖, 𝐻}, 𝑥𝑖 = {𝑥𝑖, 𝐻}

задает динамическую систему на двойственном пространстве к соответствующей алгебре Ли.
Для каждой гладкой функции 𝐻 правые части этих уравнений образуют гамильтоново век-
торное поле — косой градиент sgrad𝐻.

Обозначим через 𝑔 скалярное произведение 𝑔 = diag(1, 1, 𝜎) для 𝜎 ∈ R∖{0} на пространстве
R3 и рассмотрим вещественно-линейный изоморфизм Φ пространства C6:

𝐽𝑗 =
𝑠

𝑖
𝐽𝑗 , 𝑥𝑗 =

𝑠

𝑖
𝑥𝑗 , для 𝑗 = 1, 2, 𝐽3 = 𝐽3, 𝑥3 = 𝑥3.

В новых координатах 𝐽1, . . . , 𝑥3 линейные скобки Пуассона {·, ·} из пучка 𝑃 имеют те же
структурные константы, что и в исходных координатах 𝐽1, . . . , 𝑥3, исключая домножаемые на
𝜎 константы для {𝐽1, 𝐽2}, {𝐽1, 𝑥2}, {𝑥2, 𝐽1} при всех κ ∈ R и {𝑥1, 𝑥2} при κ ̸= 0:

{𝐽1, 𝐽2} = 𝜎𝐽3 = 𝜎𝐽3 = 𝜎{𝐽1, 𝐽2}.

Далее считаем, что скобка {·, ·}𝜎 для произвольного 𝜎 ̸= 0 задана на том же пространстве
R6, что и исходная скобка {·, ·} = {·, ·}1. Функции Казимира 𝑓1 и 𝑓2 скобки {·, ·}𝜎 зависят от
𝜎 и κ:

𝑓1 = 𝑥21 + 𝑥22 + 𝜎𝑥23 + κ(𝐽2
1 + 𝐽2

2 + 𝜎𝐽2
3 ) = 𝑎, (1)

𝑓2 = 𝑥1𝐽1 + 𝑥2𝐽2 + 𝜎𝑥3𝐽3 = 𝑏. (2)

При κ = 0, 𝜎 = 1 они совпадают с геометрическим интегралом и интегралом площадей из
классической механики. Псевдоевклидовы аналоги систем механики отвечают случаю κ = 0,
𝜎 = −1 и задаются на алгебре Ли 𝑒(2, 1). Отметим, что присутствие символа 𝜎 в формулах
ниже означает их выполнение для всех 𝜎 ∈ R.

Совместный уровень 𝑀4
𝑎,𝑏 = {𝑝 ∈ R6|𝑓1(𝑝) = 𝑎, 𝑓2(𝑝) = 𝑏} является четырехмерным сим-

плектическим листом скобки Пуассона {·, ·} при 𝑎 > 0 и любом 𝑏 ∈ R, если 𝜎 = 1. Если
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же 𝜎 = −1, то гладкими четырехмерными поверхностями будут все поверхности уровня (бу-
дем называть их неособыми 𝑀4

𝑎,𝑏) за исключением уровня 𝑀4
0,0, содержащего все точки вида

(𝐽1, 𝐽2, 𝐽3, 0, 0, 0).
Следующие семейства гамильтонианов 𝐻𝜎 и интегралов 𝐾κ находятся в инволюции

{𝐻𝜎,𝐾κ}𝜎 = 0 при всех значениях κ, 𝜎:

𝐻𝜎 =
1

2

(︀
𝐽2
1 + 𝐽2

2 + 2𝜎𝐽2
3

)︀
+ 𝑐1𝑥1, (3)

𝐾κ =
1

4

(︀
𝐽2
1 − 𝐽2

2 − 2𝑐1𝑥1 + κ𝑐21
)︀2

+
1

4
(2𝐽1𝐽2 − 2𝑐1𝑥2)

2 . (4)

При κ = 0 получим интеграл С.В.Ковалевской 𝐾 = 𝐾0, а при 𝜎 ̸= 0 — гамильтонианы
классического волчка Ковалевской 𝐻1 и его псевдоевклидова аналога 𝐻𝑝𝑠:

𝐻𝑝𝑠 =
1

2
𝐽2
1 +

1

2
𝐽2
2 − 𝜎𝐽2

3 + 𝑐1𝑥1. (5)

В случае κ = 0 растяжение координат позволяет привести систему на поверхности 𝑀4
𝑎,𝑏

к системе на поверхности 𝑀4
sgn 𝑎,�̃�

для подходящего �̃� ⩾ 0 с условием послойной гомеоморф-

ности слоений Лиувилля. В евклидовом случае это влекло 𝑎 = 1 для всех неособых 𝑀4
𝑎,𝑏, а в

псевдоевклидовом влечет наличие ровно трех существенно различных случаев: 𝑎 = −1, 𝑎 = 1
и 𝑎 = 0, 𝑏 = 1. Можно считать, что 𝑐1 = 1, или что 𝑐1 > 0.

Критическое множество псевдоевклидова аналога волчка Ковалевской.

Утверждение 1. При произвольном κ ∈ R критическое множество системы Ковалев-
ской {·, ·}, 𝐻1,𝐾 и ее псевдоевклидова аналога {·, ·}𝜎, 𝐻𝜎,𝐾 совпадают в R6(𝐽1, 𝐽2, 𝐽3, 𝑥1, 𝑥2,
𝑥3), причем с сохранением ранга критических точек.

Доказательство. Напомним, что отличие между скобками Пуассона {·, ·}𝜎 и {·, ·} состоит
в умножении на 𝜎 структурных констант для {𝐽1, 𝐽2}, {𝐽1, 𝑥2}, {𝐽2, 𝑥1} и {𝑥1, 𝑥2}.

1. Для всех 𝐹 ∈ 𝐶∞(R6), в том числе для интеграла 𝐾, имеем {𝐽3, 𝐹}𝜎 = {𝐽3, 𝐹} и
{𝑥3, 𝐹}𝜎 = {𝑥3, 𝐹}. Поскольку 𝐻𝜎 = 𝐻1 + 𝑓(𝐽3), то {𝐽3, 𝐻𝜎}𝜎 = {𝐽3, 𝐻1}, и то же самое
верно для 𝑥3.

2. Из переменных 𝐽1, 𝐽2, 𝑥1, 𝑥2 разберем случай 𝐽1, другие аналогичны.

{𝐽1,𝐾}𝜎 = {𝐽1, 𝐽2}𝜎
𝜕𝐾

𝜕𝐽2
+ {𝐽1, 𝐽3}𝜎

𝜕𝐾

𝜕𝐽3
+ · · · = 𝜎 · {𝐽1, 𝐽2}

𝜕𝐾

𝜕𝐽2
+ 0 + · · · = 𝜎 {𝐽1,𝐾}.

{𝐽1, 𝐻𝜎}𝜎 = {𝐽1, 𝐽2}𝜎
𝜕𝐻𝜎

𝜕𝐽2
+ {𝐽1, 𝐽3}𝜎

𝜕𝐻𝜎

𝜕𝐽3
= 𝜎{𝐽1, 𝐽2} ·

𝜕𝐻1

𝜕𝐽2
+ {𝐽1, 𝐽3} · 𝜎

𝜕𝐻1

𝜕𝐽3
= 𝜎 {𝐽1, 𝐻1}.

В последнем равенстве коэффициент 𝜎 в одном из слагаемых возникает как структурная
константа скобки {·, ·}𝜎, а в другом — как коэффициент при 𝐽2

3 в полиноме 𝐻𝜎. Утверждение
доказано. 2

Отсюда для псевдоевклидова аналога системы Ковалевской (при всех κ ∈ R) верно пред-
ставление критического множества в виде объединения шести семейств критических точек,
полученное в работе [24] И.К. Козловым для семейства систем Ковалевской на пучке алгебр
Ли 𝑠𝑜(3, 1) − 𝑒(3) − 𝑠𝑜(4). Одно из этих семейств в точности совпадает с множеством точек,
где при κ = 0 верно 𝐾κ = 𝐾 = 0:

𝑥1 =
𝐽2
1 − 𝐽2

2

2𝑐1
, 𝑥2 =

𝐽1𝐽2

𝑐1
. (6)
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Множество точек ранга ноль при κ ∈ R представимо как объединение трех множеств:

1. (𝐽1, 𝐽2, 0,κ𝑐1, 0, 0) 2. (𝐽1, 0, 0, 𝑥1, 0, 0) 3.

(︃
𝐽1, 0, 𝐽3,

𝐽2
1 + κ𝑐21
2𝑐1

, 0,
𝐽1𝐽3

𝑐1

)︃
. (7)

В случае κ = 0 все положения равновесия системы на неособых 𝑀4
𝑎,𝑏 принадлежат второй

и третьей серии: в точках первой серии заведомо 𝑓1 = 0, 𝑓2 = 0, т.е. они лежат на особом
уровне 𝑀4

0,0. В точках третьей серии 𝐾 = 0, а в точках второй серии это верно лишь для ее
пересечения с третьей: 𝑥1 = 𝐽2

1/2𝑐1.
Гамильтоновы поля sgrad𝜎 и sgrad функций 𝐻𝜎, 𝐻1 и 𝐾 для скобок {·, ·}𝜎 и {·, ·} связаны

так:

sgrad𝜎𝐻𝜎 = 𝑋 · sgrad𝐻1, sgrad𝜎𝐾 = 𝑋 · sgrad𝐾, 𝑋 = diag(𝜎, 𝜎, 1, 𝜎, 𝜎, 1).

Отсюда несложно исследовать невырожденность этих точек, следуя [24], где это было сделано
для семейства Ковалевской на пучке 𝑠𝑜(3, 1)−𝑒(3)−𝑠𝑜(4). Для каждого из шести семейств то-
чек ранга 1 аннулирующая комбинация 𝜇1sgrad𝜎𝐻𝜎+𝜇2sgrad𝜎𝐾 = 0 задана теми же коэффи-
циентами как в [24]. Пара ненулевых собственных значений 𝜆 линеаризации этой комбинации
дает ответ о боттовости (невырожденности) особенности и ее типе.

Здесь и далее примем κ = 0. Тогда для точек уровня 𝐾 = 0 имеем

𝜇1 = 0, 𝜇2 = 1; 𝜆± = ±2𝑖𝜎(−𝐽3(𝐽2
1 + 𝐽2

2 ) + 2𝑐1𝐽1𝑥3).

При вычислении координат критических точек для псевдо-евклидова случая примем 𝜎 = −1.

Утверждение 2. На неособых орбитах 𝑀4
𝑎,𝑏 псевдоевклидова волчка Ковалевской произ-

вольная критическая точка ранга 1, принадлежащая уровню 𝐾 = 0, вырождена, если и толь-
ко если 𝑎 · ℎ = 𝑏2. Все невырожденные точки имеют эллиптический тип, являясь точками
нестрогого минимума функции 𝐾 в симплектическом листе 𝑀4

𝑎,𝑏 или на изоэнергетической

поверхности 𝑄3
ℎ.

Доказательство. Если 𝜆± ̸= 0, то из их принадлежности мнимой оси имеем эллипти-
ческий тип соответствующей критической точки. Для функции 𝐾 в 𝑀4

𝑎,𝑏 все они являются
точками минимума (нестрогого, вообще говоря). Если же 𝜆± = 0, то либо 𝐽1 = 𝐽2 = 0, либо

𝐽3 =
2𝑐1𝐽1𝑥3

𝐽2
1 + 𝐽2

2

.

1. В первом случае из (6) имеем ℎ = −𝐽2
3 , 𝑏 = −𝑥3𝐽3, 𝑎 = −𝑥23. Отсюда 𝑎ℎ = 𝑏2, причем

𝑎 < 0, если орбита 𝑀4
𝑎,𝑏 неособая (в случае 𝑎 = 0 имеем 𝑏 = 0).

2. Во втором случае, подставив формулы для 𝑥1, 𝑥2, 𝐽3, получим ℎ𝑎 = 𝑏2:

ℎ = 𝐽2
1 − 𝐽2

3 = 𝑎 ·
4𝑐21𝐽

2
1

(𝐽2
1 + 𝐽2

2 )
2
, 𝑏 = 𝐽1

(︃
𝐽2
1 + 𝐽2

2

2𝑐1
−

2𝑐1𝑥
2
3

𝐽2
1 + 𝐽2

2

)︃
= 𝑎 ·

2𝑐1𝐽1

𝐽2
1 + 𝐽2

2

.

Тем самым, каждая тройка 𝐽1, 𝐽2, 𝑥3, для которой 𝑎ℎ = 𝑏2 и каждое из уравнений имеет
решение, соответствует вырожденной точке системы. Тогда при 𝑎 ̸= 0 полный прообраз точки
ℎ = 𝑏2/𝑎, 𝑘 = 0 состоит из вырожденных точек или пуст. В случае 𝑎 = 0 имеем 𝑏 = ℎ = 0, т.е.
𝑀𝑎,𝑏 является особым. 2

В точках ранга ноль, принадлежащих семейству 3 из (7), ненулевые собственные значения
линеаризации гамильтонова векторного поля sgrad𝜎𝐻𝜎 равны

𝜆±1 = ±𝑖 · 2𝜎𝐽3, 𝜆±2 =

√
2

2

√︁
𝜎(𝐽2

1 − 2𝜎𝐽2
3 )
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Одна пара является мнимой, а тип другой зависит от 𝜎, 𝐽1 и 𝐽3: при 𝜎 = 1 ее тип может, вообще
говоря, быть как вещественным, так и мнимым (знак 𝐽2

1 − 2𝐽2
3 может меняться). В случае

𝜎 = −1 имеем 𝐽2
1 − 2𝜎𝐽2

3 ⩾ 0. Случаи 𝐽2
1 = 2𝐽2

3 или 𝐽3 = 0 соответствуют вырождениям, а
иначе все четыре собственных значения будут мнимыми. Иными словами, все невырожденные
точки ранга 0 псевдоевклидова аналога волчка Ковалевской имеют тип центр-центр.

Утверждение 3. В системе псевдоевклидова волчка Ковалевской в ограничении на дву-
мерную поверхность 𝐾 = 0 в симплектическом листе 𝑀4

𝑎,𝑏 для 𝑓1 = 𝑎, 𝑓2 = 𝑏 имеется в
точности

� две невырожденные точки максимума функции 𝐻 (имеющих тип центр-центр во всем
𝑀4

𝑎,𝑏) при 𝑎 > 0, |𝑏| >
√
2𝑐1𝑎

3/4 и одна вырожденная точка 𝐽1 = sgn 𝑏
√
2𝑐1𝑎

1/4, 𝑥1 =

= 𝐽2
1/2𝑐1, 𝑥2 = 𝑥3 = 𝐽2 = 𝐽3 = 0 при |𝑏| =

√
2𝑐1𝑎

3/4.

� две невырожденные точки максимума функции 𝐻 (тип центр-центр в 𝑀4
𝑎,𝑏) при

𝑎 = 0, 𝑏 ̸= 0.

� четыре невырожденные точки максимума функции 𝐻 (тип центр-центр в 𝑀4
𝑎,𝑏) при

𝑎 < 0, 𝑏 ̸= 0 и четыре вырожденные точки максимума функции 𝐻 при 𝑏 = 0 (им
соответствуют вырожденные точки ранга 0 в 𝑀4

𝑎,0)..

Доказательство. 1. Вырождения точек ранга 0 соответствуют двум случаям: 𝐽3 = 0 или
𝑎 = 𝑏 = 0. В первом случае 𝑎 = 𝐽4

1/4𝑐
2
1, 𝑏 = 𝐽3

1/2𝑐1, ℎ = 𝐽2
1 . Иными словами, при 𝐽1 ̸= 0 имеем

𝑎 > 0, 𝑏 = ±
√
2𝑐1𝑎

3/4 ̸= 0, ℎ = 𝑏2/𝑎 = 2𝑐1
√
𝑎 > 0.

Пусть 𝑏 =
𝐽1

2𝑐1
(𝐽2

1+𝜎2𝐽
2
3 ) = 0, тогда при 𝜎 = −1 имеем либо 𝐽1 = 0, 𝑎 = 0, либо 𝐽1 = ±

√
2𝐽3.

Тогда 4𝑎𝑐21 = −𝐽4
3 , ℎ = 𝐽2

3 =
√︀
−𝑎𝑐21 > 0, т.е. каждому 𝑎 < 0 при 𝑏 = 0 соответствует четыре

вырожденные точки 𝐽3 = ±
√
2𝑐1(−𝑎)1/4, 𝐽1 = ±

√
2𝐽3.

2. Количество точек ранга 0 определим, выразив 𝐽2
3 = 𝐽2

1/4− 𝑎𝑐21/𝐽
2
1 из 𝑓1 = 𝑎, поскольку

случай 𝐽1 = 0 разобран выше. Подставим в уравнения 𝑓2 = 𝑏,𝐻 = ℎ:

𝑏 =
𝐽3
1

4𝑐1
+
𝑎𝑐1

𝐽1
, ℎ =

3𝐽2
1

4
+
𝑎𝑐21
𝐽2
1

. (8)

Эти соотношения при 𝑎 > 0 задают бифуркационную кривую классического волчка Кова-
левской 𝑏(𝑡), ℎ(𝑡) на плоскости 𝑂𝑏ℎ, соответствующей т.н. карусельному движению волчка —
нулям 𝑘 = 0 параметрической бифуркационной кривой (9) на плоскости значений отображе-
ния момента (𝐻,𝐾) = (ℎ, 𝑘):

ℎ(𝑡) =
𝑏2𝑐21
2𝑡2

+ 𝑡, 𝑘(𝑧) = 𝑎𝑐21 −
𝑏2𝑐21
𝑡

+
𝑏4𝑐41
4𝑡4

. (9)

Параметр 𝑡 c точностью до постоянного множителя имеет здесь смысл угловой скорости [14].
При 𝑎 > 0 расположение кривой 𝑏(𝑡), ℎ(𝑡) на плоскости 𝑂𝑏𝑘 относительно других кривых

устроено так же, как в классическом волчке Ковалевской. Кроме того несложно проверить,
что при 𝑎 ·ℎ > 𝑏2 система уравнений 𝑓1 = 𝑎, 𝑓2 = 𝑏,𝐻 = ℎ не имеет решений среди точек ранга
0, в которых 𝐾 = 0. Иными словами, при 𝑎 > 0, 𝑏 =

√
2𝑐1𝑎

3/4 имеем одну вырожденную точку
ранга 0, при больших 𝑏 имеем две точки (для каждого из знаков 𝐽3), а при |𝑏| <

√
2𝑐1𝑎

3/4 —
ни одной.

3. Если 𝑎 = 0, то 𝛿𝐽2
1/2𝑐1 = 𝑥3 = 𝐽1𝐽3/𝑐1. Поскольку 𝐽1 ̸= 0 в силу 𝑏 ̸= 0, то 𝐽1 = 𝛿 · 2𝐽3.

Отсюда получаем ℎ = 3𝐽2
3 и 𝑐1𝑏 = 2𝛿𝐽3

3 . Иными словами, для выбранного 𝛿 = ±1 значение 𝐽3
определено однозначно. Получили две критические точки ранга 0, обе имеющие тип центр-
центр.
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4. Если 𝑎 < 0 и 𝑏 ̸= 0 (считаем, что 𝑏 > 0), то выразим 𝐽2
3 через 𝐽1 из 𝑓2 = 𝑏 и подставим в

𝑓1 = 𝑎 :
𝐽2
3 = 𝐽2

1/2− 𝑏𝑐1/𝐽1, 𝑃 (𝐽1) = 𝐽4
1 − 4𝑏𝑐1𝐽1 + 4𝑎𝑐21 = 0.

Последнее уравнение задает многочлен четвертой степени с одним вещественным экстрему-
мом 𝐽𝑒𝑥𝑡

1 = 𝑐
1/3
1 𝑏1/3 > 0 и отрицательным значением 4𝑎𝑐21 в точке 𝐽1 = 0, ветви которого

направлены вверх. Он имеет в точности два корня, притом разных знаков. Решение 𝐽−
3 (𝐽−

1 )
для отрицательного корня 𝐽−

1 заведомо существует. Это дает нам две точки ранга ноль с дан-
ными 𝐽−

1 < 0,±𝐽−
3 ̸= 0 и 𝑥1 = (𝐽−

1 )2/2𝑐1 > 0, 𝑥3 = 𝐽−
1 𝐽

−
3 /𝑐1, 𝐽2 = 𝑥2 = 0. Значения 𝑓1, 𝑓2, ℎ в

них совпадают.
Для положительного корня 𝐽+

1 требуется проверить, что правая часть неотрицатель-

на. При 𝐽1 > 0 она имеет единственный корень 𝐽1 = 21/3𝑏1/3𝑐
1/3
1 : производная стро-

го положительна, а предел при 𝐽1 → +0 есть −∞. Подставив его во второе уравне-
ние, получим 24/3𝑏4/3𝑐

4/3
1 − 4 · 21/3𝑏4/3𝑐4/31 + 4𝑎𝑐21 < 0. Поскольку при 𝐽1 > 𝑏1/3𝑐

1/3
1

правая часть второго уравнения строго возрастает, и в точке 21/3𝑏1/3𝑐
1/3
1 (корне перво-

го уравнения) она отрицательна, то в корне 𝐽+
1 > 0 правая часть первого положи-

тельна при всех 𝑏 > 0. Это дает нам еще одну пару точек ранга 0 с координатами
𝐽+
1 > 0, ±𝐽+

3 ̸= 0, 𝑥1 = (𝐽+
1 )2/2𝑐1 > 0, 𝑥3 = 𝐽+

1 𝐽
+
3 /𝑐1, 𝐽2 = 𝑥2 = 0 и одинаковыми значе-

ниями 𝑓1 = 𝑎, 𝑓2 = 𝑏,𝐻 = ℎ.Утверждение доказано. 2

2. Слоение Лиувилля на нулевом уровне интеграла Ковалевской

Слоение Лиувилля на подмножестве 𝐾 = 0 псевдоевклидова аналога волчка Ковалевской
опишем, стратифицировав плоскость значений отображения (𝑓2, 𝐻) = (𝑏, ℎ). Каждый страт
состоит из точек, прообразы окрестностей которых послойно гомеоморфны. Точки (𝑏, ℎ) из
двумерных стратов назовем регулярными, а остальные — бифуркационными. Объединение
последних называют бифуркационной диаграммой Σ𝑏,ℎ отображения (𝑓2, 𝐻). Отметим, что
система обладает и компактными, и некомпактными слоями. Также, помимо особенностей с
критическими точками, найдены некритические бифуркации. В прообразе их бифуркацион-
ного значения отсутствуют критические точки.

Проверка невырожденности критических точек также позволяет определить типы локаль-
ных и полулокальных невырожденных особенностей c данным особым значением с точки зре-
ния всего𝑀4 и неособого уровня энергии 𝑄3 = ℎ. Все они являются эллиптическими, и потому
устройство окрестности слоя полностью определяется типом особых точек: это минимальные
3-атомы 𝐴 (произведение окружности и 2-атома 𝐴 — расслоенной окрестности точки мини-
мума в диске 𝐷2) и особенности центр-центр (произведения двух 2-атомов 𝐴).

Утверждение 4. Бифуркационная диаграмма Σsgn 𝑎
𝑏ℎ отображения (𝑓2, 𝐻) псевдоевкли-

дова аналога волчка Ковалевской в ограничении на уровень 𝐾 = 0 интеграла Ковалевской и
𝑓1 = 𝑎 при 𝑎 ̸= 0 содержится в объединении трех кривых: оси ℎ = 0, параболы ℎ = 𝑏2/𝑎 и
параметрической кривой 𝑏(𝑡) = 𝑡3/4𝑐1 + 𝑎𝑐1/𝑡, ℎ(𝑡) = 3𝑡2/4 + 𝑎𝑐21/𝑡

2. В случае 𝑎 = 0, 𝑏 ̸= 0 это
прямая ℎ = 0 и кривая ℎ(𝑏) = 3(𝑏𝑐1/2)

2/3.

Дуги этих кривых, входящие в бифуркационную диаграмму Σsgn 𝑎
𝑏ℎ , изображены на рис.1

сплошными линиями. Не вошедшие в нее дуги отмечены курсивными линиями (штрихопунк-
тирные линии прокомментированы ниже). Бифуркационная диаграмма является 1-остовом
следующей стратификации плоскости 𝑂𝑏ℎ.

Теорема 1. Стратификация плоскости значений (𝑏, ℎ) отображения (𝑓2, 𝐻) интеграла
площадей и гамильтониана 𝐻 при разных знаках 𝑓1 = 𝑎 (т.е. в случае 𝑎 < 0, 𝑏 ∈ R, в случае
𝑎 > 0, 𝑏 ∈ R и в случае 𝑎 = 0, 𝑏 ̸= 0) изображена на рис.1 сплошными линиями:
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� страты состоят из точек с одинаковым устройством слоения Лиувилля в прообразе
окрестности данной точки, для каждого из них на рис.1 указан класс гомеоморфности
его прообраза (если он состоит из вырожденных в 𝑀4 точек, то обведен окружно-
стью),

� 0-остов пуст при 𝑎 = 0 (уровень 𝑏 = 0 исключен), состоит из точек 𝑏 = 0, ℎ = 0) и
𝑏 = 0, ℎ = 𝑐1

√
−𝑎 при 𝑎 < 0, точек 𝑏 = 0, ℎ = 0 и 𝑏 = ±

√
2𝑐1𝑎

3/4, ℎ = 𝑏2/𝑎.

� 1-остов является объединением дуг кривых из утверждения 4, перечисленных в таб-
лице 1 и обозначенных 𝑒sgn 𝑎

𝑖 , а также симметричных им при 𝑏→ −𝑏,

� бифуркации на типичных уровнях 𝑓1 = 𝑎, 𝑓2 = 𝑏,𝐾 = 0 являются 2-атомами 𝐴, мини-
мальной или максимальной окружностью этой 2-поверхности, кольцом 𝐼1×𝑆1 с одной
внутренней окружностью, из которой выкололи точку.

страт 𝑒−0 𝑒−1 𝑒−2 𝑒−3 𝑒−3 𝑒−4
уровень 4𝑆1 2𝑝𝑡 2𝑝𝑡 2R ⊔ 2𝑆1 2R 2𝑆1

кривая 𝑏 = 0 𝑏(𝑡), ℎ(𝑡) 𝑏(𝑡), ℎ(𝑡) ℎ = 0, 𝑏 < 𝑏(𝑡0): ℎ = 0, 𝑏 > 𝑏(𝑡0): ℎ = 𝑏2/𝑎
ℎ(𝑡0) = 0 ℎ(𝑡0) = 0

страт 𝑒01 𝑒02 𝑒+0 𝑒+1 𝑒+2 𝑒+3
уровень 2𝑝𝑡 2𝑝𝑡 2𝑆1 2𝑝𝑡 𝑆1 2R
кривая ℎ = 3 · 2−2/3𝑐

2/3
1 𝑏2/3 ℎ = ℎ0 𝑏 = 0 𝑏(𝑡), ℎ(𝑡) ℎ = 𝑏2/𝑎 ℎ = 0

Таблица 1: Одномерные страты бифуркационнх диаграмм на плоскости 𝑂𝑏ℎ для неособых
𝑀4

𝑎,𝑏, т.е. (𝑎, 𝑏) ̸= (0, 0). Верхний индекс 𝑒sgn 𝑎
𝑖 отвечает знаку 𝑓1 = 𝑎. Указан класс гомеоморф-

ности прообраза любой точки 1-страта и кривая на плоскости 𝑂𝑏ℎ, содержащая этот страт.

Рис. 1: Бифуркационные диаграммы псевдоевклидова волчка Ковалевской при 𝑘 = 0: плос-
кость 𝑂𝑏ℎ при 𝑎 < 0 или 𝑎 > 0, полуплоскости 𝑂𝑏ℎ c 𝑏 ≠= 0 при 𝑎 = 0. Для каждого страта
(двумерные, ограниченные сплошными линиями), а также одномерных и нульмерных ука-
зан класс гомеоморфности совместного уровня четырех интегралов. Обведены окружностями
уровни, состоящие из вырожденных точек ранга 0 (совпадает со слоем) или ранга 1 (слои,
гомеоморфные R или 𝑆1).
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Рис. 2: Слоение функции 𝐻 на уровне 𝐾 = 0 в 𝑀4
𝑎,𝑏 в зависимости от 𝑏 и 𝑎, исключая

𝑎 = 0, 𝑏 = 0.

2.1. Слоения в случае 𝑎 = 0

1. Пусть 𝑎 = 0, тогда 𝑥3 = 𝛿(𝐽2
1 + 𝐽2

2 )/2𝑐1, где 𝛿 = ±1. В вычислениях примем 𝛿 = 1: ответ
для другого знака 𝛿 получается изменением знака у 𝐽1.

Подставим формулу для 𝑥3 при 𝛿 = 1 в уравнение 𝐽1(𝐽2
1 + 𝐽2

2 )/2𝑐1 = 𝑏+ 𝑥3𝐽3:

𝐽3 = 𝐽1 −
2𝑐1𝑏

𝐽2
1 + 𝐽2

2

.

Функция 𝐽3(𝐽1, 𝐽2) определена на плоскости 𝑂𝐽1𝐽2 без нуля — случай 𝐽1 = 𝐽2 = 0 мы не
рассматриваем, т.к. тогда 𝑎 = 𝑏 = 0, и множество 𝑀4

𝑎,𝑏 не является гладкой поверхностью.
Выразим 𝐻 через 𝐽1, 𝐽2:

𝐻 =
4𝑏𝑐1(𝐽

3
1 + 𝐽1𝐽

2
2 − 𝑐1𝑏)

(𝐽2
1 + 𝐽2

2 )
2

.

Из критерия компактности [36] следует (он применим, поскольку 𝑏 ̸= 0), что все уровни 𝐻 = ℎ
кроме ℎ = 0 будут компактны и ограничены. Критические точки такого слоения легко нахо-
дятся: это точка 𝐽1 = 3

√
4𝑏𝑐1, 𝐽2 = 0. Она является невырожденным максимумом 𝐻 и соответ-

ствует точке центр-центр. Остальные компактные слои гомеоморфны окружностям.
2. Уровень ℎ = 0 задается условием 0 = 𝐽2

1 − 𝐽2
3 :

0 =
2𝑐1𝑏

𝐽2
1 + 𝐽2

2

(︃
2𝐽1 −

2𝑐1𝑏

𝐽2
1 + 𝐽2

2

)︃
.

Правая часть получаемого уравнения 𝐽2
2 = 𝑐1𝑏/𝐽1−𝐽2

1 при 𝐽1 < 0 не имеет корней, а при 𝐽1 > 0
строго монотонна, причем ее предел lim𝐽1→+0 𝐽

2
2 = +∞. Без ограничения общности 𝑏 > 0, и

все решения лежат на гладкой кривой в полуплоскости 𝐽1 > 0, симметричной относительно
оси 𝑂𝐽1 и имеющей асимптоту 𝑂𝐽2. Производная правой части отрицательна, т.е. 𝐽2 = 0 при
единственном значении 𝐽1. Полученная кривая разбивает плоскость 𝑂𝐽1𝐽2 без двух точек
(нуля и точки максимума) на два кольца, каждое из которых расслоено на окружности.

На рис. 3 и 4 приведем при 𝑏 = 1 вид графика 𝐽3(𝐽1, 𝐽2) и слоение функции 𝐻 на плоскости
𝑂𝐽1𝐽2 без нуля для случая 𝑎 = 0.
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Рис. 3: Случай 𝑎 = 0, 𝑏 = 1: слоение функции 𝐻 на плоскости 𝑂𝐽1𝐽2 без нуля

Рис. 4: Случай 𝑎 = 0, 𝑏 = 1: график 𝐽3(𝐽1, 𝐽2) в пространстве 𝑂𝐽1𝐽2𝐽3

2.2. Случай 𝑎 < 0

1. При 𝑎 < 0, 𝑘 = 0 координата 𝑥3 = 𝛿
√︀
−𝑎𝑐21 + (𝐽2

1 + 𝐽2
2 )

2 отлична от нуля и отделена
от него по модулю величиной 𝛿

√
−𝑎, где 𝛿 есть знак 𝑥3. Тогда из уравнения 𝑓2 = 𝑏 получим

формулу для 𝐽3(𝐽1, 𝐽2), определенную на всем R2(𝐽1, 𝐽2), и подставим ее в уравнение 𝐻 = ℎ:

𝐻 =
− 4𝑏2𝑐21 − 4𝑎𝑐21𝐽

2
1 + 4𝑐1𝑏𝐽1(𝐽

2
1 + 𝐽2

2 )

(𝐽2
1 + 𝐽2

2 )
2 − 4𝑎𝑐21

.

Данная функция ограничена при фиксированных 𝑐1, 𝑎 < 0, 𝑏 ̸= 0 (что легко видеть в
полярных координатах 𝐽1 = 𝑟 cos𝜙, 𝐽2 = 𝑟 sin𝜙). Она также не зависит от 𝛿, т.к. 𝛿2 = 1.



80 В. А. Кибкало

Изучим уровни этой функции на плоскости 𝐽1, 𝐽2 — проекция связной компоненты 𝑊 на
плоскость 𝐽1, 𝐽2 является биекцией и сохраняет слоение.

2. Согласно критерию компактности, доказанному автором ранее в [36] в случае 𝑏 ̸= 0, все
слои при 𝑎 ∈ R, 𝑘 = 0, 𝑏 ̸= 0, ℎ ̸= 0 являются компактными или пустыми. Тем самым, при
𝑏 ̸= 0 (далее считаем, что 𝑏 > 0) достаточно найти критическое множество функции 𝐻(𝐽1, 𝐽2),
изучить типы этих точек и описать уровень 𝐻 = 0. Случай 𝑏 = 0 изучим отдельно.

Критическое множество задается системой равенств нулю двух частных производных 𝐻
по 𝐽1, 𝐽2. Разложив их на множители, имеем

(2𝑎𝑐1𝐽1 − 𝑏(𝐽2
1 + 𝐽2

2 ))(4𝑎𝑐
2
1 − 4𝑏𝑐1𝐽1 + 𝐽4

1 − 𝐽4
2 ) = 0,

𝐽2(2𝑎𝑐1𝐽1 − 𝑏(𝐽2
1 + 𝐽2

2 ))(2𝑏𝑐1 − 𝐽1(𝐽
2
1 + 𝐽2

2 )) = 0.

Множество критических точек задается объединением трех множеств (1),(2),(3):

(1): 2𝑎𝑐1𝐽1 − 𝑏(𝐽2
1 + 𝐽2

2 ) = 0,

(2): 𝐽2 = 0 и 𝐽1 есть корень многочлена 𝑃 (𝐽1) = 𝐽4
1 − 4𝑏𝑐1𝐽1 + 4𝑎𝑐21,

(3): 2𝑏𝑐1 − 𝐽1(𝐽
2
1 + 𝐽2

2 ) = 0, 4𝑎𝑐21 − 4𝑏𝑐1𝐽1 + 𝐽4
1 − 𝐽4

2 = 0

Первое множество (1) является окружностью с центром в точке (𝑎𝑐1/𝑏, 0) и радиусом |𝑎|𝑐1/𝑏.
В ее точках матрица 𝑑2𝐻 имеет собственные значения 0 и (−2𝑏2)/(−𝑏2 + 𝑎𝐽2

1 ). Поскольку
𝑎 < 0, то данное значение положительно: имеем нестрогий минимум функции 𝐻. В точках
этой окружности функция 𝐻 равна 𝑏2/𝑎.

Второе множество (2) состоит из двух точек (𝐽+
1 , 0) и (𝐽−

1 , 0). Это следует из наличия ров-
но одного минимума 𝐽1 = (𝑏𝑐1)

1/3 у производной 4𝐽3
1 − 4𝑏𝑐1 данного многочлена. При этом

𝑃 (0) = 4𝑎𝑐21 < 0, а 𝑃 (𝑏1/3𝑐1/31 ) = −3𝑏4/3𝑐
4/3
1 + 4𝑎𝑐21 < 0. Отсюда один корень 𝐽+

1 > 𝑏1/3𝑐
1/3
1 , а

другой 𝐽−
1 < 0. С учетом 𝑃 (𝐽±

1 ) = 0, матрица 𝑑2𝐻, умноженная на куб знаменателя 𝐻, стано-
вится диагональной. Знаки ее двух элементов совпадают со знаками (4𝑎𝑐1− 3𝑏𝐽1)(2𝑎𝑐1− 𝑏𝐽1)2
и (2𝑎𝑐1 − 𝑏𝐽1)

3. Корни этих многочленов 𝐽1 = 4𝑎𝑐1/3𝑏 и 𝐽1 = 2𝑎𝑐1/𝑏 отрицательны, много-
член 𝑃 в них больше нуля, т.е. они лежат левее отрицательного корня 𝐽−

1 многочлена 𝑃 .
Следовательно, для всех 𝑏 > 0 это точки невырожденных максимумов.

Третье множество (3) пусто: выразим из первого уравнения 𝐽2
2 (имеем 𝐽1 ̸= 0, т.к. 𝑏 ̸= 0)

и подставим во второе. Получим уравнение 𝑐21(𝑎 − 4𝑏2/𝐽2
1 ) = 0, левая часть которого строго

отрицательна.
3. Точки (𝐽1, 𝐽2), в которых𝐻 = 0, задаются уравнением 𝐽2

2 = 𝑏𝑐1/𝐽1+𝑎𝑐1𝐽1/𝑏−𝐽2
1 . Обозна-

чим 𝑄(𝐽1) = 𝑏𝑐1+𝑎𝑐1𝐽
2
1/𝑏−𝐽3

1 . Многочлен 𝑄 имеет минимум и максимум при 𝐽1 = 2𝑎𝑐1/3𝑏 < 0
и 𝐽1 = 0 соответственно. При 𝑏 = �̄� =

√
2𝑐1(−𝑎/3)3/4 точка минимума является корнем, при

𝑏 > �̄� в ней 𝑄(𝐽1) > 0, а при 0 < 𝑏 < �̄� в ней 𝑄(𝐽1) < 0. Поскольку многочлен 𝑄 получен
умножением правой части уравнения на 𝐽1, то при 0 < 𝑏 < �̄� имеем отрезок точек 𝐽1 < 0,
таких что в них 𝐽2

2 ⩾ 0. При 𝑏 > �̄� в полуплоскости 𝐽1 ⩽ 0 нет точек уровня 𝐻 = 0, а при 𝑏 = �̄�
имеется ровно одна точка, в которой 𝐽2 = 0. В полуплоскости 𝐽1 > 0 уровень 𝐻 = 0 состоит
из точек кривой 𝐽2(𝐽1), симметричной относительно 𝐽2 = 0 и имеющей асимптоту 𝐽1 = 0.

Согласно критерию компактности, компактны все (кроме, возможно, слоев уровня ℎ = 0)
слои функции𝐻 на множестве𝐾 = 0 в𝑀4

𝑎,𝑏 для 𝑎 < 0 и различных 𝑏 ̸= 0. Результат изображен
на рисунке 2.

4. Случай 𝑎 < 0, 𝑏 = 0 существенно проще. Поскольку 𝑥3 ̸= 0, то 𝐽3 = (𝐽1𝑥1+𝐽2𝑥2)/𝑥3. Под-
ставив выражения для 𝑥1, 𝑥2, получим что при фиксированном 𝑠𝑔𝑛𝑥3 = 𝛿 функция 𝐽3(𝐽1, 𝐽2)
определена на всей плоскости.

На множестве 𝐾 = 0 имеем 𝐻 = 𝐽−
1 𝐽

2
3 =

4𝑎𝑐21𝐽
2
1

4𝑎𝑐21 − (𝐽2
1 + 𝐽2

2 )
2
. Числитель и знаменатель не

положительны, причем последний отделен от нуля. Критическое множество функции 𝐻 на
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плоскости 𝐽1, 𝐽2 состоит из прямой 𝐽1 = 0 (которая совпадает с множеством уровня 𝐻 = 0) и
пары точек (±

√
2𝑐1(−𝑎)1/4, 0), задаваемых системой уравнений 𝐽2 = 0 и 4𝑎𝑐21+𝐽

4
1 −𝐽4

2 = 0. Две
эти точки являются невырожденными максимумами (в них матрица 𝑑2𝐻 равна 𝑑𝑖𝑎𝑔(−2,−1)),
а точки 𝐽1 = 0 — нестрогими минимумами: матрица 𝑑2𝐻 в них диагональна, один из диаго-
нальных элементов равен нулю, а другой равен 8𝑎𝑐21/(4𝑎𝑐

2
1 − 𝐽4

2 ), т.е. положителен из 𝑎 < 0.
Полученное слоение на множестве 𝐾 = 0 орбиты 𝑀4

𝑎,0 также изобразим на рис. 2.

2.3. Случай 𝑎 > 0

1. Будем считать, что 𝑏 ⩾ 0 в силу наличия у системы симметрии. Подставим выражения
для 𝑥1 и 𝑥2 через 𝐽1, 𝐽2 в уравнения 𝑓1 = 𝑎,𝐻 = ℎ, и обозначим 𝑥 = 𝑥23+𝑎, 𝐽 = 𝐽2

3 +𝑎, получим

𝐽2
1 = ℎ+ 𝐽2

3 =: 𝐽,

(︃
𝐽2
1 + 𝐽2

2

2𝑐1

)︃2

= 𝑎+ 𝑥23 =: 𝑥.

Уравнение 𝑓2 = 𝑏 перепишем и затем возведем в квадрат:

(𝑏+ 𝑥3𝐽3)
2 = 𝐽2

1

(︃
𝐽2
1 + 𝐽2

2

2𝑐1

)︃2

.

Подставив выражения для 𝐽2
1 и дроби, получим

𝑥23𝐽
2
3 + 2𝑏(𝑏+ 𝑥3𝐽3)− 𝑏2 = 𝑥23𝐽

2
3 + ℎ𝑥23 + 𝑎𝐽2

3 + 𝑎ℎ.

Подставим вместо 𝑏 + 𝑥3𝐽3 его выражение через корни из 𝐽 и 𝑥: 𝛿
√
𝐽
√
𝑥. Здесь 𝛿 — знак 𝐽1,

определяемый исходным уравнением 𝑓2 = 𝑏 (поскольку 𝐽2
1 + 𝐽2

2 неотрицателен, и 𝑎 > 0, то
знак перед его знак опустим). Перенеся −𝑏2 направо и возведя в квадрат, получим квадрику
по переменным 𝑥, 𝐽

𝑎2𝐽2 + 2(𝑎ℎ− 2𝑏2)𝐽𝑥+ ℎ2𝑥2 + 2𝑎(𝑏2𝐽 − 𝑎ℎ)𝐽 + 2ℎ(𝑏2ℎ− 𝑎ℎ2)𝑥+ (𝑏2 − 𝑎ℎ)2 = 0.

Инварианты квадрики (след 𝑡𝑟 и определитель 𝑑𝑒𝑡 квадратичной части, определитель расши-
ренной матрицы 𝐷𝑒𝑡) равны

𝑡𝑟 = 𝑎2 + ℎ2 > 0, 𝑑𝑒𝑡 = 4𝑏2(𝑎ℎ− 𝑏2) , 𝐷𝑒𝑡 = −4𝑏6(𝑎ℎ− 𝑏2)2.

Квадрика вырождается в двух случаях: при 𝑏 = 0 и при 𝑎ℎ = 𝑏2. В обоих этих случаях
𝑡𝑟 > 0, 𝑑𝑒𝑡 = 𝐷𝑒𝑡 = 0, т.е. имеем пару совпадающих прямых. Иначе имеем гиперболу при
ℎ < 𝑏2/𝑎 (тогда 𝑑𝑒𝑡 < 0 и 𝐷𝑒𝑡 ̸= 0) или эллипс при ℎ > 𝑏2/𝑎 (тогда 𝑑𝑒𝑡 > 0, 𝑡𝑟 > 0 и 𝐷𝑒𝑡 < 0).

2. Опишем возможное расположение полученной квадрики.

Лемма 1. Общие точки квадрики и каждой из прямых 𝐽 = 0, 𝐽 = ℎ, 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑎
являются двойными (точками касания, если квадрика невырождена) и имеют координаты:

𝐽 = 0, ℎ𝑥 = −𝑏2 + 𝑎ℎ, 𝐽 = ℎ, ℎ𝑥 = 𝑏2, 𝐽 = 𝑏2/𝑎, 𝑥 = 0, 𝐽 = ℎ− 𝑏2/𝑎, 𝑥 = 𝑎.

3. Заметим, что все точки множества 𝑓1 = 𝑎, 𝑓2 = 𝑏,𝐻 = ℎ,𝐾 = 0 проецируются на эту
квадрику. Сформулируем три условия на точку квадрики, при нарушении которых система
заведомо не имеет вещественных решений:

� 𝐽2
1 ⩾ 0 : 𝐽 ⩽ 0 при ℎ ⩾ 0 и 𝐽 ⩾ ℎ при ℎ > 0,

� (𝐽2
1 + 𝐽2

2 )
2/4𝑐21 ⩾ 0 : 𝑥 ⩾ 𝑎,
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� (𝐽2
1 + 𝐽2

2 )/2𝑐1 ⩾ 𝐽2
1/2𝑐1 :

√
𝑥 ⩾ ℎ/2𝑐1, т.е. 𝑥 ⩾ 𝐽2/4𝑐21.

Первые два условия задают прямые, параллельные осям 𝑂𝐽,𝑂𝑥, а третье — параболу с вер-
шиной в нуле. Назовем их граничными кривыми. На рис. 5 изобразим эти кривые и квадрику
на плоскости 𝑂𝐽𝑥 при разных 𝑏, ℎ. На нем закрашено замкнутое множество, где выполне-
ны все три условия. Назовем это множество и его пересечение с квадрикой допустимыми
множеством и дугой, как и каждую точку допустимой дуги квадрики.

Тем самым, квадрика-эллипс (ℎ > 𝑏2/𝑎, рис. 5h) и пара прямых (𝑏 = 0, ℎ > 0 или
ℎ = 𝑏2/𝑎, 𝑏 >

√
2𝑐1𝑎

3/4, рис. 5g) не содержат допустимых точек. Гипербола не содержит таких
точек, если ℎ(𝑡) < ℎ < 𝑏2/𝑎 для 𝑏 = 𝑏(𝑡) на нижней ветви параметрической кривой 𝑏(𝑡), ℎ(𝑡). В
случае ℎ = 𝑏2/𝑎, 𝑏 =

√
2𝑐1𝑎

3/4 такая точка одна: 𝑥 = 𝑎, 𝐽 = ℎ.
4. В прообразе допустимой точки квадрики, лежащей на граничной кривой, хотя бы одна из

четырех координат 𝐽1, 𝐽2, 𝐽3, 𝑥3 равна нулю. В случае параболы имеем𝐽2=𝑥2=0, 𝑥1 = 𝐽2
1/2𝑐1.

На прямой 𝑥 = 𝑎 > 0 имеем 𝑥3 = 0. На прямой 𝐽 = 0 при ℎ < 0 имеем 𝐽1 = 0, |𝐽3| =
√︀

|ℎ| > 0.
На прямой 𝐽 = ℎ при ℎ > 0 имеем 𝐽3 = 0, |𝐽1| =

√
ℎ > 0.

Точки касания квадрики с осями 𝑂𝐽,𝑂𝑥 и прямой 𝐽 = ℎ > 0 на рис. 5 отмечены чер-
ным, если они принадлежат допустимому множеству, или выколоты, если не принадлежат.
В полуплоскости 𝑏 ⩾ 0 возникает две дополнительные кривые, при которых точка касания
квадрики и одной из граничных кривых пересекает и еще одну граничную кривую. Это пря-
мая 𝑏 =

√
2𝑐1𝑎

3/4 при ℎ < 𝑏2/𝑎 (касается прямой 𝑥 = 𝑎 и пересекает параболу) и кривая
ℎ = (2𝑐1𝑏)

2/3 при 𝑏 >
√
2𝑐1𝑎

3/4 (касание прямой 𝐽 = ℎ и пересекает параболу). На рис. 1 они
изображены штриховкой и делят двумерные страты на части (для точек которых квадрики
изображены на рис. 5a, b, c при ℎ > 0 и на рис. 5).

5. Тем самым, в допустимых точках, не лежащих на граничных кривых, все четы-
ре переменные отличны от нуля. Это гарантирует сохранение их знаков вдоль кривой
𝛾(𝑠) = (ℎ(𝑠), 𝑏(𝑠), 𝐽(𝑠), 𝑥(𝑠)), где 𝐽, 𝑥 не выходят на границу допустимой области, а ℎ(𝑠), 𝑏(𝑠)
всегда лежат в образе отображения момента при данном 𝑎. Тем самым, если четверка ненуле-
вых знаков (𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑡3) координат 𝐽1, 𝐽2, 𝐽3, 𝑥3 дает решение системы 𝑓1 = 𝑎, 𝑓2 = 𝑏,𝐻 = ℎ в
прообразе некоторой допустимой точки квадрики, то и в прообразе остальных допустимых то-
чек квадрик (при различных 𝑏, ℎ) имеется непрерывная ветвь данного корня. Отметим также,
что четверки (𝑠1,+, 𝑠3, 𝑡3 и 𝑠1,−, 𝑠3, 𝑡3) являются решениями одновременно.

Явно проверим, какие тройки знаков 𝑠1, 𝑠3, 𝑡3 дают решения в прообразе пробных точек
с “удобными” координатами для трех дуг, на которые допустимая дуга квадрики с рис. 5a)
делится черными точками касания. То же самое сделаем для компоненты 𝑥 > (𝑎ℎ − 𝑏2)/ℎ
допустимой дуги в случае с рис. 5f). Обозначим их цифрами 1-4 и выберем пробные точки:
случай 𝑎 = 1, 𝑏 = 1, ℎ = 1/2 для рис. 5a) и точки с координатой 𝐽 = 3/4, 𝐽 = 5/4, случай
𝑎 = 1, 𝑏 = 1, ℎ = −1 : 𝐽 = 1/2 и больший из двух корней 𝑥(𝐽).

Как оказалось, решениям для этих случаев соответствуют следующие эволюции знаков
для двумерных стратов и дуги 𝑒+3 , на которой ℎ = 0:

рис.1𝑎 : 1 : (+,+,+) 2 : (+,−,+), 3 : (+−−);

рис.1𝑎 : 1 : (+,−,−) 2 : (+,+,−), 3 : (+ + +);

рис.1𝑓 : 4 : (−,−,+) 2 : (+,−,+), 3 : (+−−);

рис.1𝑓 : 4 : (−,+,−) 2 : (+,+,−), 3 : (+ + +).

При ℎ ̸= 0 допустимая дуга заканчивается двумя точками, в которых 𝐽2 = 0, при ℎ = 0 такая
точка ровно одна. На кривых 𝑏 =

√
2𝑐1𝑎

3/4 и ℎ = (2𝑏𝑐1)
2/3 в одной из точек касания стано-

вятся нулевыми сразу два знака: 𝐽2 и 𝐽1 либо 𝑥3. Это не приводит к бифуркации прообраза
соответствующей точки квадрики. Если 𝑏 > 0, ℎ = 0, то допустимая дуга неограничена. Это
влечет гомеоморфность уровня не двум окружностям 2𝑆1, но двум интервалам 2R.
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6. В особом случае 𝑏 = 0, ℎ = 0 имеем 𝐽1 = 𝐽3 = 0 для всей допустимой дуги (луча
𝐽 = 0, 𝑥 ⩾ 𝑎), а в вершине дополнительно 𝑥3 = 0. Для 𝐽2 верно 𝐽2

2 =
√︀
𝑥23 + 𝑎 > 0, т.е. уровень

гомеоморфен 2R (отметим, что все эти точки являются вырожденными точками ранга 1,в
отличие от остальных точек из прообраза ℎ = 0).

В случае 𝑏 = 0, ℎ < 0 имеем компактную допустимую дугу — отрезок, соединяющий точку
(0, 𝑎) и точку граничной параболы. В прообразе точки 𝐽 = 0, 𝑥 = 𝑎 имеем 𝐽1 = 𝑥3 = 0, а знак 𝐽3
постоянен на всей связной компоненте прообраза (𝐽 =

√︀
𝐽2
3 + ℎ для ℎ < 0). По аналогии, имеем

прообраз, гомеоморфный 2𝑆1, т.е. данные такие значения отображения (𝑓2, 𝐻) не являются
бифуркационными на множестве 𝐾 = 0.

В случае ℎ = 𝑏2/𝑎, 0 < 𝑏 <
√
2𝑐1𝑎

3/4 аналогично получим, что прообраз связен и гомеомор-
фен 𝑆1: в прообразе точки 𝐽 = ℎ, 𝑥 = 𝑎 имеем 𝐽3 = 𝑥3 = 0, а знак 𝐽1 однозначно определен
из знака 𝑏. Они состоят из вырожденных точек ранга 1. В пределе ℎ → +0 вырожденная
окружность перестраивается в два интервала путем разрыва в двух точках (при 𝑏 ⩽ 0 имеем
то же самое).

Рис. 5: Квадрика (красная линия) и граничные кривые при разных 𝑏, ℎ в случае 𝑎 > 0, чер-
ные точки — их точки касания. Закрашенная область и сплошная линия — допустимые мно-
жество плоскости 𝑂𝐽𝑥 и дуга квадрики (пунктирная линия — дополнение до последней).
Значение 𝑏0 =

√
2𝑐1𝑎

3/4, кривая 𝑏(𝑡) > 0, ℎ(𝑡) — нижняя ветвь кривой (8). Для случаев a,
f указаны наборы знаков 𝑠1, 𝑠3, 𝑡3 переменных 𝐽1, 𝐽3, 𝑥3, дающие решения исходной задачи
𝑓1 = 𝑎, 𝑓2 = 𝑏,𝐻 = ℎ.

3. Заключение

Полученные результаты позволяют описать топологию слоения Лиувилля псевдоевклидо-
вой системы Ковалевской в окрестности точек уровня 𝑘 = 0, являющихся невырожденными
точками ранга 1 и составляющими вместе слой слоения. Для изучения слоения системы при
ненулевых 𝑘 может быть полезно как отдельное изучение особенностей данной системы, так
и адаптация метода булевых функций, развитого М.П.Харламовым [37], к псевдоевклидову
случаю, когда уровень геометрического интеграла 𝑓1 = 𝑎 есть обобщенный гиперболоид.
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